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Séminaire P. KREE 6-01
(Bquations aux dérivées partielles
en dimension infinie)

4e année, 1977-19’78 n® 6, 29 pe

PROBLF:TIES DE CAUCHY HYPERBOLIQUES EN DINENSION INFINIE

par Bernard 1ASCAR (*)

L'objet de ce travail est d'étudier des problemes de Gauchy sur un espace hilber-
tien de dimension infinie. Le cadre, dans lequel nous neus plagons, est celui du
probléme de Cauchy strictement hyperbolique & coefficients C” o Mais il est & no=-
ter que le cas analytique a été étudié dans [10]. Les instruments de base sont ceux
de [12]. Nous obtenons une généralisation exacte des résultats classiques. Dans une
premidre partie, on étudie une estimation avec poids, on se référe alors a [6].
Dans une deuxiéme partie, on construit une paramétrixe. Dans un cas particulier, on
utilisera [7]. Ce travail est une partie d'un des chapitres de [13].

Notatlons et ennnces principaux. - Le cadre est celui d'un triplet
E? G—--) X' =X C-—) E; E', X, E étant des espaces hilbertiens réels séparables
dont les normes sont || i|' , [ ], I| | + i est de Hilbert-Schmidt. X est iden-

tifié & son dual. ( | ) est le produit scalaire dans X . y désignera 1'image

dans E de la mesure cyl:l.ndrlque gawésswnne canon%que de X . On utilisera égele-
ment le triplet complexifié E! 4-——-% X% = x° ----l EC , les normes sont notées
comme plus haut. On notera z 1la variable dans E . \,c(z) (ou y(z) lorsqutil
n'y a pas d'ambiguités) est la mesure image dans E® de la mesure gaussienne de
variance 1/2 de X° .

Nous nommerons (en)neN une base hilbertienne de X telle que j(en) = a;l e, s
avec 2 a2 =1, et ol j estun opérateur de Hilbert-Schnidt dans X symétri-
que positif tel que i =1 o J, o 1 est isométrique X —3 E . On note que
e, € E' et que Hen[" = a;ll . On notera E@& F le complété pour la norme hilbertien-
nede Eg@F lorsque E et F sont des Hilberts. On notera G’B E 1les tenseurs
de Hilbert~Schmidt de E symétriques d'ordre j . On désigne par 3 l'espace des

multi-indices o = (ozl y eee 5 Q4 eee) , OU les o sont nuls sauf pour un nom-

n
bre fini d'entre eux, et || = o + oy + +c0 S1 x € E, on éerit
.
= x onn
— 1 oe 0 n o8 e ’

ou les Xi sont les coordonnées de x dans la base hilbertienne ei e On éerit

*) Texte regu en Janvier 1979.
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(0% x

ol 1 n
e == 2. . e. o€, Ree®e, =csymle @ e @€ ),
o gt (11’°°"lj)eloz i i, i 1 n
pour o € d, [oz] =J, Ia étant 1l'ensemble des suites (i1 y see ij) G_IEJ ’
telles que oy d'entre eux valent 1, ..., @ d'entre eux valent n ...
De sorte que (ealx) =x et Heally;\\ " 3T @ .
\\-/j

Nous noterons par G‘E(E , F) 1'espace des fonctions C =Fréchet différentiables
E —3 F dont toutes les dérivées sont uniformément bornées en norme sur E , lors—

que E et F sont des espaces de Banach. Si u € L\z)(E) , on note
(ou) (z) = (exp 271 zz) w (z) , pour z € X,
la transformée de Fourier normalisée (voir [1] et [9]). On sait que

3(z) = (ou) (z) e F(x°)

(espace de Fock). On a introduit dans [12] une chaine d'espaces de Scbolev £°(X,E),
s €e R, tels que |

ﬁS(X ’ E) ‘__9__) /\S(X ’ E) ’

avec 7\°(X, E) = {(g(z) € 12 (E%) ; 7 ¢(z) eanalytique emtidre sur X°,

a4z ) %,

avec g(g[s;) = @P o » Vg Presque partout, vy Xq sous~espace vectoriel de dimen—
X

sion finie de X} . S(glss) est 1'espérance conditionnelle. sg est 1'extension
czntinui, si )CC c E', ou v ~lmesurable si Xq c X, de la projection hermitienne
Sq : X7 - Xq .

L'application g —3 ¢ étant injective, nous noterons en fait g par g « Si
s=0, ES=L\2), A°=F(x% .8t seN, £5(x, B) ={uEL§, dont la déri-
vée de densité d'ordre j [8] est dans Lﬁ(E , //ﬁll E) , O<jgs} «Pour s<0,
on a un espace de distributions cylindriques que nous noterons encore uy, faisant
apparaltre encore une "densité". £% est un espace hilbertien dont la norme est
notée || g » Nous avons étudié dans [12] wune classe d'opérateurs pseudo-
différentiels continus dans £ qui nous permettaient d'étudier des probldmes
elliptiques.

On étudie des opérateurs différentiels sur R x E de la forme

M,
w ?

DX)DI,S-J +R(x, t, D"

P(x,t, D M

D

x ? D

M
Dt)=Z‘§‘=OAj(x,t,D s

x? Dt)"
Soit P:Pm+R, avec

3

X’D

Aj(x ,t,D D) =2 . div apq(x , t)D;!c

p+a=]
( R se décrit comme P, mais est d'ordre <m~1), D_ est le produit par i

x ?
1

de la différentielle par rapport & x , (- 1)p divp = D;:p est le transposé rela-

tivement 3 la mesure de Gauss de DP .

o P ~
apq(x , t) e Cp(E xR, i-?(:qu {o E'))

»&p



On dit que P est hyperbolique dans la direction t si 1'équation

ZI;:OAj(x,t,g))\
avec Aj(x, t, E) = Zp+q:j (apq e, e, 8 vx,
)\j(x,t,g) et si, de plus, vy (t , x) eRx E, 3 o et C tels que

Gy by 8) = n (e, 85 8)l 20 gl » JAK, v g EBN{0},

=i -0,

t , g , des racines réelles
C

gt O] <€ dl » v B\ (0] -

On appellera ainsi (H) ces conditions. On remarque qu'il est nécessaire de men—
tionner 1l'existence de Gy et Cl car la sphére |lg|| =1 n'est pas compacte. On
pose

HSG‘S b(R x E) = {ut , x) € Hsc;’(R x E) , & support compact en t} .
e -~

THEOREME I.l. - Soit I, un intervalle compact de (0, «( , K un compact de

E, il existe I' et U des voisinages de I, et K, 145> 0, tels que

Cd

ue HSG‘S’b(Bx E) , suppucI'xU, 13
entrainent

exp(2rt) at .
<0G JO J IPul2 exp(2rt) dt dy(x) .

On introduit comme dans [6] des espaces X O(R x E) adaptés, et nous avons le
, L ad

théoréme suivant.

un intervalle compact de (0, o, K un compact de

THEOREME I.2. - Soit I,

E, il existe I' et U des voisinages ouverts de I 31:_ K tels que v se R,

0
ke N, 3C6>0 avec

ue HCY ,(Rx E) , suppuc I' xU
0,b &

entratae Hul|lk+m—l,s S HPqu:S )

On obtient le théoréme suivant.
THEORRME I.3. - Soit I, un intervslle compact de (0, » (, K un compact de

E, il existe un voisingge ouvert I' x U de IO x K tel que, pour s€ R et
keN,

0 + 0o + — 1
feKk’S(E_i x E) , weKk+m_1(§ x B) , avec Pwu=Ff sur I' xU.

On a un résultat d'unicité.

Id \
THEOREME I.4. - Soit (t,, %)) € Rx E. ue xgﬁ(}}_ x E) (6, t R) tel que
Pu =0 au voisinage de (t; , X)) e u=0, pour t<t; auvoisinage de

(xO , to) . Alors, il existe un voisinege ouvert de (to , xo) dans lequel u =0 .
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Dans une seconde partie, on construit une paramétrixe pour le probléme de Cauchy
dans le cas particulier ol les apq(x s t) ne dépendent que de t . On prouve ainsi

le théoréme suivant.

THﬁbREME ITele = Soit IO cc R, on construit une paramétrixe du probléae de

Cauchy sur la forme

)(ki’ J ,tel, Og¢jgm=-1, Ogkgem=1,

ou E. est un opérateur intégral de Fourier, et les R.j et Psk sont des "pseudo~

différentiels" dans des classes précisées. Ces termes sont employés un peu abusivesm

ment car on ne décrit pas ces opérateurs de la maniére classique.

THEOREME II.2. - Soit (t, , x)) eRx B, I
voisinage I, x U de (to , xo) sur lequel,

c«< R, to € IO s il existe mn
vcjeRm, yke N, le

0
VOGE,

probléme de Cauchy

{Pu:f

JDj = 0 < j y
(D |t=t, =852 Osd<m-

a une unique solution u € KT L1 pour fe CO(IO , £9) n X,
grt L

(I X E) .
3O

O
gj € £9 est donnée par

u = Bgh) + 27, (pe;) - B (4RGpE) + BT v} (o2 1))

sur I, x U . o(x) et y(x) ont leurs supports am voisinage de Xy  On donne

une description des opérateurs E , Ej » E', ainsi que des propriétés adéquates

de continuité.

by

I. Estimation de Carlemen pour un opérateur hyperbolique 3 coefficients €~ .

Soit P(x, t , D;;, D, » Dt) de la forme indiquée plus haute. On note immédiate-
ment que 1'opérateur P spplique llespave C°(R, , £5(X , E)) —) &R, , £7(x, B)
car l'application t — a(t) = a(t, .) € Cg(E , ﬁ<;}1E ,f:% E')) , muniede la
topologie d'espace de Fréchet, définie par les semi-normes.

h(z),! N

A
TPlbjig FPxep [P 80 R A oA L
\_/q p

est C° en t . On définit le symbole de P(x, t , D, D) comme

Pm(X sty 2,2,1) = z e Aj(x s b, 2,8,

=07
avee
aGc, b, 3, 8) = Zp+q:j (g (x t)z% ZP) .

On suppose donc que P est hyperbolique dans le direction t , c'est-a~dire que
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l'on a (H).

4 A}
THEOREME I.le - Soit IO
E o+ 1 existe des voisingges 1I' de IO et U de X,

un intervalle compact de (0, + «( , XK wun compact de
TO>O,_e_‘& C>0, tels
qQue T2Tys UE HSG (R x E) , supp uc I' x U entratnent

2(mn-j —k) -1 jgm

\ 2
%$j+k§n~1 T th ul!‘j exp(2rt) dt

<G, fm J |Pu] exp(2rt) dy(x) at .

‘La démonstration du théoréme I.1 s'effectue selon le schéma général suivant

1. Réduction & une forme quadratique différentielle.

e N

2. Réduction au cas ol les Aj (x,t, 2, 2) ne dépendent pas de x et de t .

3. Estimation pour une forme quadratique.

4. Inégalité globale.

c'est-a~dire selon un schéma analogue & celui utilisé pour démontrer les inégalités
de Carleman en dimension finie, voir [6], par exemple. Signalons que la réalisation
de ce programne présente cependant des difficultés techniques supplémentaires par
rapport & la dimension finie, voir [13], chapitre 5, pages 5 & 25.

5. Inégalité a priori dans les espaces ¥ S(R x E)
, L d

Nous donnons d'abord un résultat qui améliore le lemme de [12].

PROPOSITIONS. - Soit My = op((1 + quz) 5/2) (avec les notations de [12]),
a(x) e Gb(B , 8(F,G) , F et G sont des espaces de Hilbert. [n » al] eppli~
que continfment £ g F — 29 %! 5 ¢ sy T ooy e

Démonstratione - Soit d'abord s <O, on a

m_g = g.'om -Jr exp (= \) }\—l+(s/2) ﬂ%}ff T d\)' (y) da ,

[

'ryu=u(X+2.Y) e@(-xy"“z‘iz‘ lYIz) ’

(ﬂ_s a — am._ )u
- L’;”exm- 0D B [ s 2) - ab)e wa , w826,

J¢ N |
a(x"'z}”)“a(x)=%<la|<N_li%—)g'L+a(XyY’): x €k, YEXG

() @ [T ) 1) (2g)¥
avec a‘’(x) = (%)™ alx) , a(x,y)— “w=OTr @ (x+2uy') (2y")” du .
On note, dans tous ces calculs, que les intégrales sont définies au sens de

Bochner (& valeur dans L ) pour u fixée dans B oyl QF .

Posons
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+co )
AO[ u = J‘O eXp(— )\) )\—14'(3/2) _1:(_(;_-}\._27_ ( (zyg)a Ty u d\))'\ .

On note que Aoz u est associé au symbole (i—l (¥2e)® (1 «+ quz)-s/z) , done
g g < o [ @ @ s P 18G , 91% 6

et, comme lAa('z' , 2)| < (6/a) (1 + \\z|\ )—(3/2)—(loz|/2) , on déduit

2 2
o o, < (/%) ()
c'est-3-dire (4, w) € PORF @:?J X o
Corme a(a) (x) € G;(E , &(F, G)) , on définit une application
) (x).8
e

lo|=} & G,

a(x) @ (ga) eF é;\':\ll X - a(x)e =

N

7
et alx) € ¢ (B, ﬁ(Fg;f.fjx,G)) car , k€E,

qu a(x) .k(ga)”G
< 0 gl 1P & (@) () g, gy N8Iy < OIP(3 gliEdF 2y1/2

D'aprés un résultat de [11], on a
2. a(a) (%) shg u)| < C jul] VceRe
Z]. OZIsN—l Fa g = ‘ Hg=s=l ? S

T1 suffit donc d!'étudier le reste

~1+(g/2) F Jix , y1) - a .
T

Ry u = J;w exp(= 1) A N

52

On constate que aN(x , v) eC(Ex X, &F, G) , avec

(W=|2])

“D & (x y ¥ )'h“f’(F 6 < c Hh“ ly] M G lyl)ml

pour heE, yeX.
L'opérateur RNM est de la méme forme, avec la fonction
at(x, y') =a (x+2y', -y -
I1 est clair que a'(x , y') vérifie des conditions analogues & celles de a .

On va prouver que est continu de £ °(E, F) dans E?Q"'N(E G) , pour g€ N
’ ’ ’ S

On étudie donc

¥ (R, w) 2
ZlalejL?___Z%—h d\)(X) .

Soit

g w = 5, e o e ) D ] P e, v BV W &



PY(T u) , si IYI <o
BY(T u) = ¢
b

:[i -Yll 'Y|
Cy=yt ey, lv'|=o YT Iyl 2 @7 (ry )

= %, 1y gy 0P PR, s >
o) T—Y"+n+p

l lPl—o

Comme Y Ty U est associé & (iz)Y exp(i(zy + zy)) , 3! T, U= ()Y (Ty ) .

Done, pour |y| > o , on peut écrire

\ — y" n ¥ .
o) ('ry u) = Z’Y """ﬂ"‘Prlﬂl IPI—G Y!-pﬁi a ('r (3" u)) .Vp
D'ou
[ 1 T
Nl 4 T mr . »
dv(®) T ~1+(s/2) Y 2 44
< GJ‘ lZYl<c+Nm IO exp(= 1) A dx r HE ('ry w|| dvy

i

e -1+(s/2)
+ J. dy (x) 18 +lZYI$U+Nm l\f exp(~ ) A / d) j Y- a BY(T u) d\")\HG .
>0

Y

Y

8
Pour le ler terme désigné par I, on a

+co

-1 2 2 2
I<C zlvl<cT e (- 1) 2P g | pa 7, T v (7) ¢ C [ -
\Y
oo -142 r o _
I g6 Zuazmj,ﬁwp) [ o Mo e 2an ) o aboyh) 2" (r ()5 v

oo U= {(B, v, n,p) avec [p| + [ « ||+ |plco+N, [nl+]pl=0},
et

-1+—-
IIC 2y, 2(B+6+e+n+p) fav 1qu S| Ladalny), (aMa)7Py~181aR0504,1 E

ot ®=((B,05,06,n0,p) aec |B]+]|s]+ o]+ |0 +|plco+N,
Inl + {p| =

Sommant d'abord en § , on obtient, en posant

Ut = {(B,6,mp); |Bl+|0]+|nl+|pl<o*, [n]+|p|=0, on posera r=|g|+|6|+c}

1
II < G Z‘U." ——-T————-—)-az EreTes ZUS! 6‘150+N“r J' dy(x)

S
Mo o M2 8 e 3 2T o 2
x UJ Ay abFO U e 2P 3y alx , A y') r, (BN w A 7 g .

A5y

Bt donc



+Nes
II <C2ﬁ“‘_§T§:§:ﬁI;T o+N-r
—-lee
] ’ =/ 2 ] 2 = 2
x J dv' (v) H»’o a2 3 alx, y* ') « A (3" u) 2 7° dMle(E,G) .
Soit
I <¢C Zun m +N - J' dv' (v)
= Tl n . mRalel
x If | Ik y(a u) ] 2(E b el D® (el 2m' 2272y 2

Comme 7 + |o] < N, on voit facilement que
2m" .,
mmmlfmwﬁuwzmuwﬂ>®m@,

avec (1) € L ((0 , =0)
Soit

II < C Zl | <G “u“

1
nsc—rnl u” 2(E F)

a

On a donc bien prouvé HRN qu+N <0 |Iu“ s pour ¢ € N o Si on choisit N tel
que N >s8+ 1, onvoit que

“aﬂ_s u - L au”o-+3+1 < C “uuo- 4

pour g € N, et ensuite pour g € R, par interpolation et transposition. Donc
S -5+1
[TTS syals £ ~—5 0 ’

si s eR . Soit maintenant s € R quelcunque . s=2k+ 8", s <0,
”s=n2k°ns'+R 1 et

ﬂsa-aﬂs—"n ( alTS,*'Tr a)—[a’rmc]ﬂ""'R 1a"'a.Rs-.1’
et donc

[mg s al ¢ ﬁgéfF—-)ﬁo-S+lfafG,pour c et seR.

~

Ce qui achéve la démonstration de la proposition.

Soit I, un intervalle compact de 0, «(, XK un compact de E, I' et U
les voisineges de I, et K donnés par le théoréeme I.1. On désigne par I" et o
des voisinages de Io et K tels que I" x W c I' x U, et tels qu'il existe
(Pec (RxE), supp ¢ © I' x s @ =1 au voisinage de I" x W . Soit
ueHSCOb(Rx E) , suppuc I" x U . On considére VEgrgu, V eC‘”(R, EM) ,
yMeN.Si I estunintervalle compactde R, MeN, v € (1, S.MS— ,

existe une suite o e G°o°(§) o HSCS(E) telle que
sup, ¢ HD;Z v =D ol —>0,pour Ogjgm,

comme il est facile de le voir. Ceci permet, aprés un passage & la limite, d'sppli-
quer le théoreme I.l & v = Qg U



Posons

"+
W =5 o e b e mos e )

THEOREME I.2. - Soit I, un intervalle de (0, +«(, XK un compact de E, il

existe I' et U des voisinages ouverts de I, et K tels que, V s€ R,
vke N, il existe C>0, avec ue HSGSb(Bx E) , supp u © I' x U , entraine

< C |[Pul]

@, s K, s

Nous sommes donc conduits & étudier briévement un espace ¥, S(R x E) dans lequel
, 8~

le théoréme I.2 montre qu'on obtiendra des solutions.

6. Espaces K‘k,s(—g x E)
On notera S'(R, £ ) les opérateurs continus lindaires S(R) —> £ (X, E) .
Pour ue s'(R, £7) , onnote e §'(R, £) défini par
t(p) =u(@) e £, v ¢ eS{R)
Définition. - Soient m , s € R+ ¥ s(R xE) ={ues (R, £7) 3 () est
=== 2 , S~ L

représenté par une fonction dr-mesurable et localement intégresble & valeurs dans

£ ot telle que

a(r 5 2) = expl 29) 5(0()V) (2) = 0(8(r) (2) €A™
vérifie
LI lalr 5 2|2 (1% %+ l;zuz)m (1 s ||z)®)° du(a) %—:—T <+ o

n s . . S+m S+m s 2 s
Utilisant 1l'isomorphisme de A sur £ , On a associe a u EK.m g une fonc-

t4
tion dr-mesurable et localement intégrable & valeurs dans A5 , donc dans
2 3 | .
L gy * On associe donmc & u € Km,s une unique classe g(r , z) de
v (1+]|2]) )

fonctions (d'r ® v)-mesurab.l.es qu:L est dans L (R x E° T ) , avec
“’ms = (1 + 'r + ||z ) (L + ||z ) (dr/2n) ® v , telle que, dr-presque-partout,
— 2(7 s z) coincide, y~presque~surepment, avec une fonction de la classe

e(ﬁ(rr)) (pour un representan'b g arbitraire de g ). Réciproquement 3

glr , 2) € L (=1L (R « E° T ) telle que, dT—presque—partout glr, z) €p™™
t4
on fait correspondre u e ¥ deflnl par () = (g(q- , 2)) , dr—presque-
s S
partout.

PROPOSITION 6.1s = ¥ (R x E) , muni de la norme |ujj = = |ja(r, 2|, , est
9 S m, s ——
un espace hilbertiene. m, 8

Démonstration. - Vu ce qui précede, il suffit de voir que le sous-espace de LIn s
t4

formé par les &(r , z) telles que, dr-presque-partout, &(r , z) e )\ , est un

sous-espace fermé. Si oy —3 5 dans Lm g2 on détermine une sous-suite sy N,

$]
dr-négligeable, tel que T £N entratne 2, (r 5 o) == 3(y , o) dans
J
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12 (B (car L _cL 2 (%) ). Donc

(R, L
v(1+HZHz) S+ m, s (1+l7l2)1+lml = v(1+|'|ZH2) S+1
r £N' entraine a(r , o) € AT (qui est fermé dans . Lv( ) s+mn ), o N' est enco-

re dr-négligesble.

PROPOSITION 6.2, - soit mn € N.

~ DI,E—JueLz(_fj., #) , 0<jgm} .

K, (RxE) ={ues(@®, ¢

PROPOSITION 6.3 - Soit g € L st L'application Id @ m sur
2 2 -m(B ’ Lz S+m
(1+]]%) v()

. . T — I R
tion contimie de um’s - Lm,s notée g —) ng

L (E )) permet de définir ng , elle détermine une applica~—

Démonstration. - mg est bien définie dans L2 2 (R, L2 ) o Il stagit
-0 =~ S+
(1+]7]%) v()
de prouver que ng € L g °
’

Soit d'abord m € N, soit
m-]j 2 2 2 2

9 glr) eLl*®, L ) =~L°(R) L .
v() v

P, 2
donc la coptinuité de ¢ L s+ o
v() v(.)

f 2 m=j) H"gﬁij dr ¢ ©

Soit Hngum,s < Gm,s llel| pour m €N, s €R.

mys ?

Procédant par interpolation, on obtient cette inégalité pour m e §+ s SER.

Le dual de l'espace L .8 étant L_ g Dbour le produit de dualité issu du pro-
,~

duit scalaire de L2

. (R x E°) , on obtient par transposition un opérateur

#* 2
m ol L—m,—s —'%L-m - ? mais, comme 11 est auto-adjoint dans LO 0= LdT®\) s T
est continmu de L -—-éL .87 vm, seRo.
L'image de L par 7 est isomorphe & l'espace X .
m, s m, s
Remarque. - sz’sz c ﬁml’sl ) 51 m, >m, et M, + 8, M + 8, e

COROLLATIRES.

1° Gomme S(_l_@) ® Polcyl (8®)  est dense dans L s ? on en déduit que
s(R) ® polcyl(E) est dense dans Km,s , puis, que C (B) ® Bc l(E) est dense
dans ¥ o

2° Le dual de % (R x E) s'identifiea ¥ (R x E) dans la dualité
——'—————2—— ms S =~ =y =S '~
([‘d’c@v(X) » Patg, (x)
Par ailleurs, un élément v € X (R x B) définit une forme lindaire sur

{ee] ’ Y]
s(R) © B 1 par u(t , x) € S(R) @ chl ~> (v , u) obtenue par la forme bilinéai~

[oe]
re (v, o{t)px)) = (v, @)y, wBéy]_XBoyl sur 8(R) x Boy1 * Siu € $(R)eB" oyl ?
veX s ? la forme bilindaire de dualité oo * ¥ g s'exprime également
m, et 2

par (v , U . L'spplication
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It

{ . 2 2 . 2
v(r) e L2 2B Wy 4 (9) = 2t Je™ v(r) ¢FT ar = 2% (vxe™ET ) (o)
l+l'rl
est continue de L2 (R) — Am(B) , et est injective. On en deduit une in-

1+l I 2
jection continue de ) ® Id de L (
<l+|frl

or A™(R) & A% (B) » considéré comme un sous-espace vectoriel de

L? 2 n 2)3 (0)ad )(C x E°) , s'identifie & un sous-espace vectoriel de
1+]e 1+]|z|™) "dv(6)@dv(z) ~
~S=|n (B X E} [

, A°(B)) dans A"(R) £ 2%(®) .

A
Soit u € Km,s y vir) =3(s) =e((s)) € Lil 2)”11“1 (R, A%« Done
+7
| s exp(=57° + r6) -g% eppartient & ~l°l=120l (R x E) . Mais

<)

W0, @) =) () (a) exp<--T2 s 7o) &L
= exp(} 29 @, exp(- 1x2)) exp(- 5 1° + 76) oL
= e G(e® + 29) fu, exp(- 5 % - 1’09) exp(~ ixz)) ,

ce qui montre que me £ lsl ]2m[ (R x BE) o I1 faut noter maintenant que u € K s
’
considéré comme élément de ¢ T (R x E) agit sur olt , x) e HSCb(R x E) par
(u,C,J) :-'(u,(P(t,X) exp("'—t)) % °
m,s =y =S
Au titre d'élément de £ (R x E) , on peut définir, pour u e X, (R x E) ,

-oof+

support qui est un fermé de R x E, voir [12]. On peut ainsi noter la propriété
suivante.

PROPOSITION €e4e = Soit u € ¥ g? L et F des fermésde R et E.
m, — ~ =
supp u<c I x F gi, et seulement si

- le support de u comme distribution $(R) — £(E) est contenu dans I 3

~ u applique $(R) dans E? E) = {ve eYE) 3 supp v F} .
Définitione. — On définit
+ _— 1 { ° B
Km,s(-@ x E) _Km,s(f_tx B)/Lueﬂﬁm’s 3 suppucR}.
X S(R+ x E) est un espace hilbertien dans lequel C°O°(§+) ® B‘:yl(E) est dense.
t Aol '~

PROPOSITION Ge50 = Si me N, on peut identifier :Lsometrlquement m (R x E)
eveo :Km s={us O@E) —5 £, telles que Dm J e L (&, 25+ (5)$ s Ogigm} -
, —_— T

Démonstration. - Il est clair que ?K (R x E) c 3{ ,s Pour la réciproque, on
prouve d'abord la densrbe de CY (E Es&m) = {restr:u.ctlons a R des fonctions

de C (R ’ ES"'m)} dans :K, » on utilise ensuite l'opérateur de prolongement
usuel.

PROPOSITION 6464

1° L'espace C (R) ® B (E) est dense dans
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(E*XE)={ueme(RxE) , Supp uc R'} »
s R

2° Le dual de ¥ (R x E) _est X (R+ x E) , pour 1l'extension de la forme
’

,
bilinéaire ” u(x , t) v(x , t) dy, (%) dt , &vec u € C (R) ®chl ,
v e G‘S(_R+) ® B%

cyl

Démonstration. - Pour le ler point, on utilise

= Lo J K ®
Thu_u(t h) ejfm’s, pour u € m, s
Les T & forment un ensemble borné d'opérateurs Xpg =™ ZY“ ,s !
t4

supp 7, u < {t > h} , pour ue K,I‘;I,S(F x E) ,

(o] (eo]
T, W =3 u sur le sous-espace dense GO(R) ® chl de % (R x E)
Pour le 2e point, il suffit de voir que, dans la duallte X ,s? K’-m,-s , le
polaire de ¥ (R xE), est ¥ (R" x E) , ce qui resulte facilement du ler
.8~ —llly =S ~

point.

On va maintenant ébudier 1l'action d'opérateurs sur Km g *
t4

Définition. ~ Soit F wun espace hilbertiene. On définit 1l'espace HSGO b(RxE F)
come f{p(t , x) : Rx E~F, (Rx X-C" 2 support compac't en t, (dtgy)-
Lusin mesurables ainsi que leurs dérivées at aJ o ¢ R x B -----)Cj‘_J e F avec

SuPt’x ‘la.t' < CPH/‘\J@ P < + oo}

A un élément de HSC°° (R x E, F) est associé un élément de ZK. (R x E) @ F
par ot , x) = cpl(t , x)e ( e; base hilbertienne de F )

A (p(t,x) eHSC (RxE),onassom.eunelement p; de Kms’ ym, s, et
t4

l'on a
2
Zl “CP'“m,s <t @y

3 cause de 1l'hypothése. L'inage de HoC0 b(R x B, F) est dense dans ¥ s®F,
t4

ym, s €R .

PROPOSITION 6.7 - Soit a(t , x) e c;j(g xE, e(F,G), F,B8 espaces de
Hilberto

ot ,x)eHSC (RxE F) =3 a(t , %)

se prolonge en une appldcation contlnue Km @F — % in, ®G e
Démonstratione. — I1 s'agit de prouver une inégalité |la<PHm ](p“ « D'abord
’
mel,
3 (5) = gk, o
Dy (ag) = Z/z,+k:j 75T Dp e Do
et 1'on a
2 k
P aeDy (?‘!s+m-j <G HDt q7”11{1-—1&4-3 y Tt €ER.

D'ou par prolongement continu, on a une application Km s g F e Km s e , puis,
’ ?
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procédant par interpolation sur m et par transposition, on obtient le résultat

pour m et seR.

On note que l'opérateur défini ainsi cofncide avec llopérateur qui 2
wel?(R, "3 F) associe (aw)(t) = a(t , Jult) = LR, 2™ &) .

N\
PROPOSITION 6.8. ~ Les opérateurs Dy : %K — Mo omy ®0, B
~ k S =% . .

. 1 N t . A
d1v£ ) @f\ B — %, 31 I, et D Km,s —_— Km—k,s sont continus. Ainsi

D ..d t D lique ¥ X . . 5 lorsque
P(x , D) oa (x y t) applig e g, =g ? q
P+d=7] «

7« Théorémes d'existence eic“d"unlcue dans :W,m g *

On reprend une méthode de [6] pour prouver un résultat d'existence. Soit IO un
intervalle compact de (0 , »( et K un compact de E . Appliquant le théoreme

1.2 avec I, K, k'=0, s'=1-m=-k~s, ontrouwe des voisinages ouverts
I' et U de Io et K, et une constante C > 0 tels que

u eHSG (R x E) , supp uc I'x U=3lu] < © uPul!O 1

m-1, 1-mek=-g < B G

34
(normes dans Kin,s(g x B))e
N o=
Soit |(f, w| <C HPu“O,l-—m—k—s , pour f e ch«,:,s(ﬁ x E)

Le théoréme de Hahn Banach et la proposition 6.6 montrent qu'il existe
o (Bt -
we :Kk,s(_@ x E) tel que

®*w,uw=(,uw, v ueHSGS  , swppucIlxl,

et done P w=f sur I' x U (c'est-a~dire supp(Pw = £) < (I' x W% ). Soit
ot , x) eHSCOb, supp o © I' x U, et o =1 auvoisinage de I  x K,
w! = ow verlfle

P, w) =P (W) + [P*, aw et aP* w=of € K g
b

Soient ¢ et ¢ tels que we¥ .
Oy T

[P* , alw = %ﬂ=0 Aj[DI_E— y QW + Zn [ Oé]Dm"':j .

Donc [P“ , aJw € ¥

cy__m_’_l’rr,mais, lorsque gck+m=1 et t+g ck+n=-1+s,
P* (o) €% o

Comme P° est un opérateur de la méme forme que P , on déduit que

| -
W' = aw € Kc-l,'r‘i-l o

En définitive, on obtient qu'il existe un voisinage de IO x K sur lequel

"v‘ . . rd ’ \ .
W e yiﬂm-l,s et P w=1£f .0n a ainsi prouvé le théoreme suivant.
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THEORRME I.3. - Soit I, un intervalle coupact de 0, + «(, K un compact de

E . I1 existe un voisingge I' x U de IO et K tel que, pour sek, kel,
-—.‘-
feK]‘z (R x E) , wexﬁ_’_mls(

L - 2 ’a '3
On remarquera que 1l'on peut remplacer P par P dans 1'énoncé précédente.

x B) , avec PPw=Ff sur I' x U .

On veut maintenant prouver un résultat d'unicité. Pour cela, il faut utiliser un
changement de variables qui convexifie. L'objet de la proposition suivante est
d'étudier 1l'effet d'une telle opération.

ans a pm-j
PROPOSITION 7.1. - Soit P(x, t, D_, D,) = p+q<J div_ o q(x , t) D, Dm

un opérateur différentiel dont les coefficients &g € Gy ~(E x R, E(f‘ ) I‘ C; E'))

ont leurs supports dans B(0O , R) ( R >0 arbitraire). Le changement de varlables

(6, x) ~— (', y) définipar t' =t + 27 jx ~x® et y=x transfome
l'opérateur P en

o( 1 — : - 1 q' -j!
Py , t', D, D) = Zp,’q,j, A ', y) D, Dl_él

dont le symbole principal s'exprime par

P(y,‘b',g,q-) ll
3l

= %zo eimj (g (B ===y ¥) = (g + 1l = xNE, (g + 7ily - xo)k) )

ou j est définie par

(oo (6] y.
y=2, vy e =il =2, S .
&
Démonstration. —= Soit u(t , x) € C°(R x E) . On pose
- 2
I = x|

u(t , x) =vt + ———, x) =v(t' , ¥) .

D'ou
Di u(t , ¥ h
— i’lo 1 2q -+ '6
2pe2qegt=g BT AT TT o) (x = xo| ) 0™ RTY by v, Pt .

On est ainsi conduit & introduire 1l'opérateur

~ A
. 3\ Y
Tepa®) 2 Op B, B,

avec g = 4' + p + 29 défini par u — syn(u jp(y - xo) e tq) , pour

~ e A\
e B = _9__!___2_}3_ 7N s — (o 4
weloy By %= A5 0 26 S\taq U ) =G, 3G s
. 2
avee j(y) = > 1 (yi/ai) e; 5 si y= 2, yl e; € B . Ce qui permet d'écrire
i
D uft , x) = — 4L ONE +qu vt , y) .

p+2u.+!&’~fa pl qi 't zq

On en déduit le lemme suivants
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LEMME. - L'sgpplication

v(t! 3Y)€COb(RXE) — v(t + X-2XOH ;X) )

restreinte aux v tels que supp v < R x B(0O , R) , £z prolonge en une enplication

continmie (pour la topologie limite inductive)

=UR{VeKm’O; supvaExB(O,R)}-—%}{m’o(ExE) y MER.

I1 suffit en effet de noter que, u € ¥ m,0 ¢ SWP U cRx B(0, R) estlalimite
d'une suite u e CS(B) ® G‘;(E) a supports contenus dans R x B(0 , R') , et de
prouver une inégalité. On utilise le calcul ci-dessus, & 1l'aide de la proposition
6.2, lorsque n e N . Sinon on utilise une technique d'interpoletion, puis on trans—
pose. On note que, lorsque m >0 , l'application ainsi définie coincide avec la

transformation par changement de varisbles sur L2 (R x E)

Soit V(t' , y) =2 PERA V (&', y) ea,ou v, ec (RxE) ,etou seul un
nombre fini de termes sont non muls. Soit U(t , x) = V(t +(hx - xou /2) , x)
Alors

(div ), Ut , x) = 2 (% - x)¢ v, )

lor| =k

s!éerit

(div ) Ut , x) y
_ ] #* pl+r
- Zp fe2rtiki=k (- 1) pl 'Y K¢ [dlv Tk'p'r' a-ts V] (t +

2
B - %
—_— %) -
Soit V(t* , y) € X 0 ®fJ E', suppVcRxB(0, R) . D'aprés le lemme,
U(t , x) € X 12,0 @f\a E' . Le calcul ci-dessus donne l'expression de
(div ), v (t , x) -
Done, pour P(x , t, D, D) = div, o ! D™, on gerit

)
ki gl (- )F
' 1 1 Y
{p +2r! +k'_.k pt p't k'h gl vl ri orer

praresisd [P
r1-3+p +r!+p+r=p g’ D v(t i 5 i 2

X

p<r+r' () dlvk,[Tk, 1ot &) Bt o Tyt pr(y)]

ce qui s'éerit Pu(t , x) = (Pv) (t + (HX - xOn /2) , X) si

1% -
v(m.!’_x_;'i—, X) =l , )

Supposant que supp ak/z(t » X) © R x B(O R) , la fonction

. "Xol'

f © P
(61,9) = T @) 8 oy 6 —y) T, ) e GRE, 8l BLED)

et donc l'opérateur P est bien de la méne forme que l'opérateur P . Il s'agit de
calculer son symbole

ki gt m—3+k-k'+g,-z'
(g’T) —-Q%:O ‘ZI)!+k!=k ZI)""Q":‘C p 9 gpgz? (akz zfpg’ k!plF) b4
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ce qui donne

P(y , b, e, T) | ‘lz
v
S Ty (g, (6 =, (e + il = 3 (g 4w = )

Ce qui permet de noter que P(xO sy B' y E, T) =P(XO s B, By 1)

P est donc également hyperbolique dans la direction t' aux points (xo , tY) .
Ce résultat nous permet de poser le théoreme suivante.

7/ N
THEOREME I.4. - Soit (to s X ) € R x E, P un opérateur différentiel hyperbo-

lique au sens décrit plus haut. u € JC (R x B) qui vérifie Pu =0 au voisinsge

de (%5, ty)  u=0, pour t<to,dansunv0131nagede (xo,t),alorsﬂ.

existe un voisinage de (xo , to) dans lequel u =10 .

Démonstration. — Il n'est pas restrictif de supposer tO = 0 + Par une troncatu-

re adéqua'be, on suppose que supp u < {t >0} , et que Pu=0 sur un voisinage
de (AO , noté V .

Le changement de variables (t , x) —3 (t' , y) ,défini par
"'1 1 |2
t' ==t -2 3ix—x0“ et y=x,

permet de poser

Iy = =l
Vﬁt' , ¥) =ult , x) =u( - t! ————--2-———--y)
), v) = (Pu)(t , x) *

On notera ak (t* ’ y) les coefficients de l'operateur D obtenu par la propo-

-tl :D)*P(t’ "G}Dtt ’
dont les coefficients sont akﬂ(t‘ - ¢y ¥) , et en particulier

sition 7.1. On notera P (t', vy, D ) 1'opérateur
€

B, (61 %) = o, (-, x) (- D RA A

On faib remarquer que 3 e > 0, 1§ VO voisinage de (0 , xo) , tels que
Ve<eys B C>0 et TO>O tels que suppuCVO, T > T entraine

2(u-j-k)-1 [

k 2
Oci+kenm T Jo 1D qu exp (2+t) dt

<@ JO f lP u| exp(2rt) dy dt .

En fait, il est clair que les propositions 1 et 2 sont valabkes avec des constan—
tes indépendantes de ¢ , pour les opérateurs Ee « On remarque également qu'il
existe ¢, tel que, pour ¢ < ey, On alt la proposition 3 avec des constantes
indépendantes de ¢ , le seul point délicat étant en effet d'obtenir des estima-
tions pour les formes quadratiques GT(_)\€ () , D, D) , mais, comme
)\e(g) = A= ¢, Xy s £) , la propriété résulte alors de ce que : 1 ¢g s 30y et

0

Gl tels que |¢ < e entraine
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b

{l?\ (e » s E) = Kk(e r X5 9 £)| ?co llgll
Injle s x5 )] <O Ll
ce qui sera prouvé au paragraphe suivant (proposition 1). On a donc : 3 Vo voisi~-

nage de (xO,O),30>O tel que v€<eg,vseR tkeX,
vgext (R x B) , 3we3£k+mls tel que P w=g sur Ve

Utilisant la proposition 7.1, en notant o 1le difféomorphisme, on obtient
€

X=y 2
[y ==lI" 2
t —(t'+—'—7———~e)
on a un V -voisinage de (O,O) , €>O tels que, y g € & %,0 suppgcg;',
3we3€k+m_1’o, suppWC§— tel que P w=g sur oz(VO),avec

S;tz{(x, t) 5 t+ 27 ”x—xo|| ~ef <0} .

On choisit ¢ assez petit pour que v, =@ (V) vérifie V n S < {t < O] ,
V, étant un voisinage de (x Xg 0) » On a donc supp u © {t > 0} e’c
supp (P* w - g) c§“nv c {t <0} .

D'ou (P wu):(g,u):(w,Pu),mais supp BPu ¢ {t > 0} nve CS e
assez petit. D'ol (g, u) =0 mnais, coume g est arbitraire dans :Kk 0°
supp g © S « On en déduit que supp u c {t 3 0} n (S—) , s0it u=0 dans un

voisinsge de Zéro.

Remarque. - Lorsque u a une certaine régularité en t par exemple,
ue Km,s(ﬁ x E) , m dégré de l'opérateur, s € R, on peut remplacer la condition

de support par une condition de trace.

On voit d'abord aisément que les opérateurs

u(t ,X)es(R)eaB (E)—->Dm"‘-j u(ty , x) e BZ , (E)

cyl

se prolongent en des opérateurs contimus
. s+m~-j-(1/2)
Yyt ue Km,s(_lil x E) — Y; u(to) €L ,
3 condition d'avoir m > j + (1/2) .

. . _ = =
Il est facile de voir que u € Em,s ' Yo u[t:O = eee =Y ult:O = 0 entrainent

que
. u si t>0
u(t,x):

0 si t<O

(qui est bien défini dans 2 (R 251 ) appartient a 3@ (W x E) et que
Pi = Pu est encore mul au v01slnage de (0, xo)
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II. Construction d'une paramétrixe

dans le cas ou les coefficients 209 ne dépendent que de 1t .

On écrit encore P(t , D% s Dy D) = Z?—O Aj (t , D; , DX)D?'J + R, avec cette

fois
e _ . q
{Aj (¢t 4D, D)= Zp+q=j div, apq(t) D,

AO=1

Zn B S: ( D; , D ) m-j=1 , et ol Bj se déerit comme Aj . On pose également

J=0
A (t y E) = p+q— (a (t) g p) « Lthypothtse (H) est alors : vy toeR, 3Gy,
C >0 tels que les raclnes " (tO , €£) de 1'équation
Pty , € , )\)—_-Z?___Oﬂj(to, ) %9 =0
sont réelles, distinctes et vérifient
€ E\ {0}

ng(to » €) = a(ty s E) 20y llell s SFEK, VE
)\j(to ) g)l < Gl “§H

La restriction sur la dépendance des coefficients nous permet d'associer & P
un synbole d'Anti-Wick A(t , 3, 2, D) = X Al , 7, D a7, 2)

est un polynbme en z , z de degré au plus j et on peut éerire
o((B) G, £)) (@ = | () 4k, T, 2, D)alt , ) a(a)
vteR, ze X°, si ueGm(E,ES) et a(t, z) =o),

Aj(t y Z 4 2) = ('é‘pq(t)'gq y 7))

P+Q<J

avec qu(t) = apq(t) si p+q=j . Eneffet, d'aprés [12], le symbole d’Anti~-

Wick de div a D} est
p pq

Z (- 1) =1 O , &,

Py _
a M %pg 2 @ ) = Zﬂsrginf(p,q) (- 1) “pq

ﬁ\\ ‘A rovs s
o a e E, Yor E') est défini par
A A
ge\'jp_rE’ e \/q...rE
pi q!
= 2= T =T W= M(pq M(e ® 1) » syule ©g) -

On définira en particulier A° (t,z, 2 = p+q—,] (apq 23, 2P) qui est 1la par-
tie principale de AJ « Pour construlre une paramétrixe pour le probléme de Cauchy,

il nous faut des estimabions précises sur la dépendance en t et g des racines.

PROPOSITION 1. - Sous 1l'hypothése (H), on peut définir m fonctions A3 (t , €)
C® sur Rx E\ {0} homogénes de degré 1 dans la 2e variables P(t, Mg (t, €), £)=0,
l<jgnm, avee, ¥ IOCCE’ q CO>O tel que
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g5 &) =a (b, )] 20 gt vEeTy, vge BN

- .
vpelN, v 2€elN, SuptelonaiDﬁhj(t’§)“$CH§H )&’ gek\ {0}

( I || désigne la norme des epplications g¢-linéaires continues sur E )

Démonstratione. - Le fait que les fonctions A5 (t , g) soient bien définies et

réguliéres est général. I1 s'agit essentiellement de voir que t'O €R, 7e¢>0,
3a>0 tel que |t -ty <@, g entrainent l}\j(t s E) = )\j(to y 8] <ellgll o

Pour cela, on construit A (t , g) comme limite de la suite

gxnﬂ =2 - P)l\"l(xj(to » E) 5ty s 8) POy s B s )
’

pour |lg|l =1 + Utilisant (H) , on mote que y ¢>0, 3@>0, F7>0 tels

qe g€, fgl=1, lh=2tg, 8l cas =1, 8l go,
|t - t5] < m entratnent

|P()\,t,§)—P()\' )tyg)"‘()\")\.') P;\(}\j(toyg) ,to,g)lse l)\.")\rl L4

D'ou 1l'on va déduire § ¢ >0, 3 7' >0 tel que

[t - tol <11y 8) =yt 5 ) <ce gl » 75

Pour les conditions sur les dérivées, il suffit d®estimer les dérivées de la

fonction implicite en notant que I0 c«R, 3C">0 tel que

tGIO, §€E==)!P;\()\j(t, E) 5 t, g)| > C ngm-l y lgignm.

On va définir des classes de symboles qui nous seront utileése

Définitions.

10 Soit me R, o« € R o On définit s™%®R x E) = {G(t , g , y) 5 fonction
RxExE-30C, ¢ en t, £, entidre analytique en y avec

i Ip=R, va,Jj,s€cX,

j \ - c
Pte1, Ha% D; Dé Clt , v, )] <0 + g™ exlaly]) , yeB , geE
( | || désigne ici la norme de 1'epplication (j , 4)=linéaire sur Ex E)

20 On désignera par sﬁ'“(_f_z xE) ={0(t,y,¢e ;3 RxExE\ {0} —C,
C® en t et g e B\ {0} , analytiques entidres en y , positivement homogenes
de degré m , avec vIOCCR,vq,j,,eeN,EC tel que

UPte1, g D3 D’é ot , ¥, )] <6 lgl™ exla |y]) » vEE€ BN\ {0}, ¥eE)



6-20

3° On définit, pour m € R, ¢ eE" , §m’€(§ x E) 1les fonctions C(t , y, €) ,
C® en t, £, analytiques entiéres en y , avec, y I

0<<R, va,J,sel,
VgEE’ V.VGEC,
Py 1 og DJ Dﬂ’ Ot , ¥, &) <O+ ||gP™ % exl§ w3 .
40 Une fonction (t , g) ¢+ Rx E\ {0} —) R est une phase si ¢ est C” sur
Rx B\ {0} homogéne de degré 1 en g et si vIOCCE, va, JeEN,
q pl 1=g
by ex 138 g ot 5 )] < & el -

On va rechercher une paramétrixe sous la forme
.
(B2) (2", t) =J explip(t , €)) Ot , v, &) exp(2h) o(z) av (2) ,

od z‘= g + iy dans 1'intégrale, (t', g) étant une fonction phase, OC(t, ¥y, g)
un symbole de §™Y oy de §™€ , I1 faut d'sbord rechercher une classe de foncw

tions § ou wu sur lesguelles un opérateur comme E pourra agir.

PROPOSITION 2. - Posant §f = U o S, o fp={ue €, suppucB(0, R} et
S 5
AR'—' e(f‘R) L4

Soit 0 g¢e<l, se€N, R>O0 .Alors ueiifst entratne

= p(u) e1?
\)(1+HZH ) Sexp (&[] )
et 3 CR > 0 telle que

J HE Hznz)s dy(z) |

<) @13+ J2P)® emle 17D wla) < GRJ l8(2)|2(1 + |2 ° au(a) .
Jue€ ﬁ; y ¥ = Imz
La preuve est analogue & celle de la proposition de [12].

COROLLAIRES.

1° Un opérateur de la forme

(5) (7, %) = | expliplt ; ) Ot , 3, €) expld) 5 dy = (G explie) 8) (A

1
ou C(t, vy, g e 8¢ egt nul, pour Hgll <1/2, et ai o(t , g) est une phase,
opére pour t fixé dans Ri?_AR——éA y ¥8€N, yR>0, car

ct, vy, z) exp(ie) € L?
(t , v, €) 2(z) exp(ig) \)(1+|IZH)

d'aprés la proposition 2.
ap D

20 La fonction C(t , y , &) exp(ip(t , €)) =B(t , z , z) vérifie (dans les
conditions précédentes) des inégalités comme
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t
m/2e

HDS Dg B(t , z, 2)| < cp’q(1 + Hznz) xp (% uynz) » VP, q

(augmenter ¢ si nécessaiie). Si A est un opérateur associé & un symbole d'Anti-
Wick A° qui est un polynfme de degré m en z , z , la formule obtenue dans
[12] (proposition 36) pour la composition de & et de B est encore valable. En
effet, choisissant d'abord ¢§ cylindrique dans A n L

vexp (e||l] )(IM )S

s € R, et prenant pour A un polynfme cylindrique, on montre la fo e de compo-
sition en reprenant la méthode de [12]. Le résultat général, pour

% € A n L
vexp(e|[7lf?) (14| %)

et A un polynBme quelconque, s'obtient par des passages & la limite adéquatse

I1 faut maintenant étudier de plus prés les termes qui apparaissent dans cette
formule de composition.

On désigne maintenant par x(||g||) une fonction C” égale @ 1, pour g}l >1,
et nulle, pour |gl| < 1/2 .

PROPOSITION 3. - Soit A(t ; 2, 2z, Dt) le symbole d'Anti-Wick de l'opérateur

A associéd P(x, t, D, , Dt) par la tranformation ¢ . Soit

(58) (5, ) = | exp(d5 + 1ol , &) x(&) Ot , ¥, &) 2(2) &(a) ,

!
ou C(t , g, v e SE Sl ¢ est une phase. L'opérateur A o E s"écrit

(Ao (s, t) = | exp(d+ 1t , ) Dt , ¢, 7) 2(2) au(a)

gvec

D(t,5,5) = x(8) (C(t,3,8) 5, 43(t,5,8) GD™) + 2(0) + R(t,5,3)) + R (by5,3)

- - \
ol £(C) € Sm+m Lyo! ’ R s'exprime comme une somme finie de termes de Sﬁ*’m Jra

4
1
i=2, R'eﬂ g _ g s O o' >o arbitraire.

£(C) est un opérateur différentiel du ler ordre qui s'écrit

o0) = (U - @™ a0 22

1 m-j 3¢ 3
71 2;Ijl=0 1=1 (%'E) ayz az£ Ag( y £ 5 E)
2 -2 (m - -1 -3 -
+c(t,y,§)(_5_3_t%%}=§ (m J)(Iél ), & )m-J 2Ao(t,§)
0

m=jr,,1 i i Xp

. (t D, A° - Q .

* Zon L0, ) + Dy a8t , )y -5 S o, 43(6, €) agz])
Démonstration. - On précise que Ag (t,z, 2) et st s Z 2z) sont les termes

d'homogénéité respectivement j et j -1 de Aj (t , 2, 2) » Nous noterons sou=

vent Ag(t s E) pour A?(t s E 5 E) , par exemple.

On écrit ainsi A = ZI;:O Op(Aj(t y 74 7)) DIE_J .
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exp (- i) DI (G exp 1) ,

e ] oo - ] -
= c(_éjce)m I, (m-3)D, C( 2 oy m=j-i 1C(m—3)(m i l)( )m—;j 2 3% . m =g &
ot flnle
422

Le composé d'un opérateur comme J exp(7z + :up) xC0s dy , avec 1'operateur

Op(A (t,%, 2) , aun symbole d'Anti~Wick donné par exp(i®) C avec

Lo byt , 3 5 2)) xCem(in) -

6 = exp(ig) Z (=
Al z

Or

exp (- 1p) (G exp(dyp)

_y s ! g ()% 3% "q

= a X eoee X a_
p<h u1+...+uq—u,ui#0'(x -t ut % byl eee ugt @ - @ _"®

p —
avec a_lcpx...xaqesq lp‘lo.
Z Z

Comme 3_ —-15(3
z 13

”~

. Aa o (LA A Tegya 7
+:Lay), aEG._(Z) ayC+termesdans %I: sy £>0.

Aj étant un polynfme en z , z de degré j, a)zf Aj est de degré j - |A| en
E , Yy « Donc, sion s'intéresse seulement aux deux premiers termes du développement
selon les puissances de E , seuls interviennent les termes pour In] <1 oetles
termes de degré j et j -1 dans Aj(t y Z g Z) e

I1 faut cependant prouver le comvergence des séries qui interviennent dans les
différents termes, maim cela ne représente pas de difficultés et les arguments

sont analogues & ceux de [12]. Au total, nous avons

= x(0(t , ¥, ) A6, ©) + Ot , ¥, D) (A](E, B) + D A5(6, D)

! Ot . &)@ s 02 oty ey
2 Zczo=1 ) Aj(JG ’ g')(ay% 10 agﬂ)J * Zz>0, finie Sﬁ + 3 ’

avec o' > @

En résumé, posant ) = (aq/a'b) , on a obtemu

Dt , g, 3) =x(e(t , v, &) T &5 A"
1 i e 0
b o, 7,8 B LG+ D A -3 5 3, A, ) agj&]
. - ] e
A, e, e, 9 e, 0 B e 9 e, 9
2 -2(m—:1)(m-3-1) \E-d-2 40 ! =2mgy 0ty gy !
- #% 55 2 byt s )+ Tpype S TS,

avec o' > .
Ce qui est le résultat cherché.

Le résultat de la proposition 3 nous conduit & écrire classiquement 1'équation
de phase %]—O A?(t s E s g)(a(‘;/a'b)m"‘.J =0 et 1'équation de transport £(C) =0 .
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Pour solution de 1'équation de phase, on prendra évidemment
Cp(t ) §) =JO }\q('l' 9 §) dr )

ou My (r 5 €) est une racine du polynfme Zm A(.)(t s E) 2" =0 (voir proposi-
tion 1) et ¢ est bien une phase. Dans ces condltlons,

P - DE™IT W, 5, 0 =5 b g, a0, 0,

et on a, d'aprés la propositionl, y I, R, 3C>0 tel que

0

é-r)%(t,g,)\q(t,g))l;Cug“m"l, geEB\ {0}, tel;o.

Ceci montre que 1'équation de transport est non dégénérée et que 1'on peut divi-

ser par ce terme. On va écrire 1'équation de transport sous la forme

Ww,g,v+2, 0,0, F +oht, o rut, oy,
z B
avec les notations
1
ez(t, g) =2P;\(t, E » )\ (t, g)) 2;1_0 (agﬂA)(ty E o E) )\ J(t, §) »

ME, 8) = (BI(E, g, aglt, £

« (B an"J(A (6, 6) =55, o2, A3t , ) ag)

-2(m-a)(m-j-1) -j-2 ,0
S B z N A 8

-1 0
u(t,§)=(1"(’°,§,7\)) Dylx.(t,g,g)
On constate, al P! (¢ t, )t e gt™0
n con ae, ors, que PI(t, g, A (t, & € h , puls, que
o(t , &) € ’(RxE E') , enfin que )\(t,g)eS’(RxE) et que

p,(t y E) € Sy 4 (R x E, E') . Nous allons prouver la proposition suivante.

PROPOSITION 4. — Soit ¢ une solution de 1'équation de phase. L'équation

g{c) = R(t , € y)
Glt::O = Go(g ’ )

1 1 .
ol Re Sf:-“m ¥ et Go(g , J) € Srﬁ »% & une solution C(t , £, y) dens tout

1
intervalle Ij e R, et de plus c(t , E, 5 € 3;1 satP

CO et de R .

, o4 B ne dépend pas de

- 1
Démonstration. — Posons R'(t , £, y) =R(t , E, y)P)’\ it s E Aq(t, g£)) € Sﬁ o
On note que 1'équation de transport n'est pas nécessairement & coefficients réels !

Mais 1'hypothése d'analyticité en y va alors servir. Posons en effet
b

ot , €, y) =0t , E:.V*JO 6(s, E) ds &
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L'équation devient
-~ . +
Lo g, 1 40, £, N0, 0 +ult, D+ lgols, o as))

=R'(t,g,y+‘:oe(s,§) ds

Soit

rt t
0(t,8,5) = Cyle,y - Jo 8(s,8) ds) em(—ﬁ A7yE) (v = JT 6(s,g) di) dr
o R (rs8,7 - E o(s,g) dr) exp(- f: A(s,y8) + u(s,e) (y = JS 6(cy€) do)ds)dr.

m! IYe)

On constate que Go(g , ¥ -J‘; o(s , €) ds) e S, » lorsque t €I, =R, le

terme

exp (- r; Mr oy 8) + plr, €)@ - J: 6(s, g) ds) dr) e Sg’s R

> 0. su t de méme pour les autres termes et on a bien
B2 I, Ptel ), geB\(0) It s 8] » P
la proposition.

Pour résoudre le probléme de Cauchy avec les conditions de traces voulues, il faut
superposer les solutions relatives aux différenbes phasese On cherchera ainsi un

opérateur

r
E 8(z', t) = %1:1 J x(g) Cs,(t s €5 7) exp(ip,(t , &) + 72) 2(2) d(a) ,
"t
ol P, (t, g) = ‘JO A, ('r s E) dr , on notera £ 1'équation de transport correspon—

dan'be. L'opérateur (D E, )' 4=p ©St un opérateur pseudo-différentiel dont la par—

tie principale homogéne est 22_1 ng,(o s E 5 ) )\};(O y E) o

Utilisant les propositions 3 et 4, on va construire une suite de symboles
b4

C;,(t , €, y) par

gt 3

E(C (t,g,y):-—R (t,g,y)e _J_n’n,lsg,<m (donnés) ,
-n+k—3,
1 p
212:1 Gj£(0y§;Y) )\ﬂ, ka(g,y) €S, “n~ y Ogkgcm=1 (donnés).

En effet, les racines A (o ’ g) étant distinctes, la deuxiéme équation détermine
les cjﬂ(o s E, y) dans Shn-g,ozn_ la proposition 4 donne

0,6, 8,9 €8

n

(on suppose I, =R fixé) . Les symboles R-

ia et p?k sont déterminés par

0 0
Rjﬁ(t, ) Y) =0 y pjk(§ ’ Y) = 6jk
et par la récurrence suivante

A.E? =sz=1 J exp(j%) D?z'«,



6-25

avec
ot = y(e (6] M) + % RPe g™%
% x(/&(u)+ PR PR 7! ’
on 5 Rn,p
ij, finie jy
2P =Ny ¢
avec RJLP € Sh (on augmentera an si nécessaire). On définira ainsi
n+1 i
R. = . t
i p+g=n JE Egalemen .
~N=Jj+k=1, 0
k n ~1p ~1P g
o} En[t:o =x@y X, 05,05 g3 + Zppi By s B € Sa ’
et on posera
el _y ap . S-(n+1)-j+k,an
Pjk ~ “p+g=m Pik € °n ¢
De sorte que, pour t € IO <R,
' M j=N, &,
) 30 [ ol e nV e N
A n=0 E?) 4~ Ja eXp(l“";z) e Zip S ’
-Jj+k=1,Q.
k 5N _ N N Jrk=1, oy
DT B oo = 81 * Pk Te° oy € S y

Pour sommer, on utilise la proposition suivante.

M.ye A€
PROPOSITION 5+ = Soit G € 8, mg —> =« , il existe C€ 50 1o que
C-2, C, e 8wec,
QU 73

La preuve est classique. On a donc obtemu le théoreme suivant.

/7 N\
THEOREME II.ls - Soit I, =R, on construit une paramétrixe pour le probléme

de Cauchy sous la forme

PE, R
DkJE 3— . ,_p_olr_'te]:o, Oskgm—l,osjsm_l.
t Jlt:o_éjk Pik

. » )
E, =2" ) 9, exp(ips) , ou G, € S9I°, R.=) R(t, e,y et
3T =l T % i ]

Pik =J ij(g , ¥) sont des pseudo-différentiels avec Rj e §™¢

e §™¢€

s m-l /. k .
= ) !
Posant Ej = Ej Z] 0 (t /k.)pj] , on obtient

PE;] = ks. —~
K » Ri(t , 5, y) e 8¢
D E, = §.

Jlt:o Jk
On s'inspire maintenant de [3] pour construire une solution élémentaire & 1'aide

de la paramétrixe obtenue.
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PROPOSITION 6. — Soit Iy =R et se Iy, R>0, il exisbe un intervalle

I, s, I, ey, et un opérateur

), Qa, 1) — ¢, , D)

b
tel que
per(8) £ - ¢
{DkE‘(S)f =0’ Cekemotoy
t |t=0

Démonstration. — La construction faite plus haut avec pous surface t =0 est

valable encore pour s € I0 avec pour surface initiale t = s « les opérateurs

E§S) ainsi construits dépendent d'une maniére réguliére de s . On pose ainsi

b~
D G, v = | B G, D), ) ar,

0
pour g€ C(Iy, Ap) , o€ N
On a E(S) 5 € Cm-l(IO,AG) et

pE(® 5 = 5z y B) + J: Pﬁlg:z(@(. sy 1)) (z , t) dr

Or

EED) ey Dy 8 =] 2, 1, 8, ) 8lg iy 5 ) el (@)
ou r vérifie

SWPteI ), rel, 2 Bc,rl Dg Dl; r(t , 145 &, ¥
<o+ N ewE )P , vNeN.
(s) R(s.)

On éerit ainsi PE 5 =3 + 5 4 &Vec

t
Jsﬂ(@("y T) I'('t s T 9 * o))(Z) dT .

@& 8, t)

Bt on note que 1 — w(a(r , o) r(t , v +)) est contimue sur I, , powr

t € I, & valeurs dans AY® , pour @ECO(IO,A.(;) y €N

Soient ¢ et (PGG;:(E), supp y eb Supp(pCB(O,R), Ocopgl,
Oéﬂlsl’(?zl an voisinage du support de q,.Soit uGCO(IO,ﬁc), c €N,
RS

(s) -

on note u

1l

R(S) (gu) ( , t) (on donne encore le nom R 3 1'opérateur

sur CO(IO ’ ﬁ.g) déduit de l'opérateur R'S/ , défini ci-dessus, par 1'isomor-
phisme 6 ). R'(S) u € CO(IO, £ y YnEN.Ona

1R uw)

< Cplt - S)(Sllp(T;-éjeiO'r'(T sty €y y)]‘ e..xp(—-% !lyllz)) P ot (Dl »
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avec u € CO(IO , L2) eDone ysel,, 3I dintervalle contenant s tel que
vV

1
wpper IR a@)o <7 moper WO -

On peut donc imverser 1 + R''®) dans s?.(cg(l1 , Li)) , et on définit

RO N NG CIC U

! (S)

applique donc G.S(I L\?:) -— Cfg—l (Il , Lf) , et on a

1 L4

pour £e (I, , 3 , e e o e

On a bien prouvé la proposition.

Ceci permet d'énoncer le théoréme suivant.

THEOREME II.2. — Soit (b » X)) €Rx E, soit I ccR tel que t; €Iy« IL
existe un voisinage I1 x U 93 (to s xo) sur lequel V¢ ¢ eg, s ¥ ngB o
¥ k e N, le probleme de Cauchy

J
O EO‘ »
; s pour fEG(IO, ) ok

Pu=7¢f
Dju —-g’
t T [t=tg

3 une unique solution u € 3(;‘_ O'(I x E) et

T k,

g; < £9] domnée par

. —
u = Eof) + 2375 Eylogy) = B (y Rgf) + 2375 ¢ By(qey)

sur leuo

o(x) , y(x) e G§(E) ont leurs supports au voisinage de x, o Les opérateurs sui-
vants sont continuse.

~ Oas O .
Ee gt B9~ X (Ix E)nd™I, , 8 ™)

H
J 905 L

oo ¢ 00(1l , 20kt (TxE) — o1, , 2oy nx (T < B) .

k+m,

E'(yRet) € OH(I, , £%7) sur I, xU et B'(4RY ggg) € C(I, £7%) sur I, x¥.

Démonstration. - L'unicité a été prouvé au théoréme II.l. On a noté E (respecti-

(t°)). ij sont les opérateurs cons-

vement E' ) pour E(t°) (respectivement E!
truits & 1l'issue du théoréme II.l. Il est clair que u est une solution du problé-

me de Cauchy au voisinage de (to , XO) « I1 reste & vérifier les contimuités. I1

Os CGstd
est clair que (¢Ej 0) (t) applique £ IE) —ed (B, vte Iy s oy € R (on
applique la proposition 2 pour o5 € N et on procede ensuite par interpolation
et transposition) . On voit ensuite que
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~ ) J
vE; ¢ € CN(I, , £ ) n Km,gj~m+j(10 x E) .

t .
De mtme, l'opérateur (\ngp)u = Jt (QIE;..l o) (u(s » 7)) dr applique
0
0 m 1
(I, £9) n Kk,G(I x E) = C (I, , £277) n Kk+m,c-1(I x E)

. 0 o w .
Par ailleurs (yRo)(f) € C (I, £ et VR 98; ¢*(I, » gty . si

- O -“1 2 e ne it O
feG(IO, £7) , g= (1 +R)™ £ vérifie ¢g=¢f-¢apgec(11, gy,

et donc E' £ = yE(pe) € C(I, , £) .
+co o
Done B! (yRe)f) € €I, , £%) sur I x U et B'(yRl(pg;)) € N1, , &) sur
I X u o
1
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