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SUR LA CONTINUITE SUR L2 DES OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

André UNTERBERGER (*)

;’

Séminaire Paul KREE

(Equations aux dérivées partielles
en dimension infinie)
4e année, 1 ~’~.~ 1 ~‘l8 ~ n° 4, 12 p.

1. Introduction.

On considère l’espace R03BD , l’espace de phase muni de la forme symplecti-

que définie par

et la quantification de Weyl Opi définie, pour a E $(R2v) et u E $(RV) , par

On sait que, pour tout a e S’(R203BD) , l’opérateur continue à être défini

de dans S’(R03BD) .On a aussi, pour u , ve 

où H(u , v) est la fonction de Wigner définie par

Les grandes lettres ~ ~ Y , Z ~ ... désigneront toujours des points de 1~ espace

de phase R2v . Une base symplectique est une base dont la matrice de passage, rela
tivement à la base canonique de R2v est une matrice symplectique, ctest-à-dire
une matrice S vérifiant l’identité [SX, SY] = [X , Y] . Une norme sur R2v ser

dite symplectique si elle est euclidienne et admet une base orthonormale qui soit

en même temps une base symplectique.

Rappelons (formule de I. Segal) qu’il existe un homomorphisme M ~2014~R du grou-

pe métaplectique }.1p ( v ) sur le groupe symplectique Sp (v ) tel que , pour tout

a E on ait 

---

Il est équivalent de dire que, quels que soient u et v (R~) ~ on a

Si Z= (z , ç) ue ~~ ~Rv ~ posons

Ces transformations T Z ("translations de phase") vérifient les identités

( ) Texte reçu en Janvier 1979 .
André UNTERBERGER, Département de Mathématiques, Université de Reims, Moulin de la
Housse, B. P. 347, 51062 REIMS CEDEX.
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et

la dernière identité permettant de prolonger l’homomorphisme M ~ M en un 

morphisme d’un groupe de transformations unitaires de Lz sur le groupe des
o 

’~’

transformations symplectiques affines de R ~ . On se servira également de la for-
mule

dont la vérification est immédiate.

L’ingrédient essentiel de notre étude sera un champ Y ~ Il Hy de normes sym-

plectiques de supposera toujours la condition (i) suivante vérifiée :

il existe 0 &#x3E; 0 telle que, quels que soient X , Y , Z e liÀ~ , l’inégalité
IIY - X~X  C" entraine ~Z~Y  0 (noter en augmentant C au

besoin, on a aussi ~Z~X  0 ~Z~Y dans les mêmes conditions.)

Pour tout entier k ~0 ~ on appellera symbole d’ordre 0 et de classe C toute

fonction a ~ vérifiant le. condition suivante :

Quel que soit p==0~1~...~k~il existe C &#x3E; 0 tel que, quel que soit
X E E;2v , et quels que soient les vecteurs V1’ ... , V vérifiant le ,
on ait

On a également une notion évidente d’ensemble borné de symboles d’ordre 0 et de

classe 

Le but de cet exposé est d’obtenir des conditions aussi générales que possible
concernant le champ Y jjy permettant d’affirmer que, pour tout symbole a

d’ordre 0 et de classe C , avec k suffisamment grande l’opérateur Op(a)
s’étend en un opérateur borné de 12C1::B) dans lui-même. Cette étude a été faite,
dans divers degrés de généralités, par MÖRMANDER [3], UNTERBERGER [6],
ainsi que, dans ces cas plus particuliers, dans des travaux plus anciens. Dans le
cadre exact que nous venons de définir, le présent travail fournit à notre connais...
sance les meilleurs résultats ; il n’en est plus ainsi si l’on sort de ce cadre,
par exemple dans des directions suivantes :

(a) Etude de la continuité de sur d’autres espaces que L ou des

espaces liés à L~(R~) ; 
~

(b) Appelons norme sous-symplectique toute norme moindre qu’une certaine norme
symplectique : Il est clair que tout symbole d’ordre 0 ~ en un sens évident, rela-
tivement à un champ de normes sous-symplectiques, est aussi un symbole d’ordre 0

relativement à certains champs de normes symplectiques. En ce sens, les présents
résultats contiennent ceux de BEALS relatifs à la continuité L2 ; mais ils ne
sont pas toujours comparables à ceux de HÖRMANDER [3], qui a tenu compte du fait que
l’on peut, dans le cas sous-symplectique, affaiblir dans une certaine direction les
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hypothèses sur le champ de nonnes ? 
.

(c) Dans des cas (d’ailleurs sous-symplectiques) très particuliers, par exemple

celui des symboles classiques (classe s~ , 0 avec une notation traditionnelle due

à Hörmander), on peut, comme on sait, affaiblir considérablement les hypothèses

de régularité sur les symboles : encore fant-il remarquer que ces résultats sont

valables (à notre connaissance) pour la quantification Op plut8t que celle de

Weyl 0p, , le paasage de l’une à l’autre n’étant nullement évident pour 
des sym-

boles peu différentiables.

Depuis le travail fondamental de CALDERON-VAILLANCOURT [2], la méthode employée

pour prouver la continuité sur L 2 d’un opérateur 0pi (a) se déploie en général,

avec des variantes, suivant le plan que voici :

On écrit a = l cp- J a à l’aide d’une partition de l’unité, discrète ou non ? on 
.

montre ensuite qu’il y a "intersection faible" entre les opérateurs A. = 

au sens que les opérateurs A. Ak et A" g ont une norme faible, en un sens qui

est défini avec précision par le lemme de Cotlar. Le point essentiel consiste à

évaluer la nonne de Aj ~ et A~ A~ ce à quoi l’on parvient pourvu que l’on ait
fait précéder l’étude de la continuité L 2 de l’étude de la composition des sym-

boles, celle-ci se faisant commodément~ dans le cadre défini plus haut, si l’on sup

pose (voir § 3) une hypothèse du genre

Dans le présent travail, nous éliminons ce qui nous parait superflu dans cette

hypothèse, en découpant plus finement les opérateurs de façon à se ramener à une

somme de projecteurs (non orthogonaux) ; on utilise également quelques formules

relatives à l’oscillateur harmonique, qui permettront peut-être au lecteur de mieu]

comprendre le rôle que jouent les normes syriplectiques ; enfin, on raffine un peu

le lemme de Cotlar, dans deux situations directement adaptées à notre problème. La

méthode de régularisation que nous avons employée dans [6]~ qui rejoint la présente

méthode sur la partie "calculatoire" du chemin, nécessitait des hypothèses spécifi-

ques de différentiabilité des symboles plutôt que des conditions plus faibles qui

apparaîtront plus loin, mais présentait l avantage de fournir en même temps l’ iné-

galité de Garding ou même, éventuellement, des raffinements de celle-ci.

2. De diverses formes du lemme de Cotlar.

LEMME 2.1. - Soient Ay des opérateurs bornés sur L 2 (!:B) dépendant continûment

de Y E RP . Si l’opérateur sur de noyau k(Y, YI) = est borné

de norme N , alors l’opérateur A = J sur L (R03BD) l est borné de norme
 N . 

°
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Preuve.

Remarque. - Le lemme de Gotlar traditionnel est en un sens plus général puisqu’ici

~ Ay est autoadjoint ~ 0 ; en revanche, il est moins précis puisqu’il fournit
une comparaison avec l’opérateur de noyau Or on a

la dernière inégalité provenant d’un argument d’ interpolation classique (cf. [5],
p. 33).

LEMME 2.2. - Soient (py des fonctions dépendant continûment

de Y eR? . Soient K et K2 les opérateurs sur L2(Rp) de noyaux

Si K et K~ sont bornés~ ils sont alors autoadjoints positifs, et 1~ opérateur
A sur L 2(!!B» défini par

~ 

f’

est borné. De plus,

Preuve. - Soit L : L"(R~) défini par (Lu) (Y) = (u , on a

alors, pour p e L~(~) , (~ p)(x) = J c~(x) p(Y) dY .

On pose de même (Mu) (Y) = (u ~ ~y) .
On a et M[~=K- .

Comme, pour ~L* 03B2~L2(R03BD) = ~K1/21 03B2~L2(Rp), en peutécrire

3. Oscillateur harmonique et méthode des projecteurs.

Voici quelques formules plus développées dans [6]. Soit Il une norme sympleo-
tique : L’ o scillateur harmonique associé est, par définition, l’opérateur
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dont la résolution spectrale (cf. (1.4) et, pour la norme canonique,
la théorie des fonctions d’Hermite) est donnée par

où le rang du projecteur B. est le nombre de multi-indices sur R03BD de longueur

j . Un élément normalisé de l’image de BO s’appellera un état fondamental de

l’oscillateur harmonique. Voici comment on peut l’obtenir, en se servant du livre
de MAASS [4]. On écrit = X , X) , avec T = (Éi B C) ~ P B! ’ espace des

matrices symplectiques symétriques &#x3E; 0 .

On pose alors = A = A" - iA" B ~ 6 , espace des matrices symétriques de
la forme X + iY , avec X &#x3E; 0 .On peut voir que 1~i3 est la matrice associée à

T dans la représentation de Siegel.

fondamental de l’oscillateur normalisa-

tion près, la fonction exp(- x)) .

Revenant au cas d’un champ Y P-9 j! j)y de nonnes symplectiques, on appellera
un état fondamental de l’oscillateur harmonique Opj la fonction

(py 
= T j (1.6)) est alors un état fondamental de l’opérateur 

On a aussi la formule, valable pour ~ &#x3E; 0 ,

Faisait ~ == ~ et utilisant ~3.1~ ~ on retrouve la formule

qui exprime que le membre de gauche est le symbole de l’opérateur de projection
orthogonale sur 

On suppose maintenant la condition (i), relative au champ de normes symplectiques,
vérifiée. On choisit alors g e à support dans )- co , réelle, avec

g ~ 0 et 0 , et l’on pose

de sorte qu’on a l’identité

Compte tenu de (i), les fonctions X ~ fy(X) constituent, pour tout entier

k ~ a , un ensemble borné de symboles d’ordre 0 et de classe C .

Etant donné un s,ymbole a E $1~2V) , posons

D’ après ce qui précède et une intégration par parties triviale, on voit que, si

a est un symbole d’ordre 0 et de classe Ok, il existe une constante C &#x3E; 0
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telle que, quels que soient Y et Z E ~ ~ on ait K(Y, Z) ~ 0(1 + 

Par ailleurs, grâce à (3 .5) et (1 .8) , on a, ainsi que le montre un calcul immédiat
l’identité valable, pour u e 

On a utilisé ici le fait bien connu (et dont la vérification est d~ ailleurs

immédiate) que H(03C6 , 03C8) est le symbole du projecteur u ~ (u , 03C8)03C6 . Si l’on
fait opérer S = sur l’espace P 

v 
des matrices symplectiques symétriques

&#x3E; 0 par T  STS’ , on voit, d’après [4], p. 39, qu’ étant données deux nonnes

symplectiques il est possible de trouver une base symplectique dans laquelle la

première s’ écrit Z x? + 03BE2j et la seconde 03A303BBj x2j + 03BB-1j 03BE2j ( Bj &#x3E; 0 ) [6]).

Si Y et Y’ sont deux points quelconques de R203BD , on peut donc noter
fX.. ... , 03BB03BD , 03BB-11 , ... , X"* ’) l’ensemble des valeurs propres de la forme qua-

dratique t) i! ~2Y , les x. étant des fonctions de (Y , Y’) ;
on pose j 

= 3 + 03BB-(1/2)j  2 .
Définissons la norme euclidienne (non symplectique) ~ ~ Y.~ par

Soit detY, y, 
le déterminant de la matrice de cette forme quadratique relative-

ment à une base symplectique de R2v (on a, ainsi qu on le verra plus loin,

detY,Y’ = 03A003BD1 -2j ). Une conséquence du paragraphe suivant est 11 égalité

Cette formule, jointe au lemme 2.2 et à l’expression (3 .7) de comme som-

me de projecteurs, fournit un critère de continuité L ~ de 
~ 

que nous lais-

sons au lecteur le soin d’expliciter. Notons qu’il y intervient le noyau, fonction

de Y , Z , Y’ , Zr d’un opérateur sur L~ R~’ alors qu’il serait plus agréa-
ble de se débarrasser de Z et Z’ qui semblent jouer un r8le plus auxiliaire.

On y parvient, moyennant une hypothèse plus spécifique sur K(Y , Z~ ~ au prix de

laborieux calculs (cf. section suivante) qui peuvent d’ailleurs être considérable-

ment réduits si l’ on se contente d’une précision moindre.

THEOREME 3.1. - Avec les notations développées dans cette section, supposons

qu’il exi st e C &#x3E; 0 ~ B/2 et N’ &#x3E; N t el s qu’on ait d’une part ltinégalité

et que d’ aut re part

soit le noyau d’ un opérateur bo rné sur L 2(R2v) ’" est bo rné sur

L ~R~’ ) d 
~ 

. 
....... ~ 1 1l 

~ ’ ’
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Preuve. - D’après (3 .7) , on a

avec ~K(Y ~ Z) ~ I (u ~ TZ ~y) ~ 2 dY dZ et ayant une forme

analogue.
On écrit alors

avec

L’ op érateur K a pour symbole
e

et il s’ agit de prouver que la norme de K est bornée pour e 9 0 .

On peut remplacer, d’ailleurs, K par
e

que l’on peut écrire

avec g= 25(1 + 6~)"~ et

La preuve de (3.13) résulte par exemple de (3.2).

Diaprés le résultat de la section suivante, on a

une expression moindre que

L’hypothèse du théorème 3.1 et le lemme 2.1 permettent alors de conclure.
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4. Calcul de ~IL Y L )

On a

avec

Remplaçant b par b (X) et posant

on obtient

avec

On a = [)0pi(b )jj = !l0p~(b2)1I , la deuxième égalité provenant du fait qu’

(4.3) peut aussi s’écrire sous la forme b1 = b2 * 2-v ô ( # étant la composition

des symboles) , le deuxième facteur étant le symbole d’une transformation unitaire.

Définissant l’isomorphisme (j : R203BD ~ R203BD par l’identité

on peut écrire b2 connue une w fonction de Wigner :

. Il s’agit de prouver (3.15) . Par une diagonalisation (cf. [4], p. 39), on se rame
ne au cas où 

.

Jusqu’à apparition du contraire, on omettra dans ce qui suit les indices j et

les signes fi de produit, mais on conservera v o Une expression telle que

n. (&#x26;(1 + A.»-(1/2) sera donc notée ô-(B)/2) (l + A)-(112) .
J J 

.

En posant X = (x , g) , Y = (y , q) , Z = (z , g) , et

on a
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avec

et

En développant,

et

D’où

Rappelons que

°n a 11°P,b) Il = 11°P±b3)11 , avec

Utilisant les relations 6 - &#x26; - - E et 1 - Es~ ~ .-~.-,.-..... ~ ainsi que
1+ s 

2

(qui résulte d’un calcul immédiat d’ extremum) , on obtient

avec

1 1 
2

Posant Z = 2 "~ (y’ -y, ~’ -~) et b4(X) = b5(X) Z]) , on
1 + s , ... "-
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Egalement,

Avec cl on a

On explicite c :

L’intégrale est nQ(z , z2 ’ ’1’ ’2)))(2g , - 2§ , - 2x , 2x) , S
étant la transformation de Fourier et avec

La matrice A de cette forme quadratique peut st écrire A = 03A9-1 (B 0 O C) 03A9 , avec

D’où det A = det B.det

Par ailleurs

Il résulte de tout cela que l’on a
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Moyennant une transformation symplectique, on peut écrire aussi

avec

Dans le cas où v = 1 , et si l’on pose

(noter que R1 1, parce que (1 + ~)2 (e +Xe )(eB+e ) = e2 
inégalité équivalente à 203BB  03BB(~2 + ~-2) ), on voit que exp (- z + )§[ ))
est le symbole de

op érateur qui a pour norme

D ~ où ~ revenant au cas général :

et

En écrivant

on obtient

ce qui fournit enfin (3.15) compte tenu de (4.l).
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