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FINITUDE D’ESPACES D’ÉTATS LIÉS POUR CERTAINS SYSTÈMES QUANTIQUES

Jacques VAUTHIER (*)

Séminaire Paul KREE
(Equations aux dérivées partielles
en dimension infinie)
4e année, 1977-1978, n~ 9, 9 p.

On propose une nouvelle approche dans 1 r étude des états liés de l’hamiltonien

- 1 2 A + V , où lton ne se soucie plus des classiques problèmes d’extension auto-
adjointe de cet opérateur [3]). Les hypothèses que l’ on fait sur le potentiel
V sont de nature asymptotique : V peut être très pathologique dans un compact

où, éventuellement, on ne peut donner de sens convenable à l’ expression

(p étant une fonction propre dans un espace Lr . On ne peut donc espérer obtenir
1~ annulation de certains espaces propres. On prouve ici que leur dimension est finie

en utilisant une approche probabiliste où l’on stoppe le processus gouverné par
l’hamiltonien en dehors du compact exceptionnel. Plus précisément, on étudie le
cas où V(x) ~- G(1 + 1 xl ) a , pour x assez grand. L’ idée est analogue à celle

de [9] : On prouve que l’espace des fonctions propres qui sont dans un espace L~
à poids est localement compacta et on utilise le théorème de Riesz qui assure la

finitude de la dimension. Dans [9]~ on utilise un principe de pertubation valable
pour un opérateur elliptique d’ordre quelconque. Il est à noter qu’un contre-exemple
à la finitude de sous-espaces propres est donné pour un opérateur d’ordre 4 . Ici,
pour obtenir la compacité de la boule unité, on doit étudier la fonction de Green
associée à l’hamiltonien et, pour ce faire, étudier une condition portant sur les

zéros des solutions d’une équation différentielle [il]. Il est à noter que dans
l’article de synthèse de lorsque V est à symétrie sphérique, une bor-
ne de la dimension du sous-espace propre est donnée à partir du nombre de zéros des

solutions d’une équation différentielle de second ordre. Des bornes explicites de
la dimension de lt espace des fonctions propres de carré sommable sont données dans

[5]* La méthode exposée ici ne permet pas d’obtenir des résultats aussi précis.

Enfin, dans le cas où a = 1 - ~ ~ e &#x3E; 0 , on trouve des résultats analogues
à ceux de S. AG1DN L’espace des états liés qui sont dans + 

est de dimension finie.

Je remercie P. MALLIAVIN de m’avoir suggéré cette application au scattering des
résultats exposés dans 

(*) Texte reçu le 14 mars 1979.
Jacques VAUTHIER, Institut Henri Poindaré, 11 rue Pierre et Marie Curie, 75231
PARIS CEDEX 05
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1. Etude de la fonction de Green associée à - 1 2 b. + V . 
2

1.0. Soit K un compact de R . On note 0394 le laplacien euclidien, b. = 03A3~2 2
et V une fonction de classe C1 sur le complémentaire de K satisfaiàant ~~É

0n remarque que, pour tout x réel, V + À vérifie des conditions analogues.

Soit R tel que K soit inclus dans ( ( x(  R) et R &#x3E; 1 .

1 .1. Définition. - Soit xR le processus sur [Ixl &#x3E;,oR} , stoppé sur ( ) x( = R)
et de générateur infinitésimal + 1 2 0394 - V .
On note pR(t , x , y) la loi de é et GR(x, y) la fonction de Green asso-

ciée (qui peut être éventuellement infinie)

On va montrer que G définit un opérateur continu entre des espaces L avec

poids.

1.2. Fonction d’exhaustion.

On pose q(x) = exp(1 + avec b&#x3E; 0 et b ~ 2’ + 1 . On a alors par un
calcul direct

Pour obtenir un opérateur entre deux espaces Lr à poids, pn 
essayer, pour des fonctions A convenables définies sur R+ , d’obtenir une majora-
tion du type

puisque GR est un noyau symétrique positifs

1 .3 . Définition. - On note b le brownien usuel sur Rn de générateur infini-
tésimal 1 6 . On pose

2"

(premier temps de sortie).
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1~4.LEMME~ - Avec les notations précédentes, on a, pour toute fonction A et
tout x tel que &#x3E; R ~ l’égalité

preuve. - Elle se démontre par définition de GR et S en utilisant l’exponentiel-

le de Kac.

Nous aurons besoin du lemme de comparaison suivant (voir P. MALLIAVIN [6], [7],

[8J pour un lemme de comparaison général) .

1.5. LEMME ([ 4J, p. 120) . - Soit b le brownien et soient ~ 
des solutions sur R de

satisfaisant 03BE1(0) = 03BE2(0) = x . Si, pour tout t  0 et x , on a

alors 51 (t)  52(t) p. s. pour t&#x3E;0 .

1.6. Définition. - Soit l’opérateur différentiel sur (R , + roC

On suppose qu’il existe une fonction de Green g associée à L correspondant

aux conditions aux limites suivantes :

- g(03BE , ~) tend vers 0 , si 03BE tend vers +co;

- -~~! . 11) B -R * ° *
On peut alors dànontrer le lemme suivant.

1.7.LEMME. - Pour toute fonction A décroissante sur f , on a la majoration
suivante

Preuve. - Le changement d’ horloge

transforme

en
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On note r == b ~ 1 le processus de Bessel défini par Inéquation différentielle

stochastique

Le lemme d’Ito ([4J, p. 24) permet de calculer la différentielle stochastique
de q (b )

Le changement d’ horloge T donne alors
w

+ b(l + &#x3E; 0 , quel que scit r , le lemme 1.5 s’applique, et

on a

On observera que l’ on peut minorer, a fortiori, en remplaçant n - l par l .

Cette remarque servira dans la suite. LI expression ~ est majorée par (A décroît)
.... »

Un nouveau changement d’horloge

donne en posant

On remarque enfin que |grad q(b03C9)|2))  1 et ceci termine

la démonstration du lemme, v étant gouvernée par 03B1 2 d2 d03BE2 + (n - l)p ’-s2014 *
On est donc amené à calculer g . Pour cela, on transforme le terme de mort oV

en dérive, en suivant [llj (lemme 2.4.5)*

1.8. LEMME. -Si k (4n-7)/8 , où k est défini en (1.2.2), posant
§ == V(2n - 3) ~ - 8k ~ on a la majoration suivante~ pour tout x &#x3E; R ~
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Preuve. - nsuffit d observer que l’équation 03B1 2 y" + 03B2(x - l)y’ t + 0

s’écrit en utilisant (1.2.1) et (1.2.2)

Cette équation admet pour solution u(g) = g-n+(3/2)+Ü/2) avec

Ô = ~2n - 3)2 - 8k qui existe car k  (4n - 7)/4 ~ (2n - 3)~/8 ~ pour n ~ 2 .

On calcule alors g comme dans [11J (§ 2.4.4).

On peut maintenant choisir A dans une classe de fonctions qui assure que B

définie en ( 1 .8 ..1 ) existe

1.9. Définition. - On appelle S la classe de fonctions A telles que A soit

décroissante sur R+ et que 11 intégrale suivante converge.

/ ,

1.10. THEOREME. - Pour toute A dans 5 , si n %. 2 et si b majore à la fois

4~/(4n - 7~ et (a/2) + 1 , G définit un opérateur continu de l’espace à poids
Lr(B(q) dans 1~ espace à poids 7(L(q) 1 r+ 0153~ avec

q(x) = exp(l + 
’

Preuve. - La condition k  (4n - 7)/2 se lit b &#x3E; 4/C/(4n - 7~y et un résultat
standard d’analyse fonctionnelle donne le théorème à partir de

démontre au lemme 1.8.

Remarque. - On peut prendre

et utiliser la remarque faite au cours de la preuve du lemme 1 .7, i. e. prendre
n = 2 , ce qui donne pour corollaire le corollaire suivant.

1.11. COROLLAIRE. - Si b majore à la fois 4C et (a/2) + 1, GR définit

un opérateur continu de L~(q(x)~~/2~1/2).~ dans tr(q(x) (r-l) (-1/2-ô)-5/~
pour 1  r  + 0153 .

Preuve. - Prendre

2. Théorème de finitude de ,s°us,¿spaces p ro p res de -. 1 t. + V .

L’hypothèse faite sur le potentiel V en (1 .0.1) est de nature asymptotique~ On

ne peut espérer prouver l’annulation de certains sous-espaces propres puisque ceci

contredirait la situation dans le cas compact. On peut tout au plus prouver la fini-

tude de sous-espaces propres.

On considère V satisfaisant (1.0.1) et on pose la définition suivante.
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2.1.Définitions - Soit V*(03BE) = supq(x) - |V(x)| , et pour s &#x3E; 1 , on définit

1 a classe Fs des fonctions # P ositives sur R+ telles que 1. = (1 + (V*)s)
est dans la classe 3 définie dans la, définition l.g.

On fixe s tel que la classe 3 ne soit pas vide. On prouve tout d~ abord le
s

lemme suivant .

2.2. Soit x une fonction Cp à support compact dans {R  |x|} . Alors

Preuve. - Par définition de pR(t, x , y) , on peut écrire

On intègre entre 0 et t

On remarque que

est f inie grâce au lemme 1 .4. Pour tout x fixé, on peut donc trouver une suite

~t . 3 ayant + 00 comme limite et telle que
J

L’opérateur 1 2 0394 - V est ferme dans l’espace des distributions sur R : On
obtient le lemme 2.2 en passant à la limite en t..

On peut alors prouver le théorème suivant en utilisant le corollaire 1.11.

2.3. THÉORÈME. - Si V satisfait (1.0.1) avec &#x3E; (a/2) + 1 , il y a fini-

tude de l’espace des fonctions propres qui sont dans L (sans poids) avec

r == 2014(6 - 2ô) (5 est défini au lemme 1.8).

Preuve. - Ce théorème résulte du théorème 2.5 en prenant b dans l’ intervalle

]1 + a 2, 8C/3[ = f,-5/2 (Log f,)(a/b)+h, = (Log avec h

tel que a &#x3E; 0 , et bh + a = 0 , si a  0 . En effet, le

poids est le suivant

et
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/ "

2.4. THEOREME. - Sous les hypothèses du § 1.0, si a = 1 - e , e&#x3E;0 et si

C &#x3E; 27/256 , il y a finitude de l’ espace des fonctions propres qui sont dans l’espa-
~ r= (6-26)/5&#x3E;1 . 

~ ~~ 

Preuve. - On choisit y ( g ) = s-5/2 (Log avec b dans l’intervalle

) 3/2 , 8(,/C/~) C, qui est non vide puisque C &#x3E; (27/256) , et h tel que

bh(l -r) + a= (-1 + e) r , r = (6- 2&#x26;)/5 .

Remarque. - Dans on obtient la finitude dans 1~ espace L ((l + 
lorsque 0(1 + à l’infini.

On prouve le théorème général qui fournit les théorèmes 2.3 et 2.4.

On fixe s tel que la classe ~ définie à la définition 1.3 ne soit pas vi-
s -

de et, pour toute fonction 1:(x) , on note = 

sup|X-y|1 L(y) .

2.5. THEOREME. - On suppose que V satisfait le § 1.0~ que r est le conjugué de
s «l/r) + (l/S) =1) . On choisit b&#x3E; sup(a + 1 2, 4C) . Pour tout 03A8 dans Fs ,
le sous-espace de L r « 1 + V*r)03C81-r(q) B (q)) des fonctions propres +V

relatives à toute valeur propre ~ ~ est de dimension finie.

Preuve. - En posant V = V + À , on est ramené à du noyau de - ~ ~ + V *
Pour simplifier les notations, on posera

Soit , telle que - i D.cp + Vep = a en dehors du compact K , cp est alors de

classe el sur [ 1 x) &#x3E; R} , puisque V 11 est par hypothèse. Soient R1 et R2
supérieurs à R . 0n peut écrire, pour toute fonction X à support compact dans

(R  1 xl J , en utilisant le lemme 2.2 et - i Aç + Vcp = a ,
j R1| x|R 2 

03C6 (X) x (X) dX

On utilise la formule de Stookes, en notant dsi l’élément d’aire de {|x| = 
et la dérivation normale~ pour écrire

(2.5.1) 1 [~03C6 ~n(x) G(~)(x) -  03C6(x) ~ ~nG(~)(x) dsi].
Les estimés intérieurs elliptiques pour l’équation 0394 2 g = avec ou

g = G(X) ([2J, p. 78) ~ donnent ici pour une constante Or ne dépendant ni de x ni

de g
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On intègre l’équation (2.5.1) en dRl entre R{ et Ri + 1 , et en dR2 entre

R2 et R2 + 1 , avec R+ 4  R{  R2 . On utilise l’inégalité de Hölder en fai-
sant intervenir les poids * l-r B et 1Br E 5’ , B calculée au lemme

1.8. On a ainsi 
* . w 

. 

S W

On remarque que (cf. [11J, lemme 3.2.10) , pour toute fonction f positive, inté-

grable, 03C3n désignant la masse de la boule unité, on a les inégalités suivantes.

Ceci permet d’obtenir, pour toute fonction Y de classe C et toute fonction

u positive continue en utilisant ( 2 . 5 .2) , ( 2 . 5 .4) ,

On déduit alors de (2.5*3) et de (2.5.5) ~ en prenant successivement y = (p ~

u = 03C81-r B03C8 et 03B3 = G(~) , u = B1-s 03C8 et en notant que V  V* , avec

G opère de L,h s ( 1--8 ( 1 + B 
, 

dans L ~ 8 ( ( 1 + V .t’8) B 1-8) et ; appartient
à Lr( ( + *r) (’ l-r)) qui est inclus dans Lr(03C81-r B) . Donc, lorsque R 2 tend

vers l’infini, le terme correspondant a une limite nulle. Il reste donc
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0n montre maintenant que l’espace des fonctions propres considérées est de dimen-
sion finie en utilisant le théorème de Riesz. Soit B la boule unité de 1’ espace
des fonctions qui sont dans ie noyau de § É - V et dans Lr( l + $ Ç) .
Soit 1 une suite d’éléments de B de 1 , on en déduit l’existence d’une
suite extraite qui converge faiblement. Puis, comme fn est dans le noyau de

£fl A - V , Cette suite extraite converge uniformément sur tout Compact vers une fonc-
tion f , élément du noyau de 1 2 à - V ". De plus, ~f~  1 , grâce au lemme de Fa-
tou. Si = f - f n (en notant toujours fn la suite extraite), on déduit de( 2 . 5 . 6) que 03C6n tend vers 0 dans Lr((1 + 

$ (* -r)) , puisque G est un opé-
rateur continu.
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