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Séminaire Peaul KREE 9-01
(Equations aux dérivées partielles

en dimension infinie)

4e année, 1977-1578, n° 9, 9 p,

s/ Id N
FINITUDE D*ESPACES D'ETATS LIES POUR CERTAINS SYSTEMES QUANTIQUES

par Jacques VAUTHIER (*)

On propose une nouvelle gpproche dans 1'étude des états 1iés de 1l'hamiltonien
-~% A+ V , ou 1'on ne se soucie plus des classiques problémes d'extension auto-
adjointe de cet opérateur (cf. [3]). Les hypothéses que 1l'on fait sur le potentiel
V sont de nature asymptotique ¢ V peut 8tre trés pathologique édans un compact

ou, éventuellement, on ne peut donner de sens convensble & 1'expression

1
g M+ Vo =g,

@ étant une fonction propre dans un espace L . On ne peut donc espérer obtenir
1'aamulation de certains espaces propres. On prouve ici que leur dimension est finie
en utilisant une approche probabiliste ol 1l'on stoppe le processus gouverné par
1l'hamiltonien en dehors du compact exceptionnel. Plus précisément, on étudie le
cas ou V(x) > - C(1 «+ [x])®, pour x assez grand. L'idée est analogue & celle
de [9] : On prouve que 1l'espace des fonctions propres qui sont dans un espace Lr
& poids est localement compact, et on utilise le théoréme de Riesz qui assure la
finitude de la dimension. Dans [9], on utilise un principe de pertubation valable
pour un opérateur elliptique d'ordre quelconque. Il est & noter qu'un contre-exemple
& la finitude de sous-espaces propres est donné pour un opérateur d'ordre 4 . Ici,
pour obtenir la compacité de la boule unité, on doit étudier la fonction de Green
associée & 1'hamiltonien et, pour ce faire, étudier une tondition portant sur les
zéros des solutions d'une équation différentielle [11]. Il est & noter que dans
1'article de synthése de SIMON [10], lorsque V est & symétrie sphérique, une bor—
ne de la dimension du sous-espace propre est donnée & partir du nombre de zéros des
solutions d'une équation différentielle de second ordre. Des bornes explicites de
la dimension de 1l'espace des fonctions propres de carré sommable sont données dans

[5]+ La méthode exposée ici ne permet pas d'obtenir des résultats amssi précis.

Enfin, dans le cas o a=1=-¢, ¢ >0, on trouve des résultats analogues
4 ceux de S. AGMOW [1]. L'espace des états 1ids qui sont dans LY((1 + ]xl)(—1+€)r)
est de dimension finie.

Je remercie P. MALLIAVIN de m'avoir suggéré cette application au scattering des
résultats exposés dans [11].

™) Texte recu le 14 mars 1979.

Jacgues VAUTHIER, Institut Henri Poincaré, 11 rue Pierre et Marie Curie, 75231
PARIS CEDEX 05
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1. Etude de la fonction de Gréen_ associée & =~ -12— A+ 7V .

1:0¢ Soit K wun compact de __li.n o On note A le laplacien euclidien, A = Z-g-é-

et V une fonction de classe Cl sur le complémentaire de K satisfaigdant Xy
(1.0.1) V(x) z-0( + |x])?, xe_l}n\K .

On remarque que, pour tout )\ 1réel, V + ) vérifie des conditions analogues.

Soit R tel que K soit inclus dans {|x| <R} et R>1 &

lele Définition. = Soit XS le processus sur {|x| >R} , stoppé sur {|x| = R}
et de générateur infinitésimal + 5 A= V.

On note pR(t , X, ¥y) laloide xE et GR(X , ¥) la fonction de Green asso-
ciée (qui peut 8tre éventuellement infinie)

+co

G(x,y)_fo p(t,x, y) dt .

On va montrer que GR définit un opérateur contimi entre des espaces L' avec

poids.

1.2+ Fonction d'exhaustione.

On pose q(x) = exp(l + le)b avec b >0 et b?%+ 1 . On a alors par un
calcul direct

(1.2.1) lgrad q|? = ¢® b3(1 + |ﬂﬁ“2=w®,
AQ > 9b 21 « IXI) -2 - 8(q) .

Done (po/ |g7ad a|?) 3% = '@'(q)

- V(%) 20 k .
(1.2.2) q(X)>§ |g g ql 2 2 -—? s S1 § > 1.
On pose V(g) ____1;:2_ avec k = 22 .
E : b

Pour obtenir un opérateur entre deux espaces L' & poids, pn peut (cf. [11])
essayer, pour des fonctions A convenables définies sur _If' s d'obtenir une majora-

tion du type

[ R

J &', 3) 8aB)) & < Blak) ,
puisque GR est un noyau symétrique positif.

1.3. Définition. - On mote b = le brownien usuel sur R de générateur infini-
tésimal 1 A » On pose
2

(premier temps de sortie).



9-03
1.4o LEMME. - Avec les notations précédentes, on a, pour toute fonction A et
tout x tel que |x| >R , 1'égalité

[ R S t
[ R, 3 alal) av =5, emlly - 7, as) alaly,) at -

Preuve. - Elle se démontre par définition de ® ot S en utilisant 1'exponentiel-
le de Kac.

Nous aurons besoin du lemme de comparaison suivant (voir P. MALLIAVIN tel, 71,

[8] pour un lemme de comparaison général) e

1.5. LEMME ([4], pe 120). = Soit b, le brownien sur R, et soient §g, et g,

des solutions sur R de

d§i=ai(t’§i)dt+% (i=1, 2

satisfaisant ¢, (0) = gz(o) =X o i, pour tout t>0 et x, ona

al(t y X) < ay(t, x)
alors gl(t) < gz(t) pe Se, pour t >0 o

1.6. Définitions — Soit 1'opérateur différentiel sur (R, + ol
2
d d e
— e ('ﬂ - 1)[3 + oV
dgz EE
On suppose qu'il existe une fonction de Green g associée & L correspondant
aux conditions aux limites suivantes :

L=

% fe]

- glg , ) tendvers 0, si g tendvers + o j

e =
" el Vjgm=0

On peut alors démontrer le lemme suivant.

1.7. LEMME., - Pour toute fonction A décroissante sur _If , on a la majoration

suivante

S t oo
5 2 et [} v, (1) a9) alate, @) o < | slald , 0 sl an -

Preuve. - Le changement d'horloge

* -1 !rt ——3 2
t =1 €)=y |erad q (b (s)) ds

transforme
S 2
6=5 | ewl- )y T, () as) Aoy, () at
en
s* +* v (s ia( (r (t))
ngXJ“O exp(-J (b, (s)) " a, (v, (&))) .

OTER a1 |G ol )7
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On note r = |b | le processus de Bessel défini par 1'équation différentielle
stochastique

dr =db +2=Lat .
~ r

(V]

Le lemme d'Ito ([4], p. 24) permet de calculer la différentielle stochastique
de q(b)

da(p) = b(1+m)® ™ a(@ + 2L at) + Ab(b-1) (141)°2 q(x) + b2+ a(0)] at .
Le changement d'horloge Ty donne alors

dafp, () = b + B 422
(.U W

+ b1 + P at .

11) :i-*' b(l + 1) b=t >0, quel que scit r , le lemme 1.5 s'applique, et

Comme

on a

alb, () > u (t) =alx) + b (t) + FE—'('—}— ds .

On observera que l'on peut minorer, a fortiori, en remplagant n -1 par 1 .
Cette remarque servira dans la suite. L'expression & est majorée par ( A déeroit)
Au (")) o

Ea(x) - o e?'fp(jt 7 (u(s) dS) - e )l .

q(b )z (

Un nouveau changement d'horloge
t
-1 J- dt
| S —
tt =4 () = 03T °

donne en posant V(‘:J =u (c’ (t')) y SY = o—"l(s*) ’ Ay (t')) alv )
s - -

&< Eq(x) Jo e, V(v (s)) oz(v ) ds)

2 L]
inf (b )>'V ('b' Igraa} Q(Ew)l
On remarque enfin que (oz(v )/ (inf (b )>v | gras 4 a(d )I )) <1 et ceci termine
. . o d
la démonstration du lemme, v étant gouvernée par —2--:1-—-2- + (n=-1)B T
On est donc amené & calculer g « Pour cela, on transforme le terme de mort a{'f

en dérive, en suivant [11] (lemme 2.4.5).

1.8+ LEMME, "'_Si-. k < (4n - 7)/8 9 _92 k est défini en (1 0202)’ posant
§ = /(2n - 3)2 - 8k , on a la majoration suivante, pour tout x >R,

() || n R, ) 46D a

(x) (2n5)/2 'J"Q(x) —n% 1 -n+—3—+5 J n--l--é

<Bal) == q R A fanesal ah 1 2 ane
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Preuve. - I1 suffit d'observer que 1l'équation %y" + B(x - 1)y + oﬁy =0
gléerit en utilisant (1.2.1) et (1.2.2)

2
%—-y"+(n—l)gy'+ky:0.

Cette équation admet pour solution u(g) = g-n+ (3/2)+(s/2)
§ = A/(2.n - 3)2 - 8k qui existe car k < (4n - 7)/4 < (2n - 3)2/8 , pour n 2 .
On calcule alors g comme dans [11] (§ 2e4.4).

avec

On peut maintenant choisir A dans une classe de fonctions qui assure que B

définie en (1.8.1) existe.

1.9. Définition. - On appelle $ la classe de fonctions A telles que A soit

L3 + 3 rd .
décroissante sur R’ et que 1'intégrale suivante comverge.

Ja.I,:o A(g) gn---(l/Z)"B d§ <h e

1.10. THEOREME. - Pour towte A dans S, si n3»2 et si b majore & la fois
4/6/(4n =7) et (a/2) + 1, ¢® aéfinit un opérateur continu de l'espace & poids
1Y (B(q) Al-r(q)) dans 1'espace & poids LR(A(q) Bl_r(q)) » POUr 1 < T <+ o, avec
q(x) = exp(1 + ix])T) .

Prewve. — La condition k < (4n - 7)/2 se 1lit b > 4\/0/ (4n = 7) , et un résultat
standard d'analyse fonctionnelle donne le théoréme & partir de

| R, ¥) 10 d < Bla()

démontré au lemme 1.8

Remarque. ~ On peut prendre

4o
B(g) = (.]'JJ; 4(n) T].n--(1/2)—as dn)g"n*(B/z)*@ ’

et utiliser la remarque faite au cours de la preuve du lemme 1.7, ie. e prendre

n=2, ce qui donne pour corollaire le corollaire suivant.

1.11. COROLLLIRE. - Si b majore & la fois 4/C et (a/2) + 1, G définit

T (q(x) (r-1) (5/2)—(1/2)+5) Eaﬁ L7 (q(x) (r=1) (~1/2~5)= _5/2),

un opérateur continu de L

pour 1l < r<+ o o

Preuwve. - Prendre 4(g) = §-5/2 et B(g) = €"1/2+6

L
2

L'hypothése faite sur le potentiel V en (1.0.1) est de nature asymptotique. On

2. Théoréme de finitude de sous—espaces propres de == A + V o

ne peut espérer prouver 1l'annulation de certains sous-espaces propres puisque cecl
contredirait la situation dans le cas compacte. On peut tout au plus prouver la fini-

tude de sous~espaces propres.

On considére V satisfaisant (1.0.1) et on pose la définition suivante.
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2.1.Définitions - Soit V'“"(g) = sup |V(x)| , et pour s >1 , on définit

q(x)=¢
la classe 5 des fonctions ¢ positives sur R telles que L = q,(l + (V*) 5)

est dans la classe 5§ définie dans la définition 1.9

On fixe s tel que la classe 53 ne soit pas vide. On prouve tout d'abord le

lemme suivante

2.2. LEME., - Soit x wune fonction C° & support compact dans {R < |x|} « Llors

' R
V) Jae(x,y xy) d .

+

x(®) = (=3 a

Preuve. - Par définition de pR(t s, X, ¥) , on peut écrire

-%EJRn Pt , x, ¥) x&) &

On intégre entre 0 et t

3o 0] L5, x, 9 X0

JRn Pt , x5 ¥) %) dy - x()

S T R A O PR

On remarque que

O

‘r'l'oo R
0 dstnp(S,X;y)x(y)dy=

est finie grfice au lemme 1.4. Pour tout x fixé, on peut donc trouver une suite

LG, ¥) () @

{tj} ayant + o comme limite et telle que

pR(tj,X,y) xy) &y =0,

tj—»oo Rn
.-b .
t%_mjg<b(&ﬁpms,x,y)ﬂw<W)=£§6Wx,y)x®)®r-

L'opérateur % A -V est fermé dans 1l'espace des distributions sur R" : On

obtient le lemme 2.2 en passant & la limite en tj .

On peut alors prouver le théoréme suivant en utilisant le corollaire l.ll.

2.3. THRORRME. - Si V satisfait (.0.1) avec (8/0//3) > (#/2) +1 , il y a fini-

tude de 1'espace des fonctions propres qui sont dans L” (sans poids) avec

r :%(6 ~2;5) (g est défini au lemme 1.8).

Preuve. — Ce théoréme résulte du théoréme 2.5 en prenant b dans l'inbervalle

1+ g s 8J0// et y(g) = 5/2 (Log §>(a/b)+h , V() = (log g)a/ , avec h

tel que bh(l-r)+a_0,31 a>0, et bh+a=0, si a<O «Eneffet, le
poids est le suivant

(Log €) (8/b)r §(5/2) (r-1) (Log g)((a/t)+h) (1-r) g—(1/2)+5 , si a>0,

et



(/2 ) (10 ) (/D) 4h) 1) ~(1/2)+5

Ve AN
2+.4. THEORRME. - Sous les hypothéses du § 1.0, si a=1=¢, ¢ >0 et si

C > 27/25 , il y a finitude de 1l'espace des fonctions propres qui sont dans l'espa-
ce LN+ &7y, r = (6-20)/551 .

Prewve. - On choisit (g) = g_5/2 (Iog g)l-(e/b)"'h avec b dans 1'intervalle
)3/2 , 8(fL/ M3)(, qui est non vide puisque C > (27/256) , et h tel que
bh(l =) + a=(-14+¢)r, v=(6-25)/5.

Remarques — Dans [1], on obtient la finitude dans l'espace 2((1 + lx[)"ne) y
lorsque |V| < G(L + ]x])]""e 4 1'infini.
On prouve le théoréme général qui fournit les théoremes 2.3 et 2.4,

On fixe s tel que la classe 53 définie & la définition 1.3 ne soit pas vi-
de et, pour toute fonection L(x) , on note 4L(x) = SUP| . y| <t L(y) .

4 ~ B
2.5, THEOREME. -~ On suppose que V satisfait 1e § 1.0, que r est le conjugué de
s ((1/r) + (1/s) = 1) « On choisit b > sup( , 4/C) . Pour tout y dens S_,

le sous-espace de LT((1 + V" )vl—r(q) B (@) des fonctions propres de -% A+ V

relatives & toute valeur propre A , est de dimension finie.

Preuve. - En posant V)\ =V + )\, on est ramené & 1'étude du noyau de -112- A+ V e

Pour simplifier les notations, on posera

660 () = J‘Rn Ry 3) 1) o -

Soit telle que == pp + Voo = 0 en dehors du compact K est alors de
‘P ? © p = mp s @

classe C' sur {|x|]| >R} , puisque V 1'est par hypoth®se. Soient R, et R,

supérieurs & R o On peut écrire, pour toute fonction y & support compact dans
{R < |x|} , en utilisant le leme 2.2 et -5 + Vp=0 ,

Jng‘xlSRz (%) x(x) ax

:
=]

R clx]cr, & = Vol 66 () ax - J el en, 90 @ = DEG) (ax

On utilise la formile de Stookes, en notant ds, 1'élément d'aire de (x| = Ry}
et 3/on la dérivation normale, pour écrire

(2:501) fRn o) %00 ax =] =, 209 600 () - | ot 26(x) (%) ds,] -

Les estimés intérieurs elliptiques pour 1l!'éguation -%g =Vg , avec g=¢g oOU

g = G(x) ([2], p. 78), donnent ici pour une constante C. ne dépendant ni de x ni
de g

<0, rdx+f

(205.2) JrIX-YIél 'glr

‘ r
C eyl |x-y| g2 1817 &=
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On intégre 1'4quation (2.5.1) en dR, entre R/ et Rl +1, et en dR, entre
Ri et Ré +1, avec R+ 4 < R' < R2 . On utJ_L:Lse 1'inégalité de Hblder en fai-
sant intervenir les poids ¢1—r B' et VB y ¥ €5, Bq’ calculée au lemme

v

1e8e On a ainsi

(245.3) ldranX(X) dx|
R 1

r l-r T s 1

< i—l JR{S"“SR;_” l‘%%l v B,$(x) ) ('JR:!LSlxlsR:{u et ¢B¢
1 1

r l-r T d s 1-g s

ul

-S d.X)

On remarque que (cf. [11], lemme 3.2.10), pour toute fonetion f positive, intém

grable, o, désignant la masse de la boule unité, on a les inégalités suivantes.

(2.5.4) °n IR!<|x|<R!+1 £(x) ax
AL |

S JR5"1S|XISR5L+2 . (JIX-YIsl £6) dy) < oy JR;,—ZSIXISR§_+3 £(x) dx .

Ceci permet d'obtenir, pour toute fonction Y de classe Cl et toute fonction

u positive continue en utilisant (2.5.2), (R.5.4),
FNES
(20505) JR;-_SI"'SR:!L"':L Ianl u(.V) d-y

1 YT
< nIR;-l<lx|(R'+2 de;x v|<t 5l vt &

u(x) dax ([

<! T
S5 “Ri-1g|x|<Rl+2 |x=y| 'on

[ r
SEIZJR'rKIXISR}JZ W) @ o G+ VIE) VTG @
S%JR'-3<IXI<R’+4 5 (1 + V) () |v]T(x) ax .

On déduit alors de (2.5.3) et de (2+5.5), en prenant successivement vy =g¢ ,

u= wl-—r B et vy=G(x) , u= B]i""S § et en notant que V vy avec
¥
00 = Sup(cr ) CS) b
lj gD ¢x(xﬁ dxl 1 1
2 ¥ #ry 1erT T S Ll=s\S
< 0 2 JR5_‘4$lxl$R:'-,_+4 o7+ 7Y (7)B,) (“rR£$IX|S3i+1 16GI 1™ 48,7
1 1
.l ol ¢ 57 (| 1660 15 + T*} ) ®
‘Rig|x|<Riet 1@ ¥ 5y 'R;’-L~4lel<R§-L+4 X oy
G opére de L (.nl"s(l + *S)l S)B dans L (U(l 1"S’) et ¢ eppartient
3 1T(@ + v (y -r)B) qui est :mclus dans L ( ) Donc, lorsque Ré tend

vers 1'infini, le terme correspondant a une limite nulle. Il reste donc
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(24546) ]JRn ox (%) dx|

(1 4 77 (T )V

-<-

< 2G, JR{-4\<_IXISR{+4>l°p|r 1

x (J}q—'4<lxi<R]:+4 lG(X)iQ (l + V*S)'\%'(Ul—s)) N

On montre maintenant que l'espace des fonctions propres considérées est de dimen~
sion finie en utilisant le théoréme de Riesz. Soit B la boule unité de 1l'espace
des fonctions qui sont dans le noyau de %A -V et dans LF((1 + V*r) ¢l— :1;) .
Soit fn une suite d'éléments de B de ;‘fnn <1, on en déduit 1l'existence d'une

suite extraite qui comverge faiblement. Puis, comme fn est dans le noyau de

—% A -V, cette suite extraite comverge uniformément sur tout compact vers une fonc-
tion f , élément du noyau de %A -V . De plus, |If|| <1 , grice au lemme de Fa-
tou. Si o, = £ = £ (en notant toujours fn laNsuite extraite), on déduit de
(2+5.6) que ¢, tend vers O dans LY ((1 + V*r)Uq;('\i;l_r)) , pulisque G est un opé-

rateur continu.
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