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Séminaire Paul KREE 5-01
(BEquations aux dérivées partielles

en dimension infinie)

3e année, 1976/77, n° 5, 27 p.

MﬁTHODE FONCTIONNELLE EN THREORIE DES CHAMPS

par Paul KRﬁE

Soit un champ quantique de bosons ou de fermions. Pour adopter un langage commun
concernant ces deux cas, on dit qu'un tel champ consiste de particules du type
o =8 s'il s'agit de bosons, et du type o = A s'il s'agit de fermions. L'objet
de base est un triplet conucléaire avec conjugaison & = ('"E ¢ 2 c E) , voir 1'expo-
sé 1si 0 =S .0n a construit dans 1'exposé 4 un triplet conucléaire s'écrivant

en réalisation holomorphe
FG = (ME) <« ¥(Z) < F('E)) .

L'espace OpG des opérateurs lindaires continus Q ¢ F(E) — F('E) est muni
de la topologie de la convergence uniforme sur les parties équicontinues de F(E) .
Le principe des méthodes fonctionnelles en théorie des champs consiste & représen-
ter tout élément Q € O0p& par des formes o-symétriques a(z , 2') , oz , z')
sur 'E x 'E (appelées respectivement forme noyau et forme normale de l'opérateur

by

a ) ou par une coforme sur E x B (appelée conoyau). Puis 1'on cherche 3 remplacer
les opérations & effectuer sur ces opérateurs (composition, calcul de trace, ...)
par des opérations sur ces formes et coformes associées biunivoquement & tout opéra-
tion § € Op% . Cette méthode élaborée par SCHWINGER, FEYNMAN, K. O. FRIEDRICHS [5],
F. A, BEREZIN (1], ..., permet aujourd'hui encore la découverte de phénoménes phy-
siques importants (voir les références de [4]), méme si ses fondements mathémati-
ques ne sont pas rigoureux. Un but de ce travail est de commencer & établir ces fon-
dements et de faire le lien entre ces méthodes de physiciens, avec les méthodes de
la théorie constructive des champs. Les premiers résultats ont été exposés & ce sé-
minaire en octobre 1975. Ils concernaient seulement les bosons, les techniques

étant cylindriques [7]. Ils ont &té exposés aussi a Marseille (janvier 1976), au
séminaire J. Leray (février 1976) et & Bordeaux (mai 1976). Les techniques nucléai-
res ont été introduites dans [8], puis perfectionnées dans [9], [ 10]. Un autre but

de ce travail est de dégager des notions mathématiques nouvelles nécessaires au dé-

veloppement de 1'analyse en dimension infinie.

1. Introduction heuristigque.

L'idée de départ de la méthode fonctionnelle est de noter que F('E) et F(E)

sont isomorphes 2 des espaces de suites vectorielles, voir 1'exposé 3. Par consé-

quent, tout opérateur lindaire continu @ de F(E) dans F('E) est caractérisé
par une matrice infinie. Pour mieux faire apparattre cette idée, nous examinons
d'abord le cas d'un oscillateur harmonique, soit ¢ =8 , P=P, , 6=0; = (ceceg) |

voir [ 13]. Donc,
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(1.1) Fg &y = (Exp(C) < F(Q) < 8(D)) .

En effet, dans ce cas, les suites vectorielles sont en fait des suites de scalai-

res. L'espace central est la réalisation holomorphe du Fock de C

(1.2) P = {£(2) = T2, 3 5 [P = T |P Kt <) .

-

Le grand espace H(g) est 1l'espace des fonctions entiéres sur C , muni de la
topologie de la convergence compacte. L'application ":érie de Taylor" montre que

H(C) est isomorphe 3 un espace de Frechet nucléaire de suites numériques (fk)k—_- f.
- -k . k
(1.3) H(_Q)~{kaz=f; Vn,zl‘:zonlfk|<co}.
L'antidual de H(C) est isomorphe 2
-k =
{e=2g 2°; An,swpn kg | <s},

et 1'on voit que c'est l'espace Exp(_(:f_) des fonctions entidres de type exponentiel
sur §_ « Conue H(§_) est réflexif, c'est 1l'antidual de Exp §_ , 1'antidualité

étant donnée par

(1.4) (g,f):Z:___ok!ékfk.

Cette antidualité prolonge le produit scalaire de FS(_C:_) . Notons la propriété

importante des exponentielles exp(z) : z' —> exp(zz') :

(1.5) ve BD , (exp(s) , £) =Zkiire =215 2°=2(3) .

L'apolication f —> f¥* = f et les dualités.

On veut appliquer la propriété (2.14) de 1l'exposé 2 aux éléments de
| op = L(Exp(E) , H()) .
I1 faut donc remplacer les antidualités par des dualités. L'espace
E=HC) = {t¥=F; fenu@)}
a pour dual E' = Exp C , la dualité entre E et E' étant
(1.6)  (£%(w) , g(u)) = ¢* , g) = (g, £) , avec fe H(E) , g€ ExpC .

De méme, F = H(C) a pour dual F' = Exp(C) = {g*, g € Exp(C)} , la dualité
entre F et ' étant

(1.7) (@), ew) =4, e =(g, ), avec € HT), gcExpl.
La propriété (1.5) s'écrit alors

(1.8) v ge H(C) , {exp zu, &(u)) = o(z) ,

(1.9) vyeH(), (expaz, ¥(u))=1¥>z .

A L d
Pour la dualité entre E® F = H(_Q_ x g_) et E' @ F' définie canoniquement par
les dualités E - E' et F - F' , on a donc, pour & € H(g x Q_) , Y eExp(C) et
¥' € EXP(_(-;_) ’

(1.10) ey, =y, sa, uw) .
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En particulier, pour Y = exp zu et ¥'(u') = exp z'a' ,

{exp(zu + z'u') , ¥(u, u)) = 8z, z') .

Noyau @ de Qe Op=L(E',TF).
- A - - -
Clest 1'élément 3 € E® F =H(C x C) telque VYeExpl, ¥ 2€Bxpl, ona

(v, Q) = (¢*, Q&) = (*@ 2, O,

soit

I

(1.11) (v , Q8) = (¢(2) a(u') , @, w)) .

(1.12) Cas particuliers.

(a) Prenant Y¥(3) = exp zu et &(u') = exp z'u' , il vient
(exp z , O exp z') = (exp(zu + 2a'), A, w) =8z, z') .
(b) Prenant Y¥(T) = exp zu' et &(u') € Exp(C) , il vient

(eXP Z QQ) = (@@)(E) = {exp zZu @(1-1') ’ Q(a ’ u')> .

Forme normale ou symbole.

On pose
(1.13) oz, 2z') =8z, 2') exp(- zz') .

Comme la multiplication par exp(- zz') est un isomorphisme de l'e. 1. c. s.
H(g_x g) , 1'application qui & Q fait correspondre sa forme normale Qz , z')
est un isomorphisme de 1l'e. 1. c. s. Op sur H(g_x Q) . Bt vu (1.12 (b)) il vient

(@@)(E) = (exp =zu &(u') , Qd , u') exp wu')
_ Tl (exp za a(3Y) , (@, w') B w

Comme le transposé de 1'opérateur de multiplication par F 0¥ gans H(E x C)

est 1l'opérateur (a/aﬁ)k (B/au')k dans EXp(Q_x Q) , il vient

ky

L4

(1.14) (28)(Z) = (&(u' + z) exp zu , Qu , u')) .

Miatrice infinie d'un opérateur Q .

Cette matrice a pour coefficients les nombres &t ng , Ou les ka sont les

coefficients du developpement de Taylor du noyau Az , z') de Q:

= -k
(1.15) az , z')=2§et 40 % Z L
Pour & = 2 @ = e Bxp(G) , il vient, vu (1.12 (b)),

. A - _ Za) —k
(1.16) (Ge)(2) = 4 o4 40 4t Qg 27
D'ou
(1.17) vk, (Q8), =2 4! Qy 8, .

Cette dernidre relation montre que, si 1l'on considére Q@ comme un opérateur li-

néaire entre espaces de suites, la famille des nombres X! ka (k et 4 en~
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tiers > 0 ) est la matrice de cet opérateur. Deux opérateurs quelconques de Op
ne sont pas toujours composables. D'autre part, les physiciens théoriciens prétent
une attention particulidre aux opérateurs non bornés de 1l'espace de Fock. Il est
donc important de caractériser les noyaux des opérateurs Qe Op qui appartiennent

aux deux sous-classes suivantes.
(1.18) Définition.

(a) Soit Opi 1l'espace des opérateurs linéaires équicontinus de Exp(C) dans
Exp(C) .

(b) Soit Opp 1'espace des opérateurs linéaires continus de Exp(C) dans FS(E).

Comme E(g) est réflexif, tout borné de son dual est équicontinu. Donc, Opi

est l'espace des opérateurs lindaires continus de Exp §_ .
(1.19) THEOREME. - Soit & € Op . Alors :

(a) Qeopie=st zt eC, Q., ') eExpl,

et lorsque z' décrit un borné de C, Q(. , z') décrit une partie équicontinue

de Exp§_ .
(1.20) QeoOpie=>¥n, in' et C>0, |Qu| < okt L
(b) Qeoppes ¥ 2t e, G(.,2") e KD,
et (., 2z') ddcrit un borné de FS@) quend z' déerit un borné de C .
(1.21) Qe Oopge=¥n, sup, 2 o Inglznu Kl <o,
Démonstration.

(a) Supposons Q € Opi . La relation

6.(-2. ’ Z') = (GXP Z Q exXp Z') (6' €xp Z‘)(-Z)

Qy

montre que, pour tout z' e C , Q(. , z') e Bxp . Si z' décrit un borné de (C ,

o~

exp z' déerit une partie équicontinue de Exp C . Donc, G exp z2' = Q(. , z') dé-

crit une partie équicontinue de Exp C .
yrt >0, 3m et ¢, |z, 2")| £C exp(u|z|) ,

pour |2t] < r' . En utilisant alors les relations de Cauchy

= (2mi)”? 1 2GE, =) 4 an

Ueh 3] SR BT
Z|= Z zZ
lZ' =p!

on en déduit (1.20). Pour montrer (1.19 (a)), il reste & mentrer que (1.20) entrai-

ne Qe Opi . Prenons & décrivant une partie équicontinue B de Exp :('}: :

BC et m, avec le(z)| < ¢ exp(mol_zl) .

Donc, toutes les & = 2 2, * e B vérifient

4 ,.-1
V4, lescBmOm .

Vu (1.17), il vient
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s ~ krevk -4 &
[§o)) = 1250 G @ 41l S 005 Ty w @)™ =™ mg

Prenant r' > By cette so.me converge, et on a la relation suivante :
- k k
| (Qe), | s cciey m(efk)”,
et § définit un opérateur équicontinu de Exp C .

(b) En raisonnant comme au point (a), on voit que 1l'inclusion a € Opyp entraine :
si z' décrit un borné de C , (., z') = ZL Quy 7 2% Qécrit un borné de
FS(E) . Cette dernidre condition entratne (1.21). On montre ensuite que (1.21) en-
traine @ € Opy « D'ailleurs ceci est un cas tres particulier de la proposition

(4.17) de 1'exposé 4.

(1.22) PROPOSITION, - Pour L €Opi et Q €0p , alors € = QL €0p a pour symbo-
le

0z, o) = T iR G, EF LG, ) .
D'ajlleurs, si Q et L sont polynbmiaux, on a
€z, z) =@z, v, S, 2)), .
D'ou
c(z, z') = exp(~ zz') (exp(zu') a(z , u) , exp(uz') L(u , z'))u

- exp(- 32') QE,w) , exp((@+ 2)at) WE+ 3, 2,

=z ,u+1z2), u+z, z‘))u ,

d'ou le résultat par développement de Taylor. On peut alors en déduire (1.22), en
approchant oz , z') et L(z , z') par des polynémes (exercice).

Noyau de 1l'adjoint.

Tout Q € Op définit un opérateur linéaire continu de E = Exp § dans G = H(C)
On note que 1l'antidualité entre G et 'G ~Exp{ s'éerit (g, f) , pour

geBxpC et fe #(T) . Done, l'adjoint Q¥ de Q est telque, V & et YEE

(v, 8% 8) = Q¢ , 95,0 = (T 00 .

Dion
3z, z') =lexp z , Q¥ exp z') = (exp 2' , Q exp z) .
(1.23) Et le noyau de Q% est O%(z, z") = Az’ , 2z) .

Ceci joint & (1.19 (a)) donne une caractérisation des noyaux des Q € Ope , espa-

ce des opérateurs L € Op se prolongeant en des opérateurs linéaires continus de
H(C) .

On cherche 2 étendre des résultats en dimension infinie pour les bosons et pour
les fermions, en utilisant les techniques d'espaces collectivement localement

convexes (exposé 2) et la théorie des formes (exposé 3).
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2., Les dualités.

Soit ¢ fixé appartenant & {S , A} . On fixe aussi une famille P de poids sur
N={0, 1, 2, e} vérifiant les conditions Cl , C2 , et C3 de 1l'exposé 3 et
la condition C4 de 1'exposé 4. Partant de & décrivant une o-particule, je cons-

truis le triplet FG dont les éléments sont des formes o-symétriques.,

(2.1) application & —> &¥ .

| L'intérét de cette application est qu'elle transforme les antidualités apparais-
sant dans F& en des dualités. De plus, les dualités obtenues ont des propriétés
remarquables relativement 3 exp xu . Par hypothése, 1l'antidual de F(E) est
F('E) , 1'entidualité prolongeant 1'antidualité définie par le produit scalaire de
F(Z)

(2.2) (Y, 8) = 2 kt (¥, @k)k’u .

L'espace F('E) = {8 ; 3 € F('E)}] a pour dual F(E) , la dualité entre ces es-

paces étant
(2.3) @ (u) , ¥(u))=(*, ¥ =(Y,3, Yer(E).

Dé mémes, F('E) , de point générique & , a pour dual F(E) , d'élément généri-

que ¥*, ve F(E), la dualité entre ces espaces étant
(2.4) e(w) , ¥¥(u)) = €, ¥ = (v, o) .

La propriété fondamentale des exnonentielles s'éerit

(2.5 {(a) v 3 €r('E) , (exp zu , &(u)) = &(z)
L) vieer('E), (expau, o) = 8(3)

(2.6) On rappelle la signification de ces égalités de formes o--symétriques. Si

]

il

g=58,et P= PH , pour tout =z fixé appartenant 32 'E , 1l'exponentielle

U —> exp zu appartient & F(E) , et, pour tout z€ E, u —> exp zu appar-
tient & F(E) . Alors (2.5 (a) et (b)) sont des égalités de nombres. Si o = A ,
P vérifiant (C1) & (c4), (2.5 (a)) signifie que, pour tout sous-espace 'B, de

dimension finie de 'E , la restriction éj de ¢ a 'Ej vérifie
{exp zu , éj(u)) = Qj ,

ou le premier membre doit &tre interprété comme 1'accouplement partiel de
8 € FA('E.) avec 1l'exponentielle de la forme symplectique sur ‘Ej x ‘Ej (voir

exposé 3). Et (2.5 (b)) a une signification analogue.

(2.7) Dualité produit.

D'aprés (3.11) de 1'exposé 3, on a
FOE)@F('E) ~F('E x 'E) ,
le dual de cet espace ¢tant F(E x E) o F(E) ® F(E) . Vu (1.19) de 1'exposé 3, on a,
pour ¢ € F('E x '8) , Y € F(E) et Y¥' e F(E) ,
oy, &= @) ¥, au, u)) .
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En particulier, pour Y¥(u) = exp zu et Y'(u') = exp z'u' , on a

1l

(exp(zu + z'u') , &(u, u')) = ez, z') .

On notera que, pour o = A, on a

exp(z'u') A exp(zu) = exp(zu) A exp(z'u') = exp(zu + z'u') .

3. Calcul symboligue.

Soit (eu)ueU une famille filtrante croissante de semi-normes préhilbertiennes
définissant la topologie de E . Pour étudier 095 = L(F(E) , F('E)) = L(X' , Y) ,

nous appliquons les résultats du paragraphe 4 de 1l'exposé 2 avec

X=>p(N, E)

P(E) = »(x , E) ,
et

Y=p(, G)

I

r('E) = P(x , B) .

(3.1) DﬁFINITION. - Soit ESD 1'espace des suites doubles :

cB ) L on(n?  pe D e
(ka)k,zeP(ExE;\G dr) =p(°, E,®E) .

s e AN
Plus explicitement, on a ka € Eg ® Eg et 7
© k,z
(302) V((D,u)GPXU, ZKetZ:OQ(k)m(z) Eu (Qk£)<°°’
avec sk’J?' = e(eck ’ ecrﬁ) .
u u u

(3.3) PROPOSITION. -~ L'application ¢ @ ¥ —> 3(u) ¥(u') définit, par prolongement
lindaire et continu des isomorphismes d'e. 1. Cc. S.,

I R I I
0p% —Ly P('E) @ F('E) —25 ESD —2» F('E x 'E) .

Démonstration. - L'isomorphisme I, résulte de (2.14) de 1'exposé 2. Les isomor-

phismes I2 et 13 résultent du théordme (3.11) de 1'exposé 3.

(3.4) DEFINITION. - Soit Q € OpG , et soit (Qk z) = (I2 0 Il)(c“z) € ESD .
— —_— ?

(a) 4lors la "matrice! infinie (4! ) est appelée la matrice de 1l'opérateur Q.
ApD

(b) La forme o-symétrique Q = (I3 o I, o Il)é est appelée la forme noyau de
1'opérateur Q.

(¢) La forme suivante sur 'E x 'E est appelée la forme normale (ou symbole) de
1'opérateur Q
(3-5) Q(E ’ Z')

exp(~ zz') Az, z') .

Dans le cas particulier o o = A , on a encore
(3.6) Qz, z")=exp(-2Va)Ad(z, z)=0az, 2') Aexp(-2Vz') .
(3.7) THEORRME.

(a) Les applications Q —3> O —> Q rdalisent des isomorphismes d'espaces nu-

cléaires complets
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0p% —> P('E x 'E) —> ("B x 'E) .

(b) Les opérateurs @ € 0pG dont les formes-noyaux (respectivement les formes-

symboles) sont polyndmiales cylindriques sur 'Ex'E , sont denses dans 0pG .

Preuve., - (a) résulte de (3.3) et du fait que la multiplication & droite par
exp(- zz') est un isomorphisme de F('E x 'E) . En effet, 1l'inverse est la multi-
plication & droite par exp(+ zz') . (b) résulte du fait que, pour tout espace nue
cléaire complet X , les formes polynduiales cylindriques sont denses dans F(x") ,

voir (2.16) de 1'exposé 3.

(3.8) Formules fondamentales,

Soient Q€ Op, @ et ¥ e F(E) . Alors

(3.9) (Qa), = 2, 4t {q, 8,3, §

ou {Qk.@ %} € E;C désigne le résultat de la contraction de ka € El;@ Eﬁ avec
§£ € ‘Eg .

(3.10) (v, Q) = (¥%, Q) = @) ¥(w) , 83, w)) .

La premicre formule résulte de (4.7 (b)) de 1'exposé 2. La deuxiéme formule résul-
te de (4.6) de l'exposé 2 et de (3.16) de 1'exposé 3. Noter que (3.10) redonne

(1.411) dens le cas particulier oh o =S , P=P Z=C, et que

H ?
s(') ¥¥(u) = ¥#(u) 3(3') ei o=S .
Mais il n'en est plus de méme dans le cas anticomautatif.
(3.11) PROPOSITION. - Notons % la conjugaison dans F('E x 'E) prolongeant par

lindarité et continuité 1l'application

£(u) glut) — g*(u') £*(u) ,

avec f € P(*E), ge F('E) . Alors, pour tout Q € Op% , la forme-noyau (respec-

$ivement la forme normale) de 1'adjoint de Q est o*(Z , z') (respectivement

Q*(E ’ Z') )'

Ne. B. = Dans le cas particulier o ¢ =S , la conjugaison dans F(*'E x 'E) prend

la forme trés simple _
(3.12) et(z , z') = Q2" , 2) .

Dans le cas plus particulier o P = PH , on peut prouver (3.11) en dimension

quelconque, en raisonnant comme au paragraphe 1,
Preuve. -~ On a le schéma suivant
F('E) 25 F('E)
r A
. \2 .
F(E) X FP(E) > & et V

(#*) On note que A=f®g: &—> (glu), &a*)) £(4) a pour noyau £(1) glut).



5-09
Ln effet,
(¥, (£8¢g)8) = (glu') , a(uw )@ , (),
et, par application de (1.19) de 1'exposé 3, il vient
(#) (v, (£® g)d) = ') vt(u) , £(u) g(u')) . lMontrons que le noyau de

(£ ® g)* est g*(0) £%(u') . Par définition de 1'adjoint de f ® g , on a les rela-

tions suivsntes

(‘i, ’ Q* @) = (9} y Q\il’ = (Y(l-l') Q*(u) ’ B.(l-i ? u’))
= @@ #u) , f(w e(u)) = @), £@HEE) , glu')
= @), ) aHu) , e @) = @@ ) , eMu) £*(w)

et vu (#%) le noyau de (f ® g)* est g*(u) £*(u') . Par prolongement linéaire
continu, le noyau de l'adjoint de tout @ € Op est 6*(2 R z') . La forme normale
de Q% est
Q3 , z') = @ exp(~ 22'))* = (exp(- 22'))* ¥*(z , 2') .
Pour terminer la démonstration, il suffit de montrer que exp(- zz') est inva-

riant par conjugaison. C'est clair pour ¢ =S . Pour ¢ = A , cela se vérifie &

1'aide de coordonndes dans tout sous-espace vectoriel de dimension finie de 'E x 'E,

(3.13) PROPOSITION. - Soit 'E., un sous-espace complexe de dimension finie de 'E,

identifié & son anti~-dual Ej « Alors, l'adjointe de l'injection canonique
#* o,

aj 'Ej c 'E est la surjection 03 : B — Ej qui prolonge la projection ortho-
gonale de Z sur son sous—-espace 'Ej :
'‘BEcZcE
3
o, U . e
I &
'‘E. = E.
J J
Pour tout Q € 0pG , on a le schéma suivant.
F('E) <% 7(E)

Alors, relativement au triplet 53 = ('Ej = 'Ej ezEj) , l'opérateur §j==Fa5 QF&;
a pour forme-noyau (resPectivement normale) la restriction de 0 (resgectivement
3'E. x 'E, .
Q) &'E; 3

Preuve. - Par application de (3.10), il vient, pour 25 et \yj € F('Ea.) ,
v, 08.) = (a.(@') ¥¥(u) , Q.(@, u')) .
Or, le premier membre est égal a

(‘l’j , (Fozj &Foﬁ?)fj) = ((Foﬁ?)yj , QEFOP? @J.)) i .
= <(Fol§ éjg(u')(Fo%? ng*(u) , A, u)) = (éj(u') ‘i’:‘]?(u) , (x)(@, u')),

ou rQ) désigne la restriction de a . D'ou, rﬁ = 53 » On en déduit alors rQ = Qj'
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(3.14) PROPOSITION. - Pour P =P, si o =5, et, pour tout P vérifiant (C1) &

(c4) si o=4A, ona pour ¥ e FE) ,
(3.15) (08)(Z) = (&(3') exp zu , AT, w')),
(Qexp(.2')))(2) .

Preuve, = 3i P = PH et 0 =S, on raisonne comme en dimension 1, voir le para—

(3.16) (exp z , Qexp z') = §(E , 2')

graphe 1. Ces relations sont, pour z et z' fixde dans 'E , des égalités entre
nombres: Il n'en est plus de méme si o = A , ces relations sont alors des égalités
entre formes alternées définies sur des espaces de dimension finie. Précisons, par
exemple, le sens de (3.15). Pour z € 'Ej , alors

&(u') A exp zu € FA(Ej x Ej) 3 FA('Ej) ,
et la contraction de cette forme alternée.avec la forme alternée 4(u, u') don-
ne une forme Yj € FA('EJ) , et (3.15) affirme que Yj est la restriction de QQ
a Ej . lontrons alors (3.15). Par continuvité, on se raméne au cas ou & est cylin-
drique. On peut supposer que ¢ est basée sur 'Ej et vu (3.13), on est ramené &
déuontrer (3.15) en dimension finie, ce qui se fait en utilisant des coordonnées.

On interpréte et on prouve de méme (3.16) si o=4.

Plus précisement, on a exp(u V z!) € FA(ZE x Zz') = FA(Z) ] FA(Z) . Alors le pro-
duit tensoriel de 1l'opérateur Q du premier facteur, avec 1'opérateur identique du

deuxidme facteur, transforme exp(i V z') en le noyau Q(z , z') de Q.

(3.17) Exemple.

Si Z est hilbertien complexe de dimension quelconque, & tout f € Z on associe
classiquement les opérateurs suivants de FA(Z) , appelés créateur et annihilateur

respectivement A
- b* - - - f -
5(z) 25 £z A 0(z) , 8(2) =5 3 2(3) -

Alors (3.13) et (3.16) permettent de montrer que les symboles de ces opérateurs
sont respectivement fz et Ffz' . De méme, si « est un morphisme de &, Fa a
pour noyau exp(z V az') . Comme au paragraphe 1, on va lire la régularité d'un
opérateur sur son noyau, mais les preuves directes ne sont plus possibles. On uti-
lisera les résultats de 1l'exposé 2. On suppose fixé un triplet &, P et o, P
vérifiant (C1), (C2) et (C4). On rappelle que (C1) v (C2) = (C3) .

(3.18) DEFINITION.

(a) Soit Opi 1'espace des opérateurs lindaires a € Op , définissant des appli-

cations linéaires équicontinues de l'espace interne #E) dans lui-méme Opi
q ’ p

est muni de sa famille naturelle de bornés.

(b) Soit Opyp , l'espace des opérateurs q e Op , définissant des applications

linéaires continues de TF(E) dans F(Z) , Opp est muni de la topologie de la

convergence uniforme sur les parties équicontinues de F(E) .

(c¢) Soit Ope 1le sous-espace de Op , formé par les Qpérateurs § admettant un
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prolongement lindaire continu dans F('E) .

(d) Noter gue l'espace des morphismes du triplet F& est liorg = Opi n Ope .

(3.19) THEORENE DES NOYAUX. - L'application noyau & —> Gz , 2') = 2 q (3, 2')

décrite explicitement par (3.4), (3.8), ... réalise une bijection bicontinue de

1'espace Op des opérateurs relatifs au triplet FG sur 1l'espace F('E x 'E) des

formes o-symétriques sur 'E x 'E ,

(a) Pour que Qe Op appartienne & Opi , il faut et il suffit que, Vu, i3 v

tel que V (kx , 4) , Q, Se prolonge en une forme (k + 4)-1lindaire sur

k('Ev) x Z(Eu) , et que de plus, les normes de toutes ces formes vérifient la condi-
tion: V(om,u)ePxU, 3C>0, B(w ,v)ePxU

(3.20) (1, V4 avee o(a) #0) =plal, , < xt™ o) @) .

(b) Pour que Q € Op appartiemme & Opp , il faut et suffit que, V (k , &),
ka € L(’Ez , Zk) , et que pour tout (m, u) e Px U, il existe C >0 avec

(3.21) (a4, g o) =5 g, ol x we)? <c .

(c¢) Pour que Q € Op appartienne & Ope (respectivement soit un morphisme du

triplet FG ), il faut et il suffit que Q* vérifie (a) (respectivement que @ et

Q¥ vérifient la condition (a)).

Démonstration.

(a) Supposons Qe Opi . Alors, d'aprés les résultats de 1l'exposé 2 paragraphe 4,
V(w,u , 3C>0 et (a*, v) tels que

(3.22) %k, V4 avec w(d) #0 , Qu(cu‘e') coxt F ()t @ (k) ovF .
Donc, Qg est linéaire continu de 'Ef’l dans _!Et , ot
1—1 -
Hkal', <CkiT o) Lt (x) .

Comme la norme T sur ‘Es est plus grande que la norme ¢ , on en déduit
(3.20). Réciproquement, supposons que le noyau de Q € op vérifie (3.20). D'apres

la propriété universelle de la norme w , V (k, 4) , définit un opérateur

Q
k4
3 ’ . £ ‘/* 3 14
1 | S
linéaire de Eu dans Q~/k,n Ev) =Y , dont la norme est majorée par

kit wlo) ™ ot (k) si w(4) #0 . Introduisons v,

s s Ev — Ev soit nucléaire, la norme de cette surjection étant notée p . On
. Pl

o o 3 4 3 v '

sait (voir [147]) que la transposée de CDk s envoie Y dans ( Evl , la norme

de cette injection étant majorée par pk . D'autre part, il existe un poids " de

o>v , tel que la surjection

P nmajorant (k) pk . Donc Q vérifie (3.22). le couple (w', v) &tant remplacé

par (o , vl) . Par conséquent, vu les résultats de 1l'exposé 2, @ € Opi

(b) résulte du paragraphe 4 de 1l'exposé 2, (c) se déduit de (a) en utilisant

(3.11).

(3.23) COROLLAIRE. - S8i P = Py

Jection bicontinue de Op relatif au triplet ('"Eczc E) sur 1'espace

et o =28, alors 1l'application noyau est une bi-
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H#O('E x 'E) des fonctions hypoholomorphes sur 'E x 'E, telles qu'elles sont dé-

finies dans 1l'exposé 3.

(a) Pour que @ € Op appartiemne & Opi , il faut et il suffit que, lorsque 2z’

décrit une partie équicontinue Au de l'anti-dual 'E de E , les fonctions

al. , z') se prolongent par continuité en des fonctions entiéres de type exponen-

tiel sur E , ces fonctions décrivant une partie équicontinue de Exp E .

(b) Pour que Qe Op appartienne & Opg , il faut et il suffit que, lorsque z'

décrit une partie équicontinue u de 'E, les fonctions correspondantes Q(., z')

du premier argument, se prolongent par continuité en des fonctions de FS(Z) y et ¥

décrivent une partie bornée.

Dénonstration,

(a) Pour montrer que les conditions indiquées sont nécessaires, on interprite

(3.16) comme une égalité entre nombres complexes, et on 1'écrit sous la forme

Uz, 2') = (Qexp 2')(3)

Quand z' décrit u , 1l'exponentielle exp z! = zflo j!—l Qj z' décrit une par-
tie équicontinue de Exp E . Donc, si Q € Opi (respectivement Opp ), les fonc-
tions Q(. , z') décrivent une partie équicontinue de Hgo('E) (respectivement
bornée de FS(Z) .

(b) Soit @ € Op dont le noyau vérifie la condition (3.23 (a)). Pour h et
h'! € 'E , la formule de Cauchy donne

§ (B , n” = (2mi)™2 ” m+1 61h) o% atr

L,n+1
1'intégrale étant prise pour t et t' , nombres complexes tels que |t| =r et
|t*] = r* . Par hypothise, YV u €U et r' >0, il existe v €U et A >0 tels
que

Vz'eru, |z, z')] <cC exp(hav(z)) .
Ces deux dernitres relations entrafnent
=k & k =k ek k =k -1
¥ h' €u, Q,u(h , i) <cC A ev(h) (-k-) ARy ev(h) ki
Vu la propriété universelle des normes 1w, les Qkﬁ vérifient la condition
(3.20), pour P = PH « Donc, vu le théoréme des noyaux, Qe Opi .

(¢c) Exuminons finalement le cas de Opy . Soit Q tel que &(. , z') appartien-
ne & la boule de rayon C = C(A , u) >0 du Fock lorsque z' décrit la partie

équicontinue Au de 'E, A et u quelconque. Sous ces hypotheéses,

I o llag, (e s 2Pkt s 0?

On a donc des applications linéaires ka : ’Eﬁ — Zg dont les normes véri-

fient

¥A>0, 0420, 2 HQMHZ}\%MSC .
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Donc Q vérifie (3.21), et QE Opy , d'apres le théoréme des noyaux.

Pour calculer le noyau et le symbole du composé de deux opérateurs, nous complé-
tons d'abord le paragraphe 4 de 1l'exposé 2 en introduisant une troisime suite

= (B'k)k d'espaces collectivement nucléaires complets, les topologies de ces es-
paces étar;t définies par les familles (eﬁ)w des semi-normes habituelles. Tosant

=PI, H') , il vient 2' = P(N , H'") et le schéma suivant.

zZ="pQ, ") Y=pP(, ¢) Xx=>r, E)

(3'24) N S
z' = P'(§ , B'") Y=, e) & x =P (n, B')

i

(3 25) PROPOSITION. - Pour fe®x , 1) et 2eL(Y, 2), on pose
A= Q,L e L(X' , 2) . Soient (41 QM) et (&t Lk.e) les matrices des opérateurs @
et £ avec

2N
B, 6™ et q eL(e™, H) ~HE B,

Le composé de ces opérateurs appartient 3 (g¥ , I) . Alors

Ak.@ = mi Q’k‘m ° L
converge dans L(E"a Hk) ~E% Ao , et (41 A]M) est la matrice de A . De_plus

pour L fixé, 1l'application suivante est continue :

A N
L(Y', 2) 3 Q — (Au)k,_z ceZ®X.

Dénonstration.

vueU, vwew, |al o o=suw{ly, g, g g e, g e

S omt el Qg o L, 8, G5 g e W g, < 2y .

Dans un premier temps, puisque le sous-espace A engendré par les suites doubles
finies, est dense dans Z®Y , on aura une somme finie de termes non nuls dans
cette somme en prenant ag dans ce sous-espace. D'aprés l'exposé 2, paragraphe 4,
pour tout (W, u) € P x U, il existe (= , v) e P xV et C >0 tel que
Lmz o c¢mi? 0'5(},)_1 @' (m) v , pour tout entier 4 20 . On peut supposer m' > .
Donc,

lAulu’w Y w(&)—l Z:::O @' (m) sup{| Qp M, o C,k>| 5T, € v' et A wk} .

A . A .
Comme QEL(Y', Z) ~Z2®@Y s on a, dans cet espace, la semi-norme ¢

Sen ™ (@) gl = 18lg 4 4
v (4, k) ; ©(4) W'(k)lAulv

~N Clﬁlwl V T‘V .

Cette inégalité montre que l'application llnealre B¢ Q —> (Ak;z P est conti-
nue dans A , muni de la topologie induite par 2 ® Y dens (P® P)(I\Ié H* E') .
On sait que cet e. v. t. est isomorphe & ZQX = L(X' , 4) . Donc, B se prolonge
par continuité en une application p de L(Y' , 2) dans L(X' , Z) . Par ailleurs,

1'application vy : Q _ :1‘; = &L est lindaire continue entre ces mémes espaces car
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= swpf{| g, Ol 5 gea

-e

cea, b

L!'opérateur L &tant équicontinu, il existe C >0, ™ >w et v €V tels que

A

Ldm,u c de?,v' , et par conséquent

4] 6,

4G, S C sl @, Ol meay - cedg d=clalg .

Comme les applications B et Y coincident sur A , elles coincident partout,
et la matrice (41 Akz) est bien la matrice de QL .

(3.26) Remarque.
Si, dans 1'énoncé (3.25), 1'hypothése Q€ L(Y' , Z) est remplacé par 1'hypothd-
se Qe LE(Y‘ , Z2') , la conclusion de cet énoncé est ainsi modifié.

4 a AN
A, € LE(pr4 , 55) et (41 Au) est la matrice de A = QL .

En appliquant (3.25) & la situation envisagée dans cet exposé, on obtient la pro-

position suivante.

. N « = Soien L € Opi e ﬁ € on es matrices § e
(3.27) PROPOSITION. - Soient L € Opi et Op dont 1 % (41 L.,) et

(21 ka) vérifient respectivement les conditions (3.20) et

V(e, uwePrPxU, Zg,g w(k) =(4) “Qk&“u <o,
Posons |

(3.28) b, = Z;;O mi Qo Ly,

AN
(a) Alors cette somme converge dans ﬁkéi

1'opérateur yy composé de i et Q .

(b) De plus, pour T fixé dans Opi , 1'opérateur lindaire Q -> QL est conti-

o , et (41 Akz) est la matrice de

nu dans Op .

Notons que le noyau A(Z , z') de 4 = QL s'exprime aussi sous forme d'un pro-

duit o-symétrique contracté
= RS PR g -
(3.29) Kz, z') = Z;;O ii [Du Az , v D= L(u, z')]u .

(3.30) Principe de la démonstration.

(a) Montrer que le second membre II est défini comme élément de F('E x 'E) et

que l'application Q —3» II est continu.

(b) Montrer la formule (3.29) dans le cas particulier ou Q(z , z') est défini
par une somme finie de tenseurs décomposables de 'E x 'E . Dans ce cas il existe
un sous-espace 'Ej de dimension finie de 'E dont l'algébre tensorielle contient
cette somme. Alors, V (k , m , 4) , le tenseur contracté ka ° Lmz peut &tre
calculé dans F(‘E'j x Ej) » Ly, étant remplacé par sa projection canonique sur
cet espace. Vu (3.13), on est ramené & démontrer (3.29) en dimension finie, dans ce
cas particulier. Ceci s'effectue en prenant une base orthomormée dans ’Ej et par

un calcul explicite utilisant les formules du paragraphe 6 de l'exposé 3.

(c¢) Les applications § —> II et Q —> A(Z , z') sont donc continues et coin-

cident sur un sous-espace dense. Elles coIncident donc sur tout 1'espace Op , et
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le formule (3.29) est démontrée.
Le noyau du composé de L e Opi et Qe Op est encore noté
(3.31) £z, 2') = @z, , LG, 2),

car I s'obtient par une contraction de 6 et T portant sur la deuxiZme varia-

ble de § et sur la premidre variable de I . Au second membre, la lettre u ré-

pétée deux fois symbolise donc une contraction. On démontre, & présent, une formule
de [1] donnant la trace (usuelle) d'un opérateur & trace de TF(Z) , pour o =S ou
A .

(3.32) PROPOSITION, - Soit (Zj) une famille filtrante croissante de sous-espaces

complexes de dimension finie de Z , dont la réunion contient uhe base orthomormée

de 7 . Pour toute forme § sur Zx 2, Qj désigne la restriction de & &

Z.xZ..
J J

(a) Pour tout couple (A, B) a'opérateurs de Hilbert-Schmidt de F(Z) , on a

(3.33) Tr A8 = limj jj Kj(z , z') C>§j(§' , Z) vs(z' , z') vé(z , Z)

(b) Pour tout opérateur 3 trace ¢ de F(Z) , on a

(3.34) Tr & = Lin, f Ej(E y 2) vj(E , 2)

Principe de la démonstration. - L'espace LZ(F(Z)) des opérateurs de Hilbert-

Schmidt de F(Z) est isométrique, par l'application noyau, &
7(7) 8 (F(Z))* = F(Z x 2)
Le produit scalaire dans L (F(Z)) est
(2, 8) = tr(BA¥) = tr (A% B)
En appliquant le théoréme (3.7) de l'exposé 4 aux formes E et g , on obtient
tr(d* 8) = (&, B) = 1im'j jj Kj(E , )% 0 ﬁj(E , z') vB(E , 2) vé(z’ ) z').

Remplacant A par son adjoint dans cette formule, et en utilisant la formule

(3.11) donnant le noyau de l'adjoint en fonction du noyau de A4, on obtient (3.33).

N

(b) Eerivons & = A8, ou A et B sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt.
Alors en utilisant des coordonnées et (a), on vérifie (3.34) si 7 est de dimen-

sion finie.

(¢) En général, soit m, le projecteur orthogénal de Z sur Z. . Utilisant les
notations de (3.13), on sait que tr ¢ = 1im. tr C, . Vu (b) et (3.13) il vient

[

tr C = lﬁnj J Cj(z , 2) vj(E , 7) = limj 5j(§ , Z) vj(g , Z) e
On calcule maintenant la forme normale (ou symbole) du composé de deux opérateurs.

(3.35) THEORRNE, - Soit P = Py et 0=5 ou A. Alors, pour Le Opi et

Q(E Op , le symbole de A= Q o L s'exprime de la manilre suivante en fonction des
A

gymboles de Q ‘gﬁ L
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(3.36) (Q 1)z, o) =5 170, a3, 21) O3 1(z , 211,
1a série convergeant dans F('E x 'E) .

Les symboles [ese O +..) désignent un produit tensoriel o-symétrique de for-
mes vectorlelles, suivi de la contraction associée & la forme bilinéaire de dualité
entre Ei et E‘ . Les dérivées qui interviennent deans (3.36) sont des dérivées a
gauche. On va encore utiliser, pour prouver (3.36), la démarche géndrale exposée en
(3.30). Cette démarche a 1'avantage de séparer les difficultés algébriques (lemme 1)
des difficultés d'analyse (lemme 2 et 3). On éerit (3.36) sous la forme abrégée

I = IT . La démonstration montre comme 1'hypothdse sur P peut &tre affaiblie.

LEMIE 1., - On suppose P quelconque, o =S ou A, et qu'il existe un sous-

espace 'Ej de dimension finie de 'E tel que la forme Q(z , z') soit définie

par un é1lément de l'algbbre tensorielle de Ej x Ej . Alors (3.36) est vraie.

On note d'abord qu'elle a un sens puisque la gérie de II a un nombre fini de
termes non nuls. I1 faut vérifier que les formes I et II coincident sur tout
sous-espace ‘Ek x 'E_ de 'f x 'E ., Remplagant ‘Ej et 'E_ par leur somme, on
peut supposer j =k . Vu la proposition (3.27), il vient en utilisant le notation

(3.31)

Kj('z' , 2') = @z, u) Oexp mu, L(u, Z')>j
= (Qj(E , u) Oexp zu , ﬁj(ﬁ , Z')) .

On est ainsi ramené en dimension finie. En utilisant la formule de Taylor (para-
graphe 6 de l'exposé 3) et des coordonnées, il vient
KJ(E ’ ‘) = <Q (Z ’ ) ’ i,](ﬁ+ EZ'))
(Q (z, u) , exp(U + z)z' C)Lj(ﬁ + 2z, 2')) .

-

Comme l'exponentielle est une somme de formes homogdnes de degré pair, elle com-—

mute, et on a 1'égalité suivante.

L]

Aj(g , z') = (QJ(E , u) , exp uz' O Lj(ﬁ + 2, z'))
Par deux autres applications de la formule de Taylor, il vient

A (z, 2') = <QJ(Z ,u+z2'),L(@+z, 2')

- J ; -
=74 1[1) o,z , =) oo 1,(z, 2] =11

et le lemme 1 est démontré.

LEMME 2. - Soit P vérifiant toujours (C1), (€2), (C4) et o =S ou A.

-~

(a) Alors le produit o-synétrisé des noyaux de deux opérateurs Q et ie Opi

est encore le noyau d'un opérateur de Opi .

(b) Ceci entraine, en particulier, que 1'application symbole réalise une bijec-

tion de Opi sur l'espace des formes vérifiant (3.20).

Démonstration.

(a) Comme Q (respectivement 1 ) € opi , pour tout couple (= , u) , il existe
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(wl , v) (respectivement (w2 , v2) ), CQ et C; tels que

o o, (x) ()
) L2, S TE ’

et

-1 -1
”I‘u”uo . SOy ki wy(k) ole)™ .
'2
Comme P et U sont filtrantes croissantes, on peut supnoser =, =wm et

2 1
v, =7V . Le produit £ de qQ et I wvérifie

¥ (m , n) , Am,n(z R z2') = 2:2:0 Z?:O %—i,n—j(-z. , z') OLij(E , z') .

Pour montrer que ie Opi , j'utilise le théoréme des noyaux, et je pars d'un
couple (@' , u) arbitraire. Comme (C1) u (C2) == (C3) , il existe C >0 et des
poids w! et we P tels que .

ml(m -1i) ml(i) wi(m)

1
X <C

17 H5=0" (m =-1)f it~ m{

z

et

£, = Z?:O o(n - j)"1 w(j)-l <C m'(n)—1 .

D!'ou

@!(m)
gl o SCq0pE 5, S0 L o)t
u L,V

QL CQ CL m!
?
wniformémént en m et n . D'aprés le théoréme des noyaux, A € Opi ,
(b) Soit & un morphisme du triplet &tudié © . En utilisant (3.16), on peut
voir que le noyau de Fo est exp(z(az')) , et 1l'on sait que Fao est un morphisme
de FG o En particulier, exp(- zz') est le noyau d'un opérateur de Opi . Vu (a),

si Qe opi, &z, z')=0alz, z') exp(- zz') € Opi .

LEMME 3., - Soient P = PH ou PF , et o=8 ou A, Pour f fixé dans Opi ,

et Qe Op , le second membre II de (3.26) appartient & F('E x 'E) , la série

convergeant dans cet espace. De plus, 1l'application é —> II est linéaire conti-
nue de Op dans F('E x 'E) . v

Preuve. - On a Q€ P('E x 'E) = F('E) @ F'E) . On & vu, dans l'exposé 3, que le
produit o-symétrisé par un élément fixé de F('E x 'E) définit un opérateur conti-
nu de cet espace. Vu la propriété universelle de la topologie Tt , on peut donc se
limiter & démontrer le lemme quand Q = Q(z') € P('E) . Par identification, on
obtient les coefficients de la série de Taylor de II .

()1 , = I olaz)eeelair )iy, ). (44 1)[o, O
isi<ogk+i

Exaninons d'abord le cas P = Py . Comme Qz') = Za Qa(z‘a) e P('E) , pour tout

(m , u) il existe C >0 tel que lelu-S c

1.

I'J&+i,k+i--oz

\ n~% , D'autre part, comme L € Opi ,

Q
pour tout (N0 , u) , il existe (N6 , V) tel que
L qiP y=d
] 1
v (P ’ Q) ’ |Lp’q|vo UF-S CL p! NO Nb .
’

On peut supposer v o u . Par conséquent, pour tout couple (k, 4) d'entiers 20,
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il vient

')“ N! .
ﬁ 0 N k aooo( - 1 0 0
et |11k PLIRES Q C. 7 (ﬁEJ Z&,i 0;, i+ )/ )a (ﬁzol

la somme 2 étant étendue aux couples d'entiers o et i tels que i =0,
igagi+k . Prenant Ny >N, le terme en facteur devant 2 est uniformément
majoré, quand k et 4 varient. Il suffit de montrer qu'il en est de méme pour Z,
du moins si m est convenablement choisi. On calcule 2 en faisant le changement

dtindice (i , o) — (1 , Yy=o- i) . D'ou

3 = zky= ty/m

N. It
k Y 0 "04-Y
‘ZhJWW” (1-—ﬁ;4 .

. rd ’ I'4 7’ ] w
Lorsque k varie, ces sommes sont majorées par la série géométrique 2 -0 e¥ R

avec €< 1 si m est assez grand. Le lemme est ainsi prouvé si P = PH . Si

P = PL la condition L € Opi signifie, d'aprés le théoréme des noyaux, que, V k. ,
[ zo avec sz =0 si 4> zo y et k< ko . Ceci entraine que (*) a seulement un
nombre fini de termes non nuls, ceci permet de montrer la continuité de 1l'applicae

tion Q —> IT dans ce cas.

(3.37) DEFINITION. - Le conoyau 63 de tout opérateur Q € Op est la coforme sur

E x E ayant pour transformé de Laplace le noyau Q de Q.

D'ou
Uz, z') = J exp(zu' + z'u) 5Q( , u') .
La formule (3.16) s'éerit
i ¢ eP(E), (Q)(a) = j 8(7') exp zu 8Q(u , u') ,

ce que certains physiciens écriraient

~

G- oxpu® e w 63, w)

Ainsi, nous avons résolu, en dimension quelconque et pour ¢ =3 ou A, le pro-
bléme de la représentation diagonale, qui était seulement abordé jusqu'ici en di-

mension un et pour o =38 .

(3.38) Par exemple, le conoyau de 1'opérateur identique est la coforme normale ca-
noniquement v sur Z° , coforme trds bien comnue si o =S (mesure gaussienne),

et moins connue si o = A (voir fin de 1'exposé 3). Soit aussi
A~ _ _ . VA
Q=10 = exp(ltdb) ,

Hb dtant 1'hamiltonien du champ 1libre et t complexe. La T. L. de Ut est

ﬁt = exp{z , exp(itw) z') si o =9 . Pour t =1i6 avec ¢ réel >0 , on retrou-
ve une mesure gaussienne. Pour t complexe quelconque, on trouve une fonctionnelle
analytique représentée par une mesure gaussienne déduite de la mesure gaussienne de

T. L. exp zz' per la transformation lindaire z —> z exp((itw)/2)
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4, Calcul symboligue pour les opérateurs vectoriels,

Soit &= ('E c S ¢ E) un triplet conucléaire complexe. Vu le paragraphe 2 de

l'exposé 4, on peut définir, pour tout entier k =0 , le triplet
P o= (PR, '8 P2, 7)) « FOR, B))
et pour k = 0 , on retrouve le triplet FG .,

On définit par exemple,

Op, = espace des opérateurs linéaires continus de F(E) dans Fk('ﬁ , Eg) , muni
de sa topoldgie naturelle ;

Opi, = espace des opérateurs linéaires équicontinus de F(E) dans Fk(ﬁ , 'Ei) ,

muni de sa famille naturelle de disques bornés ;

Opg_ = espace des opérateurs lindaires continus de F(E) dans Fk(z , Zﬁ) , muni

de sa topologie naturelle.

En procédant comme au paragraphe précédent et en utilisant les résultats généraux
des exposés 2 et 3, on voit que tous les résultats du paragraphe 3 s'étendent 3 ce
cas, Ainsi la forme normale de 1'opérateur vectoriel Q E:Opk est une forme vecto-
rielle

- = QD A
Az , z') € Fk('E , EI;)@F(‘E) ~F('E x ‘E)@El; .
3 ' z k3 — . ' ’ . . >

Si 1l'on écrit ng = Opk’o , et =i 1'on définit naturellement Opo,k , on voit

que l'adjoint de Q appartient a Opo X ? et que sa forme normale est une forme a
?

valeurs dans i% .

5. Applications préliminaires & la physigue.

En théorie constructive, les expressions des champs libres sont données directe-
ment par certaines distributions f —> @O(f\ 4 valeurs opérateurs sur M , puis
1'on vérifie que ces expressions vérifient 1'axiomatique de Garding et Wightman. La
méthode fonctionnelle et le formalisme lagrangien (exposé 1) permettent de définir
naturellement et ponctuellement tout champ libre 30 , %b(x) ayant pour symbole
la fonctionnelle définie par 1'observable classique 2z —> qj(x) , les variables =z

et z étant dédoublées. Voyons l'exemple des bosons scalaires.

(5.1) DEFINITION. - Soit un triplet & = ('E ¢ Z ¢ E) comme dans 1'exposé 1 avec

E = 's(Ht) (respectivement '©(Ht) ), et soit P = Py . Alors, le champ libre de

bosons sur I est la fonction &b ¢ M == 0p&G telle que, pour tout x € M ,

@O(X) a pour symbole
- —(d—l)/2j - . . .
(5.2) 8,(x, z, 2')=(2n) pent(2(p) exp(ipx) + 2'(p) exp(~ ipx)) dulp) .
En théorie constructive, %O(x) n'est pas défini, et on écrit formellement
(5.3) v £ e s(M), ?ﬁo(f) = j ?éo(x) £(x) dx .
Dans le présent formalisme, on a la proposition suivante.

(5.4) PROPOSITION. - Pour E = 'S(Ht) (respectivement ‘©(Ht) ), le champ libre 3,
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est une fonction C~ sur H (respectivenent entidre), & valeurs dans Op®% « De

plus, pour toute f € O(M) , le champ moyenne %O(f) est 1'intégrale de Dunford de

la fonction vectoriclle x ——> Eb(x) , par rapport & la mesure f(x) dx .

Démonstration. - Comme 1'applifation symbole est un homéomorphisme de Op% sur
H('E x 'E) , il suffit de montrer :

(a L'application G : x -3 &.(x , z , z') est C°° (respectivement analyti-
1Y 0 ’

que) sur I & valeurs dans E('E x 'E) .
(b) Le symbole %b(f , z, 2') de 30(f) est 1l'intégrale faible de G .

En ce qui concerne (a), comme G(x) est la somme de deux formes lindaires, il
suffit de montrer, par exemple, que la fonction suivante est C° (respectivement
analytique)

K: x -).j z(p) exp(ipx) du(p) .

or K(x) = (z+—=> (=, Kl(x)>) , b K, est la fonction ¢® (respectivement ana-
lytique) x —> exp(ipx) du(p) de M dans E . Donc (a) est démontré. En ce qui
concerne (b), on note que la fonction G est continue & valeurs dans l'espace com-
plet H('E x 'E) . Donc, 1'intégrale faible (Dunford-Bourbaki) de G par rapport a
f(x) dx est définie. Par application du théoreme de Pubini, il vient

rr
- -ld-1)/2 - . .
I syxim,5) 23 ax = 20072 [[G0) axplipe)+ 21(p) exploton) £(x) au(s)
= /21 (Z rest £ + z' rest(f®) ,

ou - fv(x) = f(-x), rest f étant la restriction & Ht de f . D'od
j %O(x) f(x) dx = /2 a*(rest F) + a rest(f¥)] .

On retrouve l'expression du champ libre %o(f) donnée en théorie constructive.

AN

Soient fl ’ f2 , f3 , f4 € 'E , Le produit de Wick, :QR: , des opérateurs
A 3 o % =
(5.5) Q=a (fl) a(f2) et R=a (f@) a(f3)

est défini en forment d'abord QR » puis en mettant tous les créateurs a gauche, et
les annihiliteurs & droite. Dans le cas des fermions, il faut affecter le résultat

du signe (- l)i y O i est le nombre d'inversions effectuées pour faire ce réor-
donnancement. Or, Q(z , z') = Efl.z'f;' et R(z, z') = z‘fg Ef4 . On constate

donc que dans ce cas

:QR:(Z , 2") =z, 2') R(Z, 2') ,
et cette régle s'étend au cas o Q et R sont des polyn®mes en les créateurs et
les annihilateurs. Ceci nous conduit & la définition ci-aprés trés simple des pro-
duits de Wick.
(5.6) DEFINITION. - Pour & et & € Op%, 1'opérateur :0f: € 0pG est défini par
son_symbole
(5.7) QR (z, 2') =z, 2') R(Z, 2') .

Cette définition s'étend aux opérateurs vectoriels, mais alors :QR: n'est défi-
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ni que si le second membre de (5.7) est défini comme forme vectorielle.

En théorie constructive, le foncteur gamma permet seulement de quantifier direc-
ment les contractions de Z , les opérateurs auto-adjoints de 7 étant ensuite
quantifiés d'une autre maniére. Nous allons préciser ces résultats en calculant le
noyau de l‘opératéur quantifié. De plus, nous étendons ces résultats & des opéra-
teurs plus généraux de & , & savoir tous les morphismes du triplet & , Pour avoir
des notations en accord avec celles des physiciens, le quantifié de B, y , «ee

est noté UB , U .e. au lieu de F(B) , F(y) , ... Nous calculons aussi le

Y ’

noyau de U QUY , pour tout Q € 0Op .

B
(5.8) PROPOSITION.

(a) Soit B une contraction lindaire de 2 '(respectivement un morphisme du tri-

plet © ), Alors UB est une contraction de TF(Z) (respectivement un morphisme du

triplet Fo ) et le noyau de UB est

(5.9) ﬁB(E , z') = exp(EBz') .

(b) Soit y comme B . Soit Q un opérateur lindaire continu de F(Z) (respec-
tivement Q € 0p% ). Alors, L=v

A
B QUY est défini comme opérateur linéaire conti-

nu de F(Z) (respectivement € OpG ), et son noyau est

(5.10) Bz, 2') = ApFz, yz') .

Démonstration. - On utilise les formules (3.16) :

GB(E , z') = (exp z , Ua exp z') = (exp z , (2;;0 e, B) exp z') )
= (exp z , exp(Bz)) = exp(zBz') .

Dans le cas des fermions, (5.9) signifie que U
-Z-VBZ! .

est 1l'exponentielle de la forme

C

L(z, z') = (exp z , Ug QU expz') = ((UB)* exp z , Q U exp z')
= (Up* exp z , Q(UY exp z')) = (exp(B* z) , Q exp(yz')) = of* 2z, yz') .

Dans le cas des fermions, (5.10) signifie que [ est la transportée de la forme
alternée @ par 1l'application (z , z') > (B* z , yz') .

(5.11) Applications pour les bosons.

(a) En théorie constructive, la propriété d'invariance relativiste du champ libre

de bosons est d'abord écrite formellement :
1 0 -1 4
(5.12) vLel ,Vxel, U 5,(x) U = a,(1x) ,

puis écrite sous la forme rigoureuse en "intégrant chaque membre par rapport &
f(x) dx ", Dans le présent formalisme, (5.12) a un sens mathénatique. C'est une éga-
1lité dans OpG . On notera que le premier membre Uy %O(X) U -1 est défini
L
U ¢, (x) - U _
P(E) ~=—>T7(E) ~—=——>TF('E) — F('E) .

De plus (5.8 (b)) donne un moyen trés simple de vérifier (5.12) (exercice).
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(b) Considérons le cas particulier ou L, = (a , A) est une trenslation temporel-
le d'intensité t . Soient a = (t , 0) et A=1Id . L'action de IL_ dans ©

stéerit z(3) > exp(itu(p)) z(p) . On pose alors ’
(5.13) exp(ith)) = ULt ,

d'oh

(5.14) (exp(itf)))(z , 2') = exp(a((exp(itw)) - 1)z') .

Pour t petit, cette quantité est équivalente & 1 + itzwz , et la forme norma-

le de 1'hamilionien libre ﬁb est
(5015) 110(2 ’ Z') = EWZ' .

D'ailleurs, Hb(E , z) est la fonctionnelle définissant 1'hamiltonien du champ

classique : voir exposé 1. Notons qﬁe (5.8 (b)) entratne
(5.16) %b(t , X) = exp(+ itﬁb) 50(0 , x) exp(- itﬁo) .

(c¢) Classiquement, exp(itfl) est défini seulement comme contraction dens P(Z)
seulement pour les t complexes tels que la multiplication par exp(itw) est une
contraction dans Z , c'est-a-dire seulement pour Im t >0 . Dans le présent for-
malisme, si E = '©(Ht) , exp(itf) est défini comme $lément de Op% , pour tout
nombre complexe t . En effet, pour tout nombre complexe % , la multiplication par
exp(itw) définit wn morphisme de ¢ = (@(Et)w < L2(Ht, W)y < '0(H1)) . Donc
FS(exp(itw)) est un morphisme de Fg . idais ceci n'est plus vrai pour E::'S(HT) .
On suppose dés lors E = 's(Ht) et P = Py
(5.17) Définition des produits de Wick du champ libre.

d-l)

Soient n entier =21, xe M, fe s(g?) , g€ 0 . On_pose

:%g:(x) = :Eo(x)n: ,
:@g:(f) = j :igz(x) f(x) dx ,
:%g:(o , 8) = J :%g:(o , %) g(x) dx .
(5.18) PROPOSITION.

(a) Les trois opérateurs de la définition précédente ont pour svmboles

:ﬁg:(x 12, z') = éo(x sz, 2')

:@g:(f sz, z') = j éo(x 5z, z2')" £(x) dx
(200, 8535, ) =] 80, F37, 2)" e & .
(v) :“gz(x) € 0pG ; :&g:(f) e MorG ,
et

:%g:(o , &) € Opo , pour tout g € Q(Bﬁ_l) &e>d =2 .

Preuve., - La partie (a) résulte de (5.2) et de (5.6). Notons z(x) et z'(x)

les transformées de Fourier inverses de ext(zu) et ext(z'u) . On a
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5(x 5 3, 2) = (M2 (3= %) + 2(x)) .
D'ou
7, 2') = 0(3(- x) + 2 (x))" .
EPINGY JFM 2(- ) 2 ()" £(x) ax .

Vu le théoréme des noyaux, :ﬁg:(f) € Opi , si 1'on peut montrer que, pour tout

~e

n
.@0.(X

I

:Qg:(f , z ’ z')

z' fixé dans § , et, pour tout k=0, 1, ... , n, la fonctionnelle
- - - k n-k
7 — Qk(z) = f z(- x)" ='(x) f(x) dx ,

se prolonge en un polynbéme continu de degré k sur '$(Ht) . Or par transformation
de Fourier inverse, on obtient en posant F(x) = z‘(x)n—k (%)
- 1 ky - -/ k 1 k
Q. (z) = J P F(p™ + see + 9 ) 2(p') ouv 2(p) du(p™) oow ap(ps)) .
H .
D'ou le prolongement cherché de Qk puisque F(p) € & . Ceci entratne

:%g: (f) e Opi .

Comme le symbole ée l'adjoint de ‘?%1" (f) a wne forme analogue au symbole de

An I \ . \ .
19y (£) , cet opérateur -appartient 3 Opi donc. & Ope n Opi = Mor% , pour la der-

nidre assertion, voir [7].

On notera que (5.16) s'éerit aussi

(5.19)  Vees(E™) ; 3.(t, ¢) = exp(ithy) 3,(0 , ¢) exp(- ith) .

Dans une premiére approche, on peut considérer que la théorie des champs de bo-

sons avec interaction se fomule comme la mécanique quantique ordinaire, avec une
équation de Schrddinger. En fait cette approche est incorrecte en général, car
1'équation de schrodinger n'a pas 1l'invariance relativiste, et 1l'écriture d'équa-
tions & temps constant introduit des infinis [2]. Mais elle a donné un résultat in-
termédiaire fondamental dans la construction de Qg par GLIMM et JAFFE, & savoir
1ltexistence d'un champ en dimension 2, correspondant & une interaction tronquée.
Dans cette premiére approche, on part du champ libre a l'instaht t = 0 ; on se

donne un hamiltonien

(5.20) f= 8+ H(t)
obtenu en ajoutant & 1l'halmitonien libre ﬁb un hamiltonien d'interaction dépen-

dant éventuellement du temps +t . Puis on cherche & définir le champ & une époque
quelconque en faisant évoluer le champ pour t quelconque & l'aide de 1l'hanilto-

nien f . Pour HI indépendant du temps, on cherche & donner un sens & la formule
(5.21) 3(t , o) = exp(itfl) 8,(0 , ) exp(- itf) .

Comme premidre application, il a été prouvé dans [12], que, pour g non nul dans

@(Bé_l) et A #0 , l'hamiltonien tronqué
. o\_:\ )\.4.
(5.22) =8y + g9 (0, 0)

est un opérateur de F(Z) si,et seulement si, d = 2 , ce qui résulte aussi du
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théoréme des noyaux car le symbole de H_ est
N

zwz' + 7TYw @O

11 vérifie H (2, 2') = Hg(E' , z) , ce qui signifie que ﬁg est un opérateur

auto-adjoint de F(E) dans F('E) .

(o, X3z, z') e(%) ix .

]

(5.23) Hg(?, , z')

L'interaction d'un champ de bosons scalaires avec une source est étudiée par
L. D. F4ADEEV dans [4]. Pour g € ®(it) et tout temps t , la transformée de Fourier
de ¥ —» g(t , X) étant notée y(t) , 1'hamiltonien suivant est considéré par
L. D. FADEEV

(5.24) f(t) = &) - v(t) a¥ - Y(T) a .
iutrement dit, H(t) est 1'opérateur de symbole

(5.25) at , z, z') = zug' - y(t) z - Y}) 2',

avec

(5.26) W 31 e, B 36 /@)

L'évolution du champ correspondant est étudié dans le schéma d'interaction. La
solution Y¥(t) de 1'équation de Schrodinger i¥'(%) = H(t) ¥(t) est écrite, pour
tout t >r fixé ,

(5.27) ¥(t) = exp(- i(t - r)ﬁo) YI(t) .
D'ol
(#) 19;(5) = Vlr , 1) ¥y(v)

avec Vs(r , t) = exp(i(t - r)ﬁo)(— v(t) a* - V(%) a) exp(- i(t - r)ﬁb) . Par exem-

ple, utilisant (5.10), U

I

t v°(0 , t) a pour forme normale

Ut(z y z') = - y(t) exp(itw) z - Y(t; exp(itw) z' .
Définissons 1'opérateur d'évolution Ut comme donnant, pour tout t >0 , la so-
lution YI(t) de (¥), en fonction de sa donnée de Cauchy YI(O)
YI(t) = U, YI(O) = U, ¥(o) .

Alors, Ut est solution du probléme de Cauchy

t t "t

UO=Ido

iv; =V_U pour t =0
(5.28)

Vu (3.35) la forme normale de U, vérifie le probléme de Cauchy

U%(E , z') (— Y(t) exp(itw) z - Y(t) exp(ituO z‘) Ut(E ’ z')
(5.29){ - Y(T) exp(itw) %;-Ut('é , z')
UO(E , z') 1

1

quels que soient z et =z' € 'E = s(Ht) .

Cherchons une solution du type
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Ut(E ’ z') = exp(A(t) + B(t) z' + ¢(%) z) .
slors, les fonctions A , B et C vérifient
iA* = - Y exp(itw) C , iB' = - y exp(itw) , iC" = -y exp(itw)

et peuvent &tre ainsi déterminées. Finalement, on trouve explicitement la forme

normale de Ut :
Ut(E , z')
jt -it o i t -i6w - jt iBw
= expl- Jo Y®)e ¥ a0 Jo y(w)e ™ du + 1zt ) Y(B)eT a0 + 17 Jg y(e)e " de):

Ceci montre que l'expression approchée de Ut(E , 2') , trouvée par L. D. FADEEV
[4] en utilisant le formalisme heuristique de la méthode fonctionnelle et un argu-

ment de phase stationnaire, est en fait 1l'expression exacte de Ut(E , ') .

6. Indications sur les applications aux dérivées partielles dans le domaine réel.

Les équations aux dérivées partielles, relatives aux fonctions holomorphes d'une
infinité de variables, ont été étudides depuis plus de dix ans : travaux de
L. NACHBIN, GUPTA, T. DWYER, P, BOLAND .,. Dans le domaine réel, les problémes se
posent d'une meniére trés différente en dimension quelconque qu'en dimension finie.
I1 y a d'abord une difficulté pour définir les opérateurs, difficulté qui peut 8tre
résolue en utilisant les distributions cylindriques [11] ou les fonctionnelles ana-
lytiques cylindriques. Ensuite, pour les estimations L2 , la transformation de
Fourier, si commode en dimension finie, doit &tre remplacée par la transformation
de Fourier normalisé [11] ou transformation © . Ainsi dans [11], en utilisant 0 ,
les distributions cylindriques et un théordme de surjectivité de T. DWYER [3] re-
latif aux e. d. p. dans le domaine complexe, un premier théoréme général d'existen-
ce dans le domaine réel a pu &tre démontré. Une autre différence entre dimension fi-
nie et dimension quelconque concerne la notion de symbole des opérateurs différen-
tiels. En effet, VI§IK, BLEHER et MARCHENKO avaient étendu, en dimension infinie,
la notion de symbole et d'opérateur pseudo-différentiel classique, mais cette exten-
sion ne permet pas d'étudier les majorations L2 , et elle introduit un terme infi-
ni dans 1'opérateur nombre de particules : voir [137]. Le formalisme fournit une no-
tion nouvelle de symbole dans le cas coumutatif. Il se posait en 1974 les problémes
suivants. Est-ce-que cette notion de symbole en z et z' permet 1'étude des ma-
jorations L2 en dimension quelconque ? Peut-on étendre en dimension quelcon@ue
les estimations €% du type Schauder ? Existe-t-il un rapport entre les travaux de
L. GROSS d'une part, et VISIK-BLEHER-MARCHUNKO d'autre part, relatifs au laplacien?
Une solution & tous ces problémes a été fourni par B. LASCAR (voir [147, et sa tha-
se d'état 2 parattre). On montre ci-aprds comment le calcul symbolique redonne le

théortme de surjectivité de [ 3]

(6.1) PROPOSITION, - Soient o =S et Q une forme Zi_o Q. du type Hilbert-
Schmidt sur 1l'espace de Hilbert complexe séparable Z , Q # 0 . Alors, 1l'opé-
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rateur de dérivation & gauche Q(D) F(Z) —> F('E) induit une surjection de F(Z)

sur F(Z) . De plus,
(6.2) a(d) a(p)* = & k1™t 0 o(0) (0 QD)) .

Démonstration.

(a) On utilise un triplet conucléaire 'EcZ cE et P =P par exemple. On a

H ?
Az, 2') = exp(z.2'")Q(z') => 3z , z') = exp(z.2") Q*(z) .

Le théoreme des noyaux montre que Q% € Opp . Donc Q € L(#(Z) , PO'E)) et q@*
est défini. Approchant a(z') par des formes € Exp E , on voit que le symbole de
QQ* est égal &

(") (7, z') = 2 k1™t ¥ q(z') D° Q*(3) .

Comme 2 k! o Q(D)(ﬁk Q(D))* a pour symbole le deuxidme membre de (6.2), on en
déduit (6.2). On voit donc que le calcul symbolique, restreint 3 la dimension finie
et au cas commutatif, permet de montrer trés simplement des identités du type Tre-

ves,

(n) Le théorime des noyaux montre aussi que Q(D) € Opr . Pour & € F(E) , on a,
vu (6.2) :

(6.3) la(>)* 8 = (2, a(p) &*(0) &) ¢ |jalf° .

Vu le théortme de Hahn-Banach, Q(D) est un surjectif de F(Z) sur F(2Z) .
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