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Séminaire Paul KREE 3-01
(Equations aux dérivées partielles
en dimension infinie)

3e amnde, 1976/77, n° 3, 34 p,

FORMES ET COFORMES SUR UN ESPACE NUCLEATRE COMPLET

par Paul KRﬁE

Pour donner une base mathématique au calcul symbolique relatif aux bosons, il a
été commode d'utiliser des triplets nucldaires comme espaces de base (alors que
1'analyse en dimension infinie s'était surtout développée dans un cadre banachi-
que), et d'utiliser des fonctionnelles analytiques en dimension infinie., La trans-
formation de Laplace-Borel et les propriétés de nucléarité interviennent alors de
fagon essentielle, La matidre étant surtout constitude de fermions, il est indispen—
sable de modifier le formalisme qui vient d'&tre évoqué afin qu'il s'étende
aux fermions. C'est cette modification qui a conduit & la notion dé forme et
de coforme, Soit o un élément fixé appartenant & {X , S , A} . Une forme o-sy-
métrique sur un e. ve E est une somme (formelle) f = Z;;O fk de formes o-symé-
triques fk y homogenes, de degré k sur E . En pratique, les fk vérifient cer-
taines conditions de croissance en k , et certaines conditions de continuité, E
étant un e. 1. c. s. On construit ainsi un e. v. t. FG(E) de formes sur E , et
un e. Ve te F;(E') de formes sur E' , chacun de ces espaces étant le dual de
1'autres D'ou une identification F&(E) —> EJ(E‘) appelée transformation de La-
place-Borel. Comme d'autre part, FU(E) et FB(E') sont des algébres pour le pro-
duit tensoriel o-symétrique, on définit par transposition des opérateurs de dériva-

tion.

On notera que, si E est de dimension finie, 1'algébre tensorielle symétrique
est de dimension infinie, ce qui a conduit a des problémes d'analyse, et plus pré-
cisément & des problémes concernant des fonctions de plusieurs variables complexes.
Mais si E est de dimension finie, 1l'algébre AE de E est de dimension finie.
On notera d'ailleurs que la formulation existante de 1l'algtbre exterieure ne fait
pas apparaitre la transformation de Laplace, les opérateurs de dérivations, la dua-
1ité symplectique, ++. ces notions étant utiles en physique. Le fait intéressant
est que NAE est de dimension infinie en dimension infinie, ce qui pose des problée-

mes d'analyse complétement nouveaux qui sont abordés ici.

Ce travail expose le contenu de la note [5].

1. Dualité symplectique pour les algtbres tensorielles.

Si E est un espace nucléaire complet, comment mettre en dualité ne 3=0 Eg et
G%;D 'éJ ? En particulier, si E est de dimension finie et si ¢ = A , comment
mettre en dvualité AE et AE' ? Notons, pour tout j , (., ). la dualité en-

Jyus
tre Eg et E‘J qui est induite par la dualité entre ® E et @ E' , On a,
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N
dans I =(g)j E , une involution fj -—> f; correspondant au retournement des
tenseurs
(l.l) (xl®...®xj) =xj®...®xl .

Cette involution induit 1'application identique dans Eé s €t une involution dans
Eﬂ « On a de méme une involution gj — gg dans E;J . Pour des raisons symplec-

tiques [5], on met Eg et EéJ en dualité en posaht

(1.2) &5 gj>j = (E5 ) 80y = <f5 ) 8.0

Jyus °

Pour avoir un bon comportement de la dualité vis-a-vis de 1l'opération produit, la
proposition suivante montre qu'on a intérét & utiliser la dualité suivante entre
rIEg et GEE%J : Pour f(fj) et g = EZgj dans chacun de ces espaces, on pose,

A étant une constante fixée # 0 ,

s
- — voasd

(1.3) €, 8 =&, ep=2_ N jie;, &), .

Sauf indication contraire, on prendra A =1, soit

l. f =Z-n .!f- WA

( 4’) ( ’ g) 5=0 J <J ’ gq>3 .

Dans le cas ou E est un complexe, pour f € r]Eg et g eéﬁ}’Eg , on pose

1.5 £ =2 50f, , g.), =231, , g.).

(1.5) (£, 8) = 231(e, 5 g)), = 23185, &)y o s

ol la dernidre parenthise indique une antidualité induite par 1'antidualité naturel-
le entre (X)E et (X)'E

(1, @3y e0e®x;, 5, ®.0.@8), = (x, §)ealay, §)

Dans certains cas, E étant réel ou complexe, on peut utiliser la dualité usuel-
le entre Tlgg et QEEéJ . Pour ne pas confondre cette dualité avec la dualité re-
tournée Gu symplectique) qui vient d'@tre définie, la dualité usuelle est signalde

par un indice us

(1.6) (£, gy € &, g>us = Zj!(fj , gj)j’us .

(1.7) Forme symplectigue.

Soient E et E' deux e. v. en dualité. Soit w=x V § la forme symplectique

canonique sur E x B! , Pour m‘j = (xj , §J) €eExD', j=1 et 2, on a donc
2 1
(1'8) w(ml y mz) = %( <XL ? g >(X2 [ g )) d

Soit w0=leK_.Pour tout k =21, wk désigne WA ..o A w ( k fois). Soit

Bk la forme 2k-lindaire suivante sur BE x E!

m o= (x) 5 §) 4 eee s my = Gy 4 §25))

— &, A e A, LA LA ng)k

Alors

i

(1.9) (x v g)F

Alt Bk .
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N.B. = Ne pas confondre x V § avec x A £ .

Preuve.

(a) Si E est de dimension finie n , on rapporte E et E' & des bases dua-
les. Les formes coordonnées dans E et E' sont notées x et gi respective-
ment, i=1, .00 , 0 o Alors w est 1'antisymétrisée de 2x'® gl , soit
A )

AL . D'ou

3=1 .
1 1
(XV g)k= Z. . X 1/\ F- A o0 e Axk/\ g.
1 LN ] l )]- ’
R ™ 1 x
i i i
(1.10) (xvg)k=5_ ) xlk/\xk‘l.../\xl/\g. A ees NE,
1 1 1 1
1,000, k l k

Par ailleurs,

i, l+o k+
CHE PPN S g A L A §2k)k-~= k1™t ¥ sga (x,) (g l)ilu-(xl)lk(g o‘K) '
d'ou
i i i
sk=k9"12sgaxk®xk‘1 e @ % 1®§ia egia ®...88 ,

1 > %

1a somme étant étendue aux (o , il y sse ik) €F x (1,2, ¢es n}k . D'ou

i i i
= Z. . X k k-l ees 1 ® . A e e A .
Bk Liseeerdy ®x ®x (gll x—;lk) !

(1.11) B = % (xjLk A xik"l

i
1
. o 00 /\x ® > /\...A 3 L[ ]
1iseeeriy ) 4511 5 )

k

Comparant (1.10) et (1.11), (1.09) est montré en dimension finie.

(b) Dans le cas général, quels que soient les 2 éléments my = (xj , €9) ae

E x E' , il s'agit de montrer

(%) uk(ml ) sos g m2k) = (A1t Bk)(ml s oo 3 m2k) .

Jtintroduis un sous-espace G de dimension finie de E contenant les xj , et
1tinjection canonique u de G dans E . La transposée u' de u est une sur-
jection de E' sur G' = E/G* . Introduisant les points Py = (xj , u’gj) de

@ x @' , la forme symplectique «' sur G x G' , la forme B} sur G x gt , (%)

est équivalent a

w'k(Pl 9 oo » p2k) = (Alt Bi)(pl y *°° p2k) .

On est ainsi ramené au cas de la dimension finie. Cette technique de démonstra-
tion est fondamentale en analyse anticommutative. Plus précisément en analyse usuel-
le, pour montrer 1'égalité de deux fonctions holomorphes f et g sur un espace

H , on vérifie que f et g prennent méme valeur en tout point de H o Ceci ne

permet pas de vérifier 1'égalité de deux formes alterndes. lMais deux formes alter-

nées f et g sur un espace H sont égales si, et seulement si, les restrictions

de £ et g 3 tout sous-espace de dimension finievde’_H% sont égales.
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(1.12) Notations d'algdbre extérieure de dimension finie.

Adoptons la convention des multi-indices pour simplifier 1'écriture de la formu-

le (1.10), par exemple.

Toute partie i de {1, 2, +.. , n} s'écrit,d'une seule fagon, sous
forme d'une suite strictement croissante i = (il y eee ip) avec
1gi < i, <eee < i <n.Soit E de dimension n , les coordonnées de x € E
sont notées x° , et les coordonnées de § € E' , par rapport & la base duale, sont

notées gj y 1£j<n . On pose

3 i i
(1'13) X1=Xl/\ooo/\xp, §i=§i A-oo/\gi 9
1 P
avec la convention x¢ =1.0n a
(1.14) (7)) = (1)x* , avec (i) = (l)p(p-l)/2 .

Les x  forment une bazse de FA(E) = AE' . Pour la dualité symplectique, la base
duale de FA(E‘) est formée par les (§i)v . Tandis que, pour la dualité ordinaire,
il faut considérer les gi . La table de multiplication dans AE' est
. 0 si inj#¢g
(1.15) -V xd=

= . . 9
(i ’ 3) xlUJ sinon

avec (1, j) = (- 1)k , k étant le nombre de couples (iz ’ jm) €ixj, tels
que jm < iz .

I1 est aussi comuode de noter i' le complémentaire de i dans {1,2yesen}, On note
I4(n) 1'ensemble des parties de {152y +0eyn} et Jii 1l'ensemble des parties finies de

{1y2yeeeynye0s}e Pour i € Ti(n) ob i € Jiy [i| désigne le nombre d'éléments de i.

(1.16) Notons les formules

(a) xvg=?j1=lxj/\gj.

(v) SRR R TN € M
D'od |1]=k

(c) exp(x V 8) = L iy ()7 A g

(a) @i,§3==&i,qﬁm={é " i;g-

(1.17) PROPOSITION., - Soient E et G deux espaces nucléaires complets, et soit

Ek ) RS V)
H=Ex G . Alors, pour f € 1 8 € GG y @€ Ec , V€ Gd y €t pour o =5 ou

A,onsa

(1.18) €08, 00wy 4= ¢ g, (€ » 426 us
et

(1.19) €O0g, t0@y= &, o), M

ouw f désigne la forme sur H définie naturellement par f .
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Démonstration.

(a) On peut se limiter au cas ol cp:xlez cee X et ou d::le...Oy‘a .

Notant I et II 1les deux membres de I , on a

I=(k+£)9@05,5185_28@...@5{@;/‘_8...@12)11.

On a
gsi:zi:(xi , 0) pour 1<igk,
et
= = (0 j
D'une maniére générale, pour 1 < j<k+ 4, on pose 2y = (xj ’ yj) . Comme

fOg-= Symc(_lf.'_ ® g) , 11 vient

I=2 . sg alf® g, 72 @ ceu @ 2 >
Copeg O ¥ ')
=ng0a f(Xa g eee 9 X ) g(y g eee y ) .

1 % %t 1 e

Comme Yy = eee =¥ = 0, et X1 = dee = Xesp = 0 , on peut limifer la somme

aux permutations « = (o' , M) telles que o' = (otl y eee oi'{) € Ly et

oM = (“ﬁu y eee g o{"u‘) €c, . D'ou

I=2 sg o f(x

d‘

Ofi y eee xaf{) Za" Sggozn g(yoﬁ-‘—l s e y(}ig-’_z)
kd 41 £(x; , eee xk) g(yl , eee yz)

= ki{f , X, O ..o Oxk>k,u;3!(g )y ¥y O ... Oyﬂ,>u
=4, o, P, =11

1

La relation (1.18) est démontrée.

(b) On en déduit (1.19) car

$O0g, 409y = €O0g, 2 Oy 4
= <f ] CPV>E’uS(g [) q’v)G,uS = <f ’ (P>E<g 9 ¢>G—

\]
2. Espaces FU(E) et FU(E) de formes.

Si E est un e. 1. c. 8., quels espaces de formes o-symétriques peut-on considé-~
rer sur E ou sur E' ? Cette question se spécialise, dans le cas particulier
o =93, en la question de la (bonne) définition des fonctions holomorphes sur un
e. 1. c. 5. Comme nous sommes intéressés par les applications & la théorie des
champs, on considdre, ci-aprés, des espaces de formes naturellement associées,
aprés retournement, aux produits tensoriels complétés étudids dans 1'exposé 2. Ain-
si, E étant supposé nucléaire complet, on obtient une bonne dualité entre les
formes sur E et les formes sur E!' ., On notera d'ailleurs qu'on est ainsi natu-
rellenent amené & ne pas travailler avec des formes continues, mais soit avec des

formes hypercontinues, soit avec des formes hypocontinues, au sens de (2.3).

(2.1) Par la suite, E et G désignent des espaces nucléaires complets, k est
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un entier >0 . Les topologies de E et G sont respectivement définies par des
familles filtrantes croissantes (eu , uevU) et (ev , vE€YV) de semi-normes
préhilbertiennes. Pour toute partie d de E, kd désigne la partie dx ..exd
de kE =BE x ... x E . Par convention, la forme k-lindaire o-symétrique sur E ,

. . s N k
naturellement associde, aprés retournement, a tout f e Eé , est

(2.2) (xl yoeer s ®) —> (¥ O el Ox.), £)

k,us
Cette forme est encore notée f . De méme, tout f € Eék ® G! définit une forme

vectorielle kE -—3 G!' , tout g € E§ définit une forme kE’ —> K ...

(2.3) Définition des ecpaces de formes homogeénes et proposition.

(a) Soit kF (E' , @) 1'espace des formes homogénes k-linéaires o-symétriques

kE' —> G qui sont hypocontinues, ¢ test-a-dire telles que, pour tout
(u,v)eUxV,

l@lu,v = sup {&, @(Xl s ses Xk) ; (xl y, ees xk) € ku} <o,

. . k . . \
Alors, muni de ces semi-normes, FG(E‘ ’ G) devient un e. 1. Cc. S., isomorphe a

AN . . . \ .
X = d:ﬁ?(}, cet isomorphisme faisant correspondre a | lu v ! la semi-norme
9

s(wk,e) sur X .

(b) 801t kF (E , G') 1'espace des formes homogeénes k-linéaires o-symétriques

f: E -—> G' qui sont hypercontlnues, clest-a-dire telles qu'il existe

(u,v) eUxV,et A>0 avec f( (u )) € Av . Cet espace muni des bornés' dé-

finis par les disques
k k

(2.4) aif = (G e v} .
’

. . . . k k .
I1 existe un isomorphisme canonique o de FC(E , G') sur E' % G' . De plus,

soient (ul, YP €U x V tel que les surjections canoniques E —> E/ et

1
Gv — le sient des normes nucléaires majorées par A >0 . Alors,
k+1 k
c
(2.5) u - Ol( ) l,v .

(¢) L'e. 1. co S, kFO(E' , G) est nucléaire complet, et son dual est

kFc(E , G .

La démonstration s'effectue naturellement en utilisant les résultats du paragra-

phe 2 de 1l'exposé 2.

(a) Bn effet, o ekFU(E' , G) étant hypocontinue, ¢ définit, par la propriété
universelle du produit tensoriel, une application lindaire o (:)k E' — G ; et
vu la propriété universelle des semi-normes T , pour tout u, @ induit une ap-
plication contlnue @ CDk:n Ea —3 G Cette appllcatlon se prolonge par conti-
nuité en @ C)k E' —> G . Comme E‘ =U \) E‘ est ultrabornologique, les
3& définissent une appllcatlon linéaire contlnue/\w de E' dans G o Comme E‘

est le dual de 1l'espace nucléaire complet E§ ,y @ deflnlt un élément ;é de X .

Réciproquement, tout élément de X définit une ¢ E:kFO(E’ R , et il existe une
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bijection ¢ —-9‘§ de kFc(E‘ , G) « En ce qui concerne les semi—normes, on sait

k

/\
gue 1'isomorphisme L(Eg ’ G) A«Ei ® ¢ fait correspondre a s(as ’ av) la semi-

norme § ——3 sup{ev(g(t)) , t décrivant la boule unité de <:>k .

D z

D'aprés la propriété déji évoquée des semi-normes T , ce sup est égal &

sup{ev(Q(xl y see xk)) ; (xl ) see xk) € kU} clest-a-dire & |¢| .

(b) Soit f : C}k E ——; G 1'apolication lindaire o-symétrique canonlquement
définie par toute f € P(E G') . Vu la définition de cet espace, T décrit
HR«:>k E, G') . Et, si f décrit Gﬁ,v , ¥ emvoie T(( uo) dans v . Vu la
preuve de (2.14) de 1'exposé 2,

IR L
L (Ok’nE , at) B_B(Qk,nE , Q) .

Comme E est nucléaire, m et € coincident sur (:)k E . Vu la propriété univer-

selle de T ¢

=[Oy B e )

Par nucléarité, m peut 8tre remplacé par € , et le dual de l'espace entre cro-
chets est le méme que le dual se son complété X . Et 1'on a ainsi un isomorphisme
algébrique canonique de kF(E G') sur X' =Y . En ce qui concerne les disques,
notons ncﬁ la restriction & Ek de la semi-norme n(e y ees su) sur <:>k E .
L'isomorphisme défini precedemment de F(E G!') sur le dual de

«:>k,e E) ® G) = 2 , applique ck g Sur les formes lindaires ¢ : 2 —> C , majo-
rées par 1 en module sur la seml—boule ou n(ﬂc v & ) <1 . Comme les semi-nor-

mes T sont plus grandes que € , on a

(o, ¢ ) <1} © {e(e , ¢) €1},

et, par conséquent, ck < a(o‘k ) . Inversement, soient (w, v)e Ux V tels

u,v u,v 1 1

que uy 2, v, 2 v , les normes des surjections nucléaires Eu —> Eu et

Fv _— Fv étant majorédes par un certain nombre k . D'aprés la propriété (14) de
1

1'exposé 4 de [ 7] de supercontinuité des aovnlications nucléaires, on a

k .k k| .
“Uu-S A eo, 5 puls

1
k k k+1 k
-n(ncu s ev) < ke et (ﬂUu , By ) <X e(eou ) € ) .
1 1 1

D'ou

k k k+1 k+1 k

{elea, evl) g1} e fnlo) , &) <A = X n(mo) 5 8) <1},
et, par conséquent, a(c’ ) et cﬁ R
1’1

(¢) résulte de (a), (b) et du théoréme (2.12) de 1l'exposé 2.

(2.6) Cas particulier 1.

Si G =X, on pose
k k kF k
FO(E) = Fb(E ’ E) y et d(E') = FG(E‘ ’ KD .

Les éldéments de ces espaces sont des formes scalaires, homogénes de degré k ,
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sur E et E' respectivement. On notera que, pour k = O , ces espaces formes se

réduisent & K . De méme,

0 0

FG(E , G') =G 4 et FB(E‘ , @) =G .
On a aussi

k’“l ~ k i~
kFO_(E s G‘) o= J:IO_(E) @G , et kFO(E‘ , G) = FO_(E'),@G .

(2.7) Cas particulier 2.

Soient #4 un entier >0 , et G = Eﬁ . Donc G' = Eég .

(a) Alors, la topologie de kFG(E' , Eﬁ) est définie par la famille filtrante

des semi-normes

o —> o\, = sup{e (olx, , ooy x)), (x4 cev s g ) e Wy .

(b) De méme, la famille des "bornés" de kFc(E , E%z) est définie par la famille

filtrante croissante des disques

k k k, 0
ul'= {fe FG(E , E&”) i () = oi} i
En effet :

(a) La topologie de Ei est définie par les semi-normes agk , u' €U ., Pour

u!
tout couple d'éléments u et u' de U, il existe un autre élément u" conte-

nant u et u' . D'ou

|CPIu’u‘ = Sup{zv‘i ((P(Xl y eeo>» ‘, Xk)) ; xj € u}

< Sup{suu(CP(Xl ) see X'el)) Xy € u"}

et

: Itplu,ug < IQPIun ’

ce qui prouve que les familles de semi-normes {I . ’ (u , u') € Ux U} et

{ .

(b) De la méme manidre, on voit que, pour tout couple (u, u') da'éléments de

u,u’

w i uE€ U} sont équivalentes.

U, ona

k k O 4 k. _,0
% ut = {£; £Cu) s} = {f; £(*u™) < un

%)

(2.8) DEFINITION. - Soient E et G deux espaces nucléaires complets. On dit

qu'une forme f = 2 fk sur E , 2 valeurs dans G' , est hypercontinue si chacun

des termes homogénes fk est hypercontinu de E , & valeurs dans G' . De méme,

une forme ¢ = 2 @ Sur E' , 3 valeurs dans G , est définie comme une somme de

formes homogeénes @ * E!k — G . Bt ¢ est dit hypocontinue si chaque B est

hypocontinue.

On définit maintenant des e. 1. c. s. de telles formes en supposant donnée, une
fois pour toute, une famille P de poids sur N , P vérifiant la condition (C1)

de 1'exposé 2. On suppose ainsi que o est fixé dans {X , S, A} .
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(2.9) DEFINITION et PROPOSITION. - Soit E un espace nucléaire complet sur K = R

ou C, la topologie de E étant définie par une famille filtrante croissante

(eu) de semi-normes préhilbertiennes.

(a) On définit 1'espace F (B') des formes ( P-formelles o-symétriques)

¢®=2q sur E' telles que les formes homogénes ¢ € kF (B') vérifient

(2.10) Vv (w,uerPxU, lcplm’u=2;=o ()l <=

Cet espace, muni de la topologie définie par la famille filtrante croissante des se-

mi-normes lf| (w , u) décrivant P x U , est isomorphe & P(E_, E*) .

w,u ?
(b) Le dual de F _(E') s'identifie & l'espace P (N, E'*) =~F (E) des formes
S ——————————— o' —~ ? 0- S ——

f = §:fk o-symétriques sur E telles qu'il existe (w, u) € P x U vérifiant

(ea11) 3¢ >0, Vk, ¥ X s ees s X € L , ki m(k)‘llfk(xl, ,xk)l <c

De plus, sur FG(E) , la topologie de dual fort de FG(E') est la limite inductive

localement convexe des topologies des espaces normés

(2.12) g o= (€= 22, s kto() g (90)] <)

(¢) La dualité entre F_(E') et FG(E) est domée par

(2.13) €, o) = 2kIE , @
ol 1'on a utilisé les identifications

() r(e) ~BS, T (m) ~ I,

1'une de ces identifications naturelles faisant intervenir un retournement.

Dans le cas ou les deux identifications (*) étaient faites sans retournement, ou

si toutes les deux étaient faites avec retournement, on aurait au lieu de (2.13)

(2.14) €, 9= 2xNE, A, us *

Démonstration.

(a) On note d'abord que la définition de F (BE') ne dépend pas de U . En effet,
o)
soit (eu')U' équivalent a €, Tout u €U est contenu dans Au' , pour A >0

et u' € U' convenable symétriquement. Pour tout (w , u) donné, on a

Zw(:;)|cp| < 2 o(3) ol o o
Vu (C1) , il existe @' > @ tel que C = 2 R 1(J) o(j) <= . D'ol
2o(i)lol, ¢ eupy @Gyl <020 (@) oyl

On montre, de m8me, une inégalité en sens inverse.

(b) On utilise alors (2.3), et 1'on voit que F (E‘) est un e. 1. c. . isomor-

phe & l'espace T des suites (t ) de tenseurs t € EJ tels que
J
V(m,u)erU, Z;zom(a)wu(tj)<w.

On reconnait alors 1l'espace P(N , E;)f de suites vectorielles défini dans 1'exposé

précédent. Par application de (3.14) de 1'exposé 2, cet espace de suites est nuclé-
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aire complet. Son dual est isomorphe a 1l'espace PV(E_, E%) des suites s = (Sj) ,

s, e EéJ , telles qu'il existe (w , u) € P x U tels que
. \—1
sup 3t o(5) syl <=y

ou Is.l

est la norme de s. dans ﬁj.E'.
Ju J Jd u

(c) On utilise & présent (2.3 (b)) pour voir que P'(N , E'*) s'identifie &
Fc(E) comme espace vectoriel, puis pour voir que les structures & bornées sur ces

espaces sont identiques.

Pour illustrer cette proposition, montrons comment FS(E) et Fé(E') s'identi-

fient & des espaces de fonctions entidres, lorsque X =C , P étant la famille

(2.15) Py = (v (3) = nd , n=1, 2, .},

(2.16) COROLLAIRE 1. — Soit E nucléaire complet complexe dont la topologie est

définie par la famille filtrante croissante des semi-normes préhilbertiennes €y

Soit HHD(E‘) 1l'espace des fonctions ¢ finiment holomorphes et hypocontinues sur

E' , i. e. telles que pour tout u , la restriction de ¢ & l'e. v. n. E& soit

continue. On munit HHO(E') de la topologie T, de la convergence uniforme sur les

0
parties équicontinues de E' ., L'espace Exp E des fonctions entiéres de type expo-

nentiel sur E est l'espace des fonctions f finiment holomorphes continues véri-

fiant

(2.17) in>0, 3uel, Vz€el, sup exp(- nsu(z))lm(z)| <o,

Cet espace est muni de sa topologie naturelle de limite inductive d'espaces normés.

Alors, on a des isomorphismes d'e. 1. c. s.

H(E') ~FS(E‘) , ExpBE = FS(E)

fournis par 1l'application "série de Taylor" :

(2.18) f = f(z) = E;;O £, £ —> (fk)k .

De plus, la dualité (2.13) entre FS(E) et FS(E') définit canoniquement des ap-

plications bijectives

(2.19) H'(E') N Exp B! , Exp'(E) —IE-) H(E')

cofncidant avec la transformation de Laplace-Borel. De plus, I est bicontinue, et

II est bi-'"bornée',

On rappelle que les premiers théorimes de nucléarité en holomorphie, en dimension
infinie, et 1l'isomorphisme algébrique H'(E) —> Exp E' pour le type nucléaire
sont dus & P. BOLAND [27, [3]. I1 a été remarqué dans [4] que 1'hypothése "“E
Schwartz complet" permet d'obtenir deux isomorphismes topologiques, en dualité qui

jouent un rdle fondamental en calcul symbolique.

Démonstration.

(a) Pour ¢ € HHO(E') ,ona =2:qﬁ avec
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VEEE , o g’ =§-111le2|=9§§_4§le .
Par hypothése, pour tout u € U , la restriction de ¢ a E1'1 est continue., Pour
tout voisinage disqué D de l'origine de ( , et pour tout wu , il existe donc
A>0 tel que () - ¢(0) € D pour € € M . Ceci entraine que

el —0 el - 2#1 @(z§)j:lqK0) e o™i,
Z

Par 1'identité de polarisation ([7], exposé 3), il en résulte que la forme j-li-

néaire S-symétrique ng , définie par ¢, , est hypocontinue sur JE' . Et en uti-
. ‘ J . .

lisant l'exposé 2 , @5 € Ey « On voit alors que (SQJ) € PH(LI_ , ES) car, pour tout
(G’n,u)GPHxU , On a

3 3
251, 57 1oyl s 57 ()l ol

avec lcp| omu = sup{|cp(x)| , X € 2nu} . D'ou anl—rejlu < » , Réciproquement, on

2nu !

voit que, pour toute suite (gj) € PH(—I\I- , Eé) , la fonction

k 0/,
(P"Z;:O(PjZEHH(E):
et que l'application (Qj)j -3 ¢ est continue.

(b) Le mlme type d'arguments montre que 1l'application "série de Taylor" identifie
Exp B 2 FS(E) .

(c) Le fait que la transformation de Laplace-Borel coincide avec 1'application
H'(E') —> Exp E , définie par la forme bilindaire de dualité, entre PH(..III, , Eé) e
et P;I('I\!- ’ Eé') , provient du fait que, pour toute f € Exp E , par exemple, et,

pour tout z € E , on a

(2.20) (€, " =2 n!(fn,ng'lghz)n’us =Xt ,®, 2 = (z) .

n= n n,us
D'une manidére plus générale, et sans que ceci soit systémétiquement rappelé, tous
les résultats énoncés dans cet exposé se restreignent, dans le cas particulier
P = PH y, 0=5, K=C, en des propriétés concernant 1'holomorphie en dimension

quelcongue,

(2.21) Propriétés de densité.

s S
appartient au sous-espace normé Mm u? défini en (2.12), de FG(E) , alors il exis-
?

Le sous espace @;__O(OJ E) de FG(E') est dense dans FG(E') . De méme, si f

te une suite de @(OJ El'l) qui converge vers f dans Mm,u , donc a fortiori
dans F_(E) . |

Ceci résulte de l'exposé 2. Dans le cas particulier ot o= S , 1'identité de po-
larisation montre que tout 1t E@J. E est une somme de tenseurs x © +40 © x=x®j,

avec x € E . Donc, les tenseurs de ce type forment un systime total dans FO(E’) .

(2.22) Formes vectorielles.

Soient E et G deux espaces nucléaires complets. On pose
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A
FG(E‘ , G) = FG(E') ®C,
\¢
1 _ 1
FC(E, G)_FG(E)®G .

Ces deux espces sont en dualité, FG(E’ , G) étant nucléaire complet.

(2.23) On a, dans ce cas, une proposition analogue & (2.6). Autrement dit,
F (E' , G) , par exemple, peut aussi 8tre défini comme l'espace des ¢ = (@ ), les

m € JF (E' , @) vérifiant les conditions de croissance.

(2.24) ¥ (w,u,v)eEPxUxV,
E?LO w(3) sup{ev(Qj(xl, ces s xj)) ST RTEE S u} < =,

(2.25) En pratique, on utilisera surtout le cas particulier ou G = Ez avec 4
entier >0 ., Dans ce cas, U paramétrise aussi les semi-normes sfﬁ de Ez
(voir 1'exposé 2). De plus vu (2.7), la topologie de FC(E‘ Ez) est deflnle par

les semi-normes suivantes indéxées dans P x U
. 2 .
® = ((Pj) - 2;__—0 W(J) sup{wu(q)j(xl 9 *ee XJ)) H xl ? *°*°* Xj € u} .

Nous examinons maintenant un autre cas particulier trés important, celui ou G
est un espace de formes o-symétriques P-décroissantes sur un autre espace vecto-
riel. Nous allons voir que les espaces correspondants, FG(E' , G) et EU(E , G')
de formes vectorielles, s'identifient naturellement & des espaces de formes sur un

produit,

3. Formes sur un espace produit.

Dans ce paragraphe, o =S ou A seulement,

Soient E et G deux espaces nucléaires complets, les duals forts étant notés

B! et G!' . On pose
=EXG et H‘=ﬁth'.

a

On commence par exprimer les formes homogénes d'un degré n fixé sur un produit &
1'aide de formes sur chaque facteur.

Pour x€E, ye€ G, onpose z=(x,y) € H, et
(3-1) 2(_:(X,0), X'—"(09Y)'

Les familles (au) et (sv) sont définies comme d'habitude. La topologie pro-

duit sur H est définie par les semi-normes

(3.2) 2 — ¢, () = sup{{ G, © + &, M5 geu, Nevl=e &)+ el
Pour R € Hg et gj = (gj , nj) el , j=1, oo ,n, 0na

(3.3) <R, Cl® onoggn>n,u.sz ( (§1+n)®"‘®(g +T\)>
= 22—0 n-: 1(C 7 eee 0 § ")
ou Un i Tresroupe les termes du développement qui contiennent (n - i) facteurs

) 2

QJ . Autrement dit, notant B 1'ensemble des parties 4 = (zl y ses s zn—i
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(n - i) éléments de 1l'ensemble {1, 2, ..., n} , et posant
Z':{l,Z,...,n}\J&,ona

| 4, ) L.

Uy (ch s e € = 2R, ... tle...eg” ... e L,

] n , ! Anei P ¢!
U (6 s eee s €D =2, 0, 4), R, 5§ @..c@57 8] ®..001%0,

avec (4 ,.z')c =1 si o=5,et (&, A')c =4 ,4) si o=4.

Donc, Un-i définit une forme n-linéaire sur H' . Or :

(3.4) Upa(eh s vee s €@ = (rmg By (e s €

avec

(3.5) Bn_i(Cl yoeee s €D = (DR, gde.L.ef e e .
En effet,

(*) (Symo. En-—i)(cl 3 vee gn)
o

o . o . o
. =1 N =1 1 n-1i n-i+1 n
=11 (n - 1)4 Z“'eGn sgaR, § ...®5 " @] eee @174

Pour tout o = (al y see Qh) E’Tn , soit 4 = (Al y ses 4 zn_i) 1'unique élément

correspondant de B qui contienne O g weey O . On passe de la suite non or-

n-i

donnde (o, , eee ah-i) 3 la suite croissante (ﬂl , eee 5 A4 .) en faisant une

n-i
certaine permutation. De m8me, on passe de (Qh-i+1 y see s oh) 3 (zi y oo ;Ai)
par une permutation, et
al oi—i Qh—i+1 o[n
sg R, £~ .0 ®F @7 e ® )
ol Yot A1 ¢l
= (z 9 Z‘)G(R 9 S_ ® .0 5’ ® n ‘® cee & n ) .

En regroupant ainsi les termes de la somme (¥) correspondant au méme 4 € B, on

obtient
§) 4 . Y
(Symg Ban-:t)(gl ) eee s €)= ZAEB(Z » 4')g R, § le...e™en !

et (3.4) est démontré.

4!
e ®M Y,

Pour déduire de ces calculs algébriques, relatifs & des formes multilinéaires,

des identifications de produits tensoriels complétés, on note ce qui suit.

(a) L'espace des formes n-lindaires f sur =3t 'G! qui sont hypocontinues et

o-symétriques, d'une part relativement aux (n - i) premiers arguments, d'autre
N
®

. . . . by "'i i by o
part relativement aux i derniers, est isomorphe a B G- , et a toute semi-

norme

f—> Ifl = sup . If(gl gy eee gn_i ’ 'ﬂl y "o TTz)l
bl §QEu,TFév

. N . n-i
il corregpond a la semi-norme ef eo

i “AAa i . .
u a:v) sur ET 1@ 6" . Ceci se démontre

conme (2.8).

(b) Par exemple pour tout R € Hn la forme n—linéaire suivante sur
’ o’
n-iE, iG'
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(3.6) R (b, ., et L,

n~i n 1 n-i 1 i
=P®R, Lo 0BT BT

1s . . A Ll s n"i /A i . e .
s'identifie & un élément do E ~ ® G . Tandis que R . , définie par (3.5), est
en fait la forme n-lindaire sur “H'!' associée canoniquement 2 Rn i

D'ou, la proposition suivante.

(3.7) PROPOSITION. - Pour tout REH. , et tout i € {0, .u. , n} , on note R
—_— o) ——— — Tn-i
1=ig o Yo , et soit Bh—i la forme n-linéaire
correspondante (3.5) sur Byt | Alors
(a) R= 2

10 Vi B g -

la forme n-lindaire (3.6) sur

(v) L'application

(3.8) Hf; —SE')%:I:_—O E(l;l—if/SGi)
R +—> (R ,R_,, «ec, R)
est un isomorphisme d'e. 1. c. s. Plus précisement, pour tout (u , V) EU XV, on
2
(3.9) IRluv\ ol Ryl » < 2°IRI,
avec |B|, . =suw{|®, '®...8¢ Ml o ¢J e ux v} .

(3.10) Remargue.

Pour T € Eg_l et t' e G; , alors

= 1 = !
En effet, vu (3.6),

R (e, o, &0, 0t ...,ni)
()QOt , e...ag ®11 ...11>nus )
117 (n - 1)1t QOt',ga...Qog el ... .

us

I

Par application de (1.18), il vient

(b, wee, 0, L, ni)

n—l
=1°1(n—1)! @, g @...egnl} @, ®...®n>
n-i
=G, e e, 6, nla--.m
Tout ceci est d'ailleurs bien clair dans le cas symétrique : si = t(g) et

t' = £'(N) sont respectivement des polynSmes homogénes de degré h - i et i sur
E' et G!' respectivement, le polyndme correspondant sur E' x G' = H' est

t@ 1t = t(g)t(n) .

Par application de cette proposition et du théordme (3.29) de 1'exposé précédent,
on obtient 1l'identification des formes sur un produit & un produit tensoriel com-
plété, & condition que la famille P de poids vérifie la condition suivante notée
(c2) .
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(c2) Pour tout we P , on pose :
(k) = SUp; o ok - 1) (i) et w(k) = inf, o o(k- 1) w(i) .
Pour tout we€ P , il existe w' et o" e P et C' , C" >0 avec

o0y et &L,

Plus précisément on a le théordme suivant.

(3.11) THﬁORﬁME. - Soient E et G deux espaces nucléaires complets. Soit o =S

ou A, et soit P une famille de poids vérifiant (C1) et (C2).

(a) Alors les applics ions

(3.12) Eg_j'@G; —SEred — (Ex0)]
t@t —> t ®t' —>tOt!

gse prolongent par linéarité et continuité en des isomorphismes d'e. l. c. S.

(3.13) FO(E')@FG(G') A (Per)¥ x N, E; ®C’) BN F(B' x &) .

. : n"i i . .
(b) De la méme manidre, pour Pz € E! et wn—i € Gc'y , les applications

[¢)

¢ K3 . ' —
Ppi ® y; — Ppi V. s 9. O y; se prolongent en des isomorphismes d‘'espa

ces vectoriels 3 bornés

-A-' v v o . B‘
(3.14) F_(B) éFG(G) — (P @ P )W x N, B ®c) e—F (Exq).

Pour @ = (Qﬂ)ne Fc(E x G) , = (cpi) € FG(E') , = (fyj) € FU(G') , posons

AN
~ ~ ~ -1 7 i
(Qn,O ’ Qn—l,l IREL QO,n) = @ ,avee Q ;€ Eg ® Gy .

Alors

(3.15) @ @0y =2 kG 5 » q ® ¥ -

Les de:c"niers crochets symbolisent la dualité naturelle entre El;%\(}g et
Ec',k ® Gc':J « Dans le premier membre de (3.15), les crochets symbolisent la dualité
usuelle entre FG(E x G) et FU(E' x G') . Si 1'on remplace cette dualité ( ’>us
par la dualité retournde ( , ) , il faut aussi retourner la dualité au second mem-

bre. Et (3.15) est, alors, remplacé par

(3.16) @, 409 =2 Kkt 310 5 4 8V,

avec

(3.17) (’Q'k,j » @ @ \bJ.) = (51(,3. » 4 ® \l;:_’.')us .
Démonstration.

(a) L'isomorphisme 4 de (3.13) résulte de (3.19) de 1l'exposé 2 et de (2.6).

Pour obtenir B , on note que

P(N , (E x G)c',) ch(H) s avec H=E x G .

L] //'\\ L ] rd - .
Soit h = (hi j) e P(NxN , E ® Gc) . Pour définir Bh , on utilise (3,7) pour
, {
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regrouper les termes hij correspondant & i + j =n fixé. On pose donc
Bh = (kn)n € FG(H) ,
avec pour tout n ,
-1
kp= % (hn,O ! hn—1,1 y ot hO,n)
1'application a étant définie par (3.7 (b)). Ltapplication B est continue car,

pour tout we P et tout (u, v) €eUxV, ona

IBhlu,v = E;;O ?nlknlu,v s z;;o m(n) zﬁ;olhh—i,ilu,v
1 1 _ 3 1 (s
set 20 8yl -i)w (1)lhn-i,i|u,v
' t(1) et (5
<C Zi,j o'(i) (J)Ihi,jlu,v .
Réciproquement, soit k = (kn) € FB(H) . Tu (3.7 (b)), pour tout n, 0gLign,
. nei 2 i _ -1
il existe hn-i,i € Ec (2] G0 tels que kn = o (hn,O , hn—l,l s vee o hO,n) « De
plus, . ‘
1 Zm ! Zn
V(@ ,u,v)ePxUxV, 2 o) i:Olhn-i,iIu,jv<°°'
Pour tout (w, u, v) €ePxUxV, ona
s 1 i
2,50 aldnl, oo S0 ©'(n) %:O'hn-i,ilu,v <@

Ceci prouve que B est bijective car Bh = k ; et ceci prouve aussi que l'inverse

de B est continue.

(b) L'isomorphisme A' de (3.14) résulte de (3.19) de 1'exposé 2. L'isomorphisme
d'e. vo & bornés A' o B' = (B o A)! s'obtient en transposant B o A . L'isomor-
phisme B! s'obtient en composant les isomorphismes d'e. v. & bornés A' o B! et

-1
At .

(¢) Pour démontrer (3.15), par linéarité, on peut supposer que = et
’ ’ ? =9
— y 1 B — 1 —_ -—
¥ = y; sont ies formes hgxilo%enes. Mors B'(gOy) = B'(g Ojj) =§ @4+ In
troduisant (Qk,j)k,j = B7(Q) , il vient

@, 000, =6ETD, 0w, = ¢ q, (20 9y
-1 = L e
et (3.15) est démontré. On en déduit (3.16) car

(Q,J&_OQ>

(6 ) (,‘l‘_o,@)")us = (5. ’ ,SEV Oj’j),us
2 ki @50 B @ ¥y = 2kl IG5 B ® ¥y .
Le théortme (3.11) et 1'égalité (3.16) sont démontrés. Soient k et 4 deux en-

Il

tiers positifs. En tensorisant les isomorphismes d'e. 1. c. s. A et B du théo-
D 4
réme (3.11) avec 1l'application identique de Eg @Gg , on en déduit la variante

ci-aprés.

(3.18) Variante vectorielle du théortme (3.11).

Sous les hypothises de (3.11), k et 4 étant des entiers, on a des isomorphis-
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mes d'e. 1, Cc. S,

On a aussi des isomorphismes du méme type pour les formes vectorielles sur
EXG.

(3.19) Application avec fonctions holomorphes.

Par application du corollaire (2.16), on obtient que 1l'application

g — f(z) g(z') réalise un isomorphisme d'e, 1. c. 8.
o
7O(E)® £0(c) ~EO(B « a1) ,

et un isomorphisme transposé,

Exp(E') ® Exp(G') = Exp(E' x @') .

4, Propriétés des formes., Opérations sur les formes.

Etant donnés P vérifiant (C1), et o , on a associé & tout espace nucléaire
complet E un espace nucléaire complet FO(E') de formes sur E' , Vérifions que

Fc est un foncteur covariant dans la catégorie des espaces nucléaires complets.

(4,1) PROPOSITION. - Soient E et G nucléaires complets, et soit o linéaire
continue de E dans G . Alors les applications QDj o Eg —_ Gg définisgent

une application linéaire continue Fja de FO(E') dans EU(G‘) , dont la trans-

posée est 1'application "bornée" g —> g ou de F (C) dans F (E) .
D — o —_—

Définissons, comme toujours, les familles de semi-normes (su , WeTU) et
(av , VE€V).Soit (o, v) quelconque dans P x V . Comme o est continue, il

existe u€U et A >0 tel que &, (ax; < e (x) , pour tout x € E . D'ou,
e(sv y see av)(«:Dj a)x) < A e(gu y eee s au)(x)
Donc, pour tout t = tj Eg ’
J J gl
e () oz)"bj)s A ean(t))

Vu (Cl), il existe @' 2w avec 2 Y m'(j)-l o(j) =C<w.

D'ol, pour tout t = (tj) € FG(E‘) =p(X , EC'I) ,

2a(3) @@ oty) £ Zals) ) eq(s,)
£ C sup, @ (j) J(t ) < Cltnm .

Par conséquent, 1l'application Fea définie par les (:)j a est linéaire conti-
nue de F (E') dans F (G') LVapplication transposée de F, o est définie par la
collectlon des appllcatlons C:) o G’J - E'J . Elle associe donc & toute
gj JF (G) la forme homogéne sur E . Cette tranSposee est "bornée" puisqu'elle

est 1la transposee d'une application linéaire continue,



3-18

(4.2) De méme, soit B une application lindaire "bornée" de E!' dans G' , c'est-
a~dire transformant toute partie équicontinue de E! en une partie équicontinue de
' . 1 s . J . !'j I s 1" -
G' o Pour tout j , 1l'application Bc : Eo‘ -— Gc induite par ®j B est "bor
née", Et si Pu “Av, on a Bg(c{i) c \J 03_ . BEt 1'on peut vérifier que la collec~
tion des applications ‘?’3 définit une application "bornée" F_ B de FO(E') dans

FG(G') . D'ailleurs, F_ B est la transposée de F_ B' .

(4.3) PROPOSITION. - Soit P une famille de poids sur N vérifiant (C1) et (C3).

(C3) Pour tout we P, il existe C >0 et o' € P, avec, pour tout n >0 ,

o(n - 3) m(3) @' (n)
§=0 (o= T30 <%

lel;o ot (n - 3)7 w(5)7 g onln)7t

Alors FC(E) et FG(E’) sont des algébres relativement au produit tensoriel

o-symétrique f , g — £ O g . Ce produit définit une application bilinéaire "bor-

Pfjiu
FC(E) x FO(E) — FO(E)

et une application bilinéaire continue

FG(E‘) x FG(E') —_— FG(E') .

Soient, en effet, f = > fk et g=2 g € FG(E) . I1 existe (W, u) e P xU

et des constantes C' et C" avec, pour tout k ,

|, | OSC'ki-l o(k) et |gk| OSC"k!'lw(k) .
u

k
u
Pour tout n >0 , on pose hn = angO + cee + fo Ogn « D'ol
-l
[ Rolllnt
Ihnluo < Z’;:OIfn_jluolgjluO g ccreve! (n)ns™ .,

Ceci montre que h=f O ge FO(E') , et que le produit tensoriel o-symétrique dé-
finit une application "bornée", De méme, soient f et g e FG(E) . Définissant de
méme les h_, on veut montrer que Xm"(k)|hk|u est fini, pour tout (a@" , u) .
Vu (C1), soit @2 0" avec D= 2"(;) @(j)~" fini. Come |£| < Cret (k)7L et
lgklus C“w‘(k)"l , pour tout k , il vient, vu (C3),

(c4) o(n)|n |, < oln) Z |t

D'ou

| leg.] < ccrer .

n-j j'u

2 @ (n)|n | < cCTCUD .

Ceci montre que h = (hn) € FG(E’) et que 1'application bilinéaire de produit o=~

symétrique est continue dans FC(E‘) . On notera que (C1) u (C2) = (C3).

(4.4) Bxponentielle d'une forme sur E' .

Soit ae Fa(E') « Pour tout (g, u) ePxU, ona c_r = sup, w(k)lcxklu fini.

Le calcul précédent entraine que, pour tout n =1, et pour tout k 20 , on a
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w(k)](aAn)klu.s ¢t C'n . Alors. exp a = 2;;0 ni™t e FG(E') car, pour tout k
-1 ,n
’ ¢t ot
()l (exp - 1), € Ty T <o

(4.5) Exemple : Exponentielle de la forme symplectique sur E x E' .

(a) Soit «

k -
o au point (1.7). En sommant les formes ki ! o% , on peut définir exp o , mais

it

x VE . Pour tout e. 1. c. s. E , on a défini et étudié la forme

exp o ne vérifie que des conditions mixtes de continuité en général.

(b) Etudions le cas particulier important ou une injection continue B de E!
dans E est donnde. Alors, on peut définir 1'exponentielle de la forme ¢ sSur
E' x B'Y qui est 1l'image de «o par B x IdE' : E' x B! —> E x E' ., En effet,
pour tout ue€ U, il existe C >0 tel que Pu € Cup . Alors, pour m, et

m, €uxu, il vient
Donc, « € 2p(E' x E') , et vu (4.3), exp o€ FG(E' x B') .
Exaninons le cas de formes vectorielles. Différents cas sont possibles suivant

1'application bilindaire définissant le produit "des valeurs des formes",

(4.6) PROPOSITION., - On suppose que P vérifie (C1) et (C3). On considére 1'appli-

cation bilinéaire naturelle

k k' y k+k!
1 t t
(4.7) E'" x E - B}

Alors, pour f = Zfz € FG(E , E‘];) et g=2 gy € FG(E , E(‘Jk‘) , on a
n=fOgeF(E, gty |
En effet, il existe ueU, C' et C" >0 avec
X, ) see s X, € o ==#>fz(x1 , eee s xz) e crgt m(ﬁ)cﬁ ,
X100 orr 2 Xyg € " = gz,(x£+1 y see s x£+z,) e cngryt w(z')ci' .
k! k+k!

. k R .
Comme Y envoie Uu x cu dans ou , i1 vient

0
(xl oeee s Xy g €W ) ==¢kf£(x1 y see s XL) gz,(xz+1,, coe o xz+£,)

- - ?
g el Lot m(z) e oﬁfk .

Alors (C3) entraine qu'on a uniformément en n :

(xl y ees 9 X € W) = hn(x1 , ees s xn) e coremnt™t w(n) ug .
;a(;cilzfﬁggi)h. des hn = fn C>gb + eee + fb C>gh appartient donc a
g c
(4.8) De méme, relativement & 1l'application bilinéaire continue naturelle

k! k!
(4.9) B x BS —> B .

On a un produit tensoriel o-symétrique
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P (B, B) x By(B' , By ) —> T (8, By .

by

Voyons & présent un autre cas de figure qui permet par transposition, de définir

les dérivations & droite et & gauche de formes alternées et de formes quelconques,

(4.10) PROPOSITION, - On suppose que P vérifie (C1) et (C3) et k >k' , On consi-

dére 1l'application bilindaire

k k!

)
(4.11) Bl x B k

Y, mkK
_..>Eo_

!
de contraction entre E§ et les k derniers facteurs de E'g . Alors, on peut

définir relativement & cette application bilindaire un produit tensoriel o-symé-

trigue

Kk ! k-k!
FC(E ) BY) FG(E , Eﬁ ) — FG(E , B! ) .

En effet, on peut raisonner comme précédemment en partant du fait que Y envoie
k k!0 k-k!
or x (6. ) dans o .
u u u

(4,12) Opérateur différentiel scalaire dans FG(E) .

Soit ¢ un élément fixé de F_(E') . L'opérateur f —> @(D)f de dérivation &

gauche dans FB(E) est défini comme le transposé du produit o-symétrique & droi-

te par ¢ dans FB(E’) .

Ce deuxitme opérateur s'écrit donc § —= §y O @ et
(4.13) @D)f , ) = &, 4O @) &

(4.14) De la méme manidre,

(2) on définit la dérivation & droite par (D) dans FG(E) comme le transposé

du produit o-symétrisé & gauche par ¢ dans FB(E')
(4.15) EpD) , ) =4, 9O ) ;5

(b) On aéfinit la dérivation & droite et la dérivation & gauche dans F@(E') ; il

suffit de permuter 1les rtles de E et E' dans ce qui précéde.

Dans le cas particulier ou o = A , on peut écrire, en accord avec les notations
de N. BOURBAKI en algébre extérieure,

(4.16) @(D)f =fL @v et f@(D) = @v.l f .

Noter que

1l

(o, (D) (e, (D)) , ) = {9, (D), § O ) =, ¥ O O )

(((Pl O (92)(D)f ’ \V> .

D'olu
(4.17) o, (D) (,(D)£) = (i, O 9,)(D)

De méme
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(4.18) (£ (D)), (D) = £(q, O ) (D) «

Dans le cas particulier, ou ¢ = X € 1F(E’) , on écrit encore

of
(P(D)f = —a-x— = ax f 9
\ 3 3 s
d'ou (Xl A X2) (D)f = -a—f; 5, £, pour x;, et x, € E. De méme, fop(D) s'éerit

d
encore fg: f ax .

K /o
(4.19) pour toute fe F(E) , X , X, , eeo , X €B, et a€l,ona

-~

(Oa f)(xl 9 see Xk_l) =kf(a y Xl ’ X2 g oo g X "'l) .

En effet, on a

(x - 1)s(aa f)(xl y eee Xk—l) = @, Fy X A eee A Xk-]_}k—l,us (k = 1)1

@ f, 5y Aeea A D= R T, x ) Aeee A x,)

(£, xk_ll\.../\xll\a)= (£, anrx Ao xk-1>us
=kt £(a, Xy 9 eee Xk-l) .

n

Noter aussi

(4.20) (o(D)£)” = £7¢ (D) ,

car

I

(D))" 5 §) = (@(D)E , ¥ =&, ¥ O

€, (@oN)=4 ,9 0=« (@, .

Calculons les dérivées lorsque E et E' sont rapportés a des bases duales.

(4.21) PROPOSITION. - Les espaces E et E!' sont rapportés a des bases duales j

’ - Id u
les formes coordonnées dans E et E' sonb regpectivement notées x ef gv ’

u et ve {1, «o., n}

(a) Pour tout i € IA(n) , et tout c € {1, «ev, n} , on a

(4.22) D o3 =0 si céi.
c c -
ox
5i e=1i,€ei, avec i:(il,iz,---:ias---:ik)rglﬁ_.é.

i i AN i

ch =(—l)a-1x N eee N X AN ese N X ’

le terme muni d'un chepeau étant omis.

(v) De méme, on a

0 si cei,

(4.23) X BC . il /,]) ik
(-—1) ax N qee N X ees AN x 81 c—_—iaei,

(¢c) Posant foxtAse AX =x et q>=§n/\.../\§1='§_v , on a, pour toute
partie i de {1, .oe , 0},
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£ (D) £ = ()G, 1),
(4.24) { A
gir(D) X = (L)1, i)Xl

Ce sont ces relations qui motivent la terminologie "dérivation 3 droite" et "déri-

vation 4 gauche". En effet, pour dériver & gauche le nonbme X par rapport a la

rd - - . 1 N\ l 3 rd 3
coordonnée Vv = i,€ i, 0n fait passer x @ & gauche dans x , ce qui nécessite

i
(a = 1) inversions, puis on supprime x ¢ . De méme, pour dériver a droite le mo-
i i i
- 1 1 o k N p . .
ndme X =X N ees AX ... AX , par rapport & la coordonnee ¢ = 1a€ i, on
i
. a by 3 3 K3 I3 3
fait passer x 3 droite, puis on le supprime. On notera aussi 1'analogie (et 1la

différence {) des formules (4.21 (a) et (b)) avec la formule donnant en algébre com-

i
nutative la dérivée d'un mondme (x 1) eee (x k)c’lk , par rapport ) X o,

L . . _ - i_s J
Démonstration de la proposition (4,21). - A priori, on a 9 ¢ X = jGIA(n)aj x° .
Pour tout j € IA(n) , la constante aj est donnée par

J—<ax , (807 =, (87 A g e
Done, za.j est nul sauf peut-8tre si i = ju v . Dans ce cas, Vv = ioz et j

. . . A A
J = (11 ? 12 9 e ’ la 9 ce o o ik) 9 d'Ou

v N\ o1 v
EYANE =8 Aaes AES Auee AE, AE. =(-1) ()" .
J gV Jic 'Ja J1 Jo
Dol
1 il /i\oz ik
("“ 1)&‘ X /\coox /\.../\X .

3. x
v
(¢) A priori, xl(D)_gv =2 a5 &5 s et les constantes 8 sont telles que
- &EDE, (D=, @)7A ) .
Le coefficient aj ne peut &tre non nul, seulement si Jj = i' et si
v it~ i v 1UJ\/s R . . . .
age = @, () AD) = €, 2 OHENE, ) = @HGE, ).
De méme, on voit que gi,(D)g_ - bx~ avec

G0z, (5)7) =&, (5)7 A g
(.}S_ ? ((§i|)v A §l)v> = (i')(i' ’ i)(?.c_ ’ gviuil> .

Donc, b = (i')(i' , i) , et gi,(D);g_= (i) (i, i)xi .

b

]

(4.25) PROPOSITION, — Soit E un e. 1. c. s., soit E' son dual.

(a) Pour g€ NE' et he/\zE' , on a, pour tout € € E' ,

(4.26) (g A m)3, = (- 1)3(gag) A+ g(ndy) .

(b) Symétriquement, pour g € /\k E' et he NE' , ona

(4.27) %@Ah>=wgmAh+<-nkgAwgw.

Démonstration. — Par lindarité, il suffit de démontrer ces formules pour g et

h respectivement homogénes de degrdés k et 4 . Vu la relation (4.20), la deuxie-

me formule se déduit de la premidre, en utilisant 1'involution k —> k~ . D'autre
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part, en raisonnant comme dans la preuve de (1.7), on voit qu'il suffit de montrer
(4.26) en dimension finie. On rapworte E et E' & des bases duales. Par bilinéa-

rité, il suffit de montrer
(4.28) (x= A xJ)ac = (- 1)2(}:l ac) Axd o+ xt A (27 Bc) ,
avec c € {1, ees , n} . 5i card(i n j) 32, les deux membres de (¥) sont nuls.
Si inj= ia = jB # € , le premier membre I de (4.28) est nul, alors que son
second s'dcrit, vu (4.21),
4 N . . ”~
(-0t axd s C)¥Ptax,

i i
ou le chapeau signifie que le terme x % = x B a été omis. On voit, alors, par un

jeu de saute-mouton que II =0 . Il reste & examiner le cas i n j = ¢ e Si

& i . . . N1 J
c€ivuj, I=II=0.81L c= iCY €i,ona I=ax AX avec

S
E}

a

'_l

CHERLE (g7 A =aaxd, g A g5 A

. . . o
(- ) @ A2, gg/\gi /\@
)£+k-oz

i

(_ i 1)£+k-a

i

. . o

1 v v
& A x° ’ §j A §i> = (-
D'od I = (- 1)z(xl ac) A xd = II . On traite de méme le cas ot ¢ = jB €3, et
(4.25) est démontré.

(4.29) Dérivées & droite, dérivées & gauche.

(a) "u les formules (4.16), il apparait qu'on a reformulé, dans un langage adé-
quat & la théorie des champs, les notions classiques de produits intérieurs gauche
et droit en algebre extérieure. On ne définit pas usuellement en algébre extérieure
les dérivées globales d'une forme alternée. Nous allons le faire car nous aurons
besoin de ces dérivées globales, de la méme maniére qu'on a tesoin en analyse de la
dérivée Df d'une fonction définie sur R® , les dérivées partielles o/t
étant insuffisantes, De méme qu'en analyse ordinaire, on utilise des fonctions vec-
torielles pour définir et étudier Df , D2 f , nous utilisons en analyse anticom-
nutative les formes alternées vectorielles. Traitons d'ailleurs en m8me temps les

cas o=S et 4.
(b) Pour k entier > 1 fixé, considérons 1l'opérateur
1 1
r (&, B) L F (m)
§ — [YOE]

ou i? désigne la forme vectorielle homogéne de degré

(4.30)

ke gl,oo-,gk—eglogZOoooogko

Cette forme sur E' est & valeurs dans (:)k E' . Les crochets indiquent qu'il y a
contraction dans le but, c'est-a-dire que, selon le principe (4.10), le produit o=

symétrique est associé 2 la forme bilinéaire de dualité E§ X E‘g —> K .

L'opérateur Y est contianu. Son transposé
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k
'=D k
(4.31) F () 120 5 (5, B'F)
est appelé opérateur de dérivation & gauche d'ordre k . On voit alors, en raison-
nant comme dans le cas scalaire, que Dk =DoDo ... oD ( k fois). On définit

de mBme f —> £05 en transposant § —> [E§<D V] . Dens le cas comuutatif, déri-

.

vées A droite et & gauche corncident.

5. Les coformes.

On se limite essentiellement au cas scalaire, D'ailleurs 1'étude des coformes
vectorielles se ramene & celle des coformes scalaires, par un argument facile de

produit tensoriel., On suppose P et o fixés.

(5.1) Définition d'une coforme.

Une coforme ( P-décroissante, o-symétrique) sur 1'espace nucldaire couplet E

est un élément du dual Fé(E) de FO(E) .

L'action de la coforme M e Fé(E) sur la forme f € FB(E) est notée
(5.2) i(f) = (i, £) = j f(x) u(x) ,

ou le signe d'intégration symbolise seulement une forme bilinéaire de dualité. On

définit de méme les coformes sur B' .

(5.3) Proposition et définition de la transformation de Laplace.

L'espace Fg(E) muni de la topologie de la convergence uniforme sur les "bornés!'

de FG(E) est nucléaire complet isomorphe 3 FG(E‘) . De méme, 1l'espace Fg(E‘) ,

muni de la topologie de dual fort de FG(E‘) , est isomorphe 3 QS(E) . Pour toute

M e F(E) » il existe une seule ®e F_(B) telle que

”~N
(5.4) M, £)= Zk!(}lk y T

On dit que T est la transformée de Laplace de M . De méme, la coforme sur E ,

dont la transformée de Laplace est ¢ € FG(E‘) , est notée 6w , en général.

(5.5) Relation du type Parseval.

Quelles que soient f € FG(E) et @€ FB(E‘) , on a
(£, w)E = jE féegp = IE‘ o3f .

(5.6) Accouplements partiels (ou "intégrations" partielles).

Notons Id 1'application identigue du dual X d'un espace nucléaire complet.

Alors, pour toute o € FO(E') , Id® 6p définit une application linéaire continue

@ de X&F () dams X@®K=X . Pour fexd P (E), on pose

J ?6@ = olf) .
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(5.7) Cas particulier.

Soit X = FG(G) , ou G est nucléaire complet. Comme XgFG(E) a"l?‘(j((} x E) , on

peut écrire f = f(y , x) , et alors

J?&p = ‘[E £y , x) 6p(x) € FG(G) .

(5.8) Exemple.
Soit g€ Fé(E) . Alors, pour tout x € E tel que e*

il

o et e e 1)

on a, d'apres (5.4),
", &) = J ™5 5g(g) = Z(gk , QE&:X> = g(x) ,

et la forme g est la transformée de Laplace au sens usuel de la coforme g .

(5.9) PROPOSITION. - Soit g € FA(E) .

(2) Pour toute forme simple X = Z;LO X, ATA xkk sur E' telle que
- 1

exp;c'.—.zz___ok!_lxkl/\.../\kaeFA(E‘), X =1,

on &a

(5.10) €)= gl s rn) - [(exp D) (5)0e(e)

(b) Pour tout sous-espace Ea de dimension finie de E , la restriction 8y de

g 2a Ea est telle que

(5.11) g, = ga(X) = IE. exp(x V £)8g (E) .

Ce que 1l'on traduit par la formule

(5.12) g = g(x) = fE, exp(x Vv €)8g(g) .

Démonstration. — On note que (a) résulte de (5.4). Pour prouver (5.11), rappor-

tons E et E' & des bases duales et utilisons (1.12). Par lindarité, il suffit
de montrer la formule (5.11) par 8y = x, ie€ IA(n) . Or, vu (1.16 (d)) et la dé-

finition (5.6) de 1'intégration partielle, on a
i v i
[ exste v O)(6M)(8) = Ty () ] G627 A g e (@)
o A .
o v i
- zoﬂ.=_I.A‘(n)(X ) @a » XD .
La somme se réduit au terme correspondant 3 o =1 , soit &

(xi)v(éi Ly = (1)) =1

(5.13) Définition des coformes mormales.

Soient E nucléaire complet, et o€ {X, S, A} . Une coforme o-symétrique sur

E est dite normale si sa transformée de Borel gtécrit exp ¢ avec
p € 1FO(E‘) C>2EU(E‘) . La coforme est dite centrée si ¢ € 2F'G(E') .

Nous étudions les opérations sur les coformes.
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(5.14) Image par une application linéaire.

Soit ue L(E, G) . Alors g —» g o u définit une application "bornée" de
FG(G) dans FO(E) , d'ol, par transposition, une application T ——=3 u(T) de
Fé(E) dans FC‘J(G) . Donc

(5.15) @) , g =@, g0u .

Soit u' 1la transposée de u . Comme la transposée de g —> g o u est 1l'opérateur

linéaire continu ¢ —> ¢ o u de FG(E) dans FG(G) , on g

(5.16) u/(’b T ou .

(5.17) Par exemple, soit (E&) la famille des sous—espaces de dimension finie de

E' , les injections de transition étant notées uéa : Eé = E& . Soit u& l'injec~
tion E& < BE' , Comme les restrictions '@; , TB de T aux sous-espaces E& ’ Eé
P ”\ A\ N\ A

SR _ 1 _ o N = t&
vérifient Ta =T ul TB = Ta uBa , les coformes 6Ta ’ GTB sur Ea E/Ea ’
EB = +s. 5, sont cohérentes, i. e.

/N ”~
.1 E! € B! = T ) = oT
N
— N rd l ‘

et de plus 6T = uaCT) Y sont les transposées de ul , Upgy 0 e

(5.19) Produit tensoriel (on suppose o =S ou A ).

Soient U et 1. les projections canoniques de E x G sur E et G respec-

2
tivement. Pour simplifier 1'écriture, pour toute f € FG(E) , T o ™ est notée
simplement £ . D'ailleurs, ceci est fait depuis longtemps en analyse commutative,

Pour TeFC;(E) et Uch‘y(G) , T@UeF{'}(ExG) est définie par
(5.20) erFG(E), VgeFo(G), TR®U,fOg)=4(, XU, g .
La relation (1.19) montre que

N A A
(5.21) TU=UOT ,

le produit tensoriel o-symétrique du 2e membre étant calculé dans FG(E x G) .

(5.22) Produit de convolution (on suppose o =S ou A ).

Soient T et U deux coformes sur l'espace nucléaire complet E . On définit
T *U comme 1l'image par 1l'application somme s : (x 3 y) = x+ y de la coforme
T®U sur Ex E .

(5.23) T *U , £) =T ®U, f o8).

La transposée de s est 1l'application s' : § —> (g, €) de E' dans E' x E' .
Par application de (5.16) et (5&&), on en déduit que la transformée de Laplace de
T *U est

T/:FU = ((@ ° nl) O(T o n2)) o 8!,

ou -El et 52

et le deuxidme facteur E' . On en déduit

sont les projections canoniques du produit E' x E' sur le premier
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PN A ~
(5.24) T*U=UOT .

Ici, le produit tensoriel o-symétrique est calculé dans FO(E) « Dans le cas sy-
métrique, le produit de convolution est commutatif, mais ce n'est plus le cas en
général dans le cas anticommutatif. Cependant le produit de convolution est tou-

jours associatif,

(5.25) Convolution T * f ,

On définit 1'opérateur C : f —a T * f dans FG(E) comme le transposé de
1'opérateur C!' : U —3 T(- x) * U dans F(;(E) , ou T(- x) désigne 1'image de
T par la symétrie x —) - x dans E .

(5.26) @ *xf,0)y =« ,T(-x) *U) .

(5.27) PROPOSITION., - Tout opérateur de convolution 3 gauche est une dérivation 2

gauche
v£eF(E), Txf-= (T(- D))f .

En effet, aprés la transformation de Laplace, l'opérateur C' de Fc':r(E) s'éerit
Pa

&
o —> @ OT(-E) .
Or, dtaprds (4.12), cet opérateur est le transposé de l'opérateur f —3 (’f(- D))f .

by

(5.28) Opérateur de multiplication & gauche par une forme.

Soit ge FG(E) . L'opérateur T —> gT est défini comme transposé de 1l'opérae
teur m: f—>fOg de FG(E)

(5.29) £ ,el)=(0g, T

ou

|t = | e 0 ) 20x)
Or m est le transposé de 1'opérateur o —> g(D)op de FO_(E‘) . Donc
(5.30) & = g(D)T .
Notons que, pour g, et g,¢€ FG(E) , ona, vu (4.17),

(5.31) g,(g, T) = (g, O g,)T .

(5.32) Coformes sur un dual algébrique.

Soit Z un e. v. quelcorque sur K =R ou C . Le dual algébrique z*¥ de 2
est systématiquement muni de la topologie faible o(Z* , Z) . 2Z* est donc nuclé-
aire complet, et les parties équicontinues de son dual Z sont les bornés de di-
mension finie de Z . On suppose P fixé égal a PH « Alors FA(Z) est 1l'espace
de toutes les formes alternées sur 2 , alors que FS(Z) est 1l'espace des fonc-
tions finiment holomorphes sur Z si K =C , ou sur le complexifié de 2 si

K=R. Soit (Zd) lg famille des sous-espaces de dimension finie de 2 , Les in-
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jections canoniques ZB —_— Zd et Za —3 7 sont respectivement notées de et
ja « Par transposition, on obtient un systéme projectif (ZZ , jéu) , et des sur-
jections canoniques j& s ZF — Z: . Alors, toute o€ FU(Z) est caractérisée
par la famille cohérente (mu) de ses restrictions aux Za . Par transformation de

Laplace inverse, et vu (5.18), on obtient la proposition suivante.

(5.33) PROPOSITION. - Toute coforme &¢ sur 7¥  est caractérisée par une famille

(6¢a) de coformes sur les espaces de dimension finie Zz , la famille (6¢d)a

étant cohérente au sens suivant

(5.34) Zg € Lo, = by = jéa(écpa) .

(5.35 DéFINITION. - On dit que (& est la représentation cylindrique de la co-
=B o1t gue \0%9,/q q

forme &8¢ sur z .

(5.36) Remarque.

Soit G tout e. l. c. s. sur K dont le dual est Z . On notera que le systeme
projectif d'espaces vectoriels de dimension finie associé & G , dans la théorie
des probabilités cylindriques, cofncide avec (Z& , jéa) . On aurait pu définir une
coforme cylindrique T sur G comme étant une famille cohérente de coformes sur
les espaces Z& « Or, (5.33) montre que T est simplement une coforme sur z¥ .11
n'est donc pas utile d'introduire la notion de coforme cylindrique sur G , d'au-

tant plus qu'une telle notion ne dépend pas intrinsdquement de G .

La notion de coforme étend, dans le cas commutatif réel, la notion de probabilité
cylindrique & décroissance exponentielle et, dans le cas commutatif complexe, la
notion de fonctionnelle analytique et de fonctionnelle analytique de type exponen-
tiel. Dans le cas anticommutatif, elle donne la notion nouvelle de mesure anticom-

mutative.

(5.37) PROPOSITION. - Considérons le cas particulier ¢ =S, K=R, P= PH .

Pour tout e. 1. c. 8. réel G , on a une injection canonique des mesures cylindri-

ques p = (pa) sur G telles que les My soient & décroissance exponentielle,

dans l'espace des coformes sur G!'¥ ,

En effet, aprées transformation de Laplace, on constate que. i'on a une injection

des transformées de Laplace ‘i dans l'espace des formes sur G' .

(5.38) "Radonification des coformes ( o , K quelconques, P vérifie (C1)).

Soient G et E deux e. 1. c. 8., E é&tant nucléaire complet, et soit u 1li-
néaire continue & image dense de G dans E ; u' identifie E' & un sous-espace
dense de G' ., L'application u se prolonge en 4 1linéaire continue de G'* dans
E'* , d'ol une application Fé(G'*) —> Fé(E'*) « Par transformation de Laplace, il
apparait une injection des coformes sur E dans les coformes sur E'¥ « Soit alors

A ~ 7
T une coforme sur G'¥* telle que T o u' € Fc(Ei) » Comme T o ut! = u(aj y On en



3~-29

déduit que u transforme la coforme T sur G'* (ou "eylindrique sur G" ) en

une coforme sur E .

Onnotera que, méme particularisé au cas des probabilités cylindriques, le résule

tat ainsi obtenu est nouveau.

(5.39) Coforme de Fermi df sur un espace de dimension finie.

Soit (E, f) 1le couple formé par un espace vectoriel E de dimension n sur

K=R ou C, et par une forme f € nFA(E) , £#0 .30it ¢ 1la forme sur E'

telle que (f , ¢) = 1 . La coforme de Fermi, définie par le couple (E, £) , est

la coforme &¢p sur E . Cette coforme est aussi notée 4df .

(5.40) PROPOSITION, — Ecrivons toute g € EA(E) gsous la forme g = clg)f + g

avec d° f' < n . Alors

(5.41) f g af = ¢(g) .

En effet, g = c(g)fn et g'= g, + ... + g _, . Dautre part, 9=¢ , et
(PO = see = Cpn-l =0 . DOnC,

jgdf:(é’,co)

It

Zk?(gk » @) =nilg , 0
c(g)ét , o2, nt = ()¢, 9> =clg) «

(5.42) PROPOSITION. - Soient deux couples (El , £) et (E2 , £') comme dans
(5439) . Alors,
(5.43) a(f A £') = af @ df' .

En effet, soient o € nF(Ei) y @' € nF(Eé) telles que (£, @) = ', ') =1 .
Alors, vu (1.19),

(f/\f’,(p’/\q)>=(f,cp>(f',(p'):l.

Ce qui prouve, vu (5.21), que les transformées de Laplace des deux membres de (5.43)

coincident. Par conséquent, ces deux membres sont égaux.

(5.44) COROLLAIRE. - Ceci permet de retrouver les r&gles qui sont prises usuelle-

ment comme définissant 1l'intégrale de Permi sur BP . En effet, prenant par exemple

E, = E, = R identifié 3 son dual, f = x'  on a

1 2

£ =
jldx‘=O,Jxldx]‘:l,.fldxz:O,szdxz.

Et, par conséquent, on en déduit
1

2

jx‘ x> Ax' = x /\ld(x2/\x')=jx’ dx' J 142° =0 ,

f x!' A x2 d(x2 Ax!') = I xl dxl x2 dx2 =lsl=1.

En analyse de dimension finie, un r6le trés important est joué par la mesure de
Lebesgue dx = dxl dx2 see dxn sur g? . Toute fonction intégrable £ sur g? est

"jgentifide" & la mesure £ dx , ce qui permet de définir 1'accouplement
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(f3; 8 — J fg dx , de définir la transformée de Fourier ?‘ de f comme étant
en fait la transformée de Fourier de la mesure f dx , de faire des intégrations
par partie, ... L'analyse anticommutative de dimension finie peut é&tre considérée
comme la reformulation de 1'algdbre extérieure selon les principes donnés jusqu'ici
dans cet exposé. Dans cette analyse, un rble similaire & celui de dx en analyse
usuelle est tenu par la coforme de Fermi dx” = dx" A xn—l see A xl , les xi dé-
signant les formes coordonnées sur l'espace vectoriel E de dimension n , E

étant rapporté & une base. Les formes coordonnées dans E' , rapporté a la base

duale, sont notées € , ..., £ . Avec les notations (1.12), on a donc
- ! n — A - & =
(5.45) f=x'A..oAx , ©=E AE  A..AE , df = dp=dx .

En effet, on associe & toute forme alternée k sur E 1la coforme k df . Vu

(5.30),

. N A
(5.46) k af = k(D)af = ko .

or les formules (4.21 (c)) montrent que 1'application k —> x = k(D) de FA(E)
dans 'FA(E') est bijective, car elle applique une base du premier espace sur une
base du second. De plus, ces formules montrent que l'inverse de cette application
est x —> X(D)f . Or x(D)f est la transformée de Laplace de la coforme ¥ deo

sur E!' . D'ou la définition suivante,

(5.47) Définition de la transformation de Fourier et proposition.

On se donne un couple (E , f£) comme dans (5.39), et soit ¢ € "F(E') telle que

(f, op = 1 . L'application §: k —> x = E/E? =k (D est appelée transforma-
¢ X P

tion de Fourier des formes sur E . Cette application est bijective de FA(E) sur

FA(E') , et son inverse x —> X(D)f est la transformation de Fourier des formes

sur E' .,
(5.48) VzeB, &3 k)=2zAS5k.
(5.49) izeB , HgAk)= ag(ﬁk) .
En effet, la transformée de Fourier inverse de x' = z A x est

k' = x'(D)f = (z A x)(D)f .
Par application de (4.17), i1 vient
k! = az(x(D)f) =3 k.

De méme, la transformée de Fourier de k' = § Ak est ¥' = BF X « La raison de

cette terminologie est que, wvu (5.12), les formules réciproques
Kk -5y = k(D)o et x —> k = x(D)f
peuvent s'écrire
(2) x(8) = | ox(s v a)k(x) at(x)

(5.50) .
(8) k(x) = ) explx v () delE)
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(5.51) PROPOSITION, - Soient g , h , k des formes alternées sur E , et soit
EE€E , n=dinE. '

(a) On a toujours J (e(D)k) df = f (k(D)) af =0 .

(b) On peut montrer la formule d'intégration par parties de ([1], p. 54).

(5.52) J g A (e(D)n) af = J (g8(D)) A ndf .
(5.53) [ en o) at = (- 9™ ] (e0)e) A mae
Preuve,

(a) resulte de (5.40) et du fait que deg E(D)k et deg k&(D) <n .
(b) Pour g homogéne de degré k , on a, vu (a) et (4.27),

0 fﬂN@Ah)H=I(aN@Ahdf+GIFJgA(ﬂmwdfc

Dol
J g A (g(D)n) af = (- 1)+ I (g(D)g) A h df .

- l)k+l gE(D) . Donc (5.52) est prouvé si g est homogene. Par linéa-

or g(D)g
rité, (5.52) est démontré.

(¢) Par lindarité, il suffit de montrer (5.53) si g et h sont homogénes res-

pectivement de degrés k et 4 . Alors, vu (4.26), on a
= J (g A 1)(g(D)) af = (- 1) J (g&(D)) A b af + J g A (hg(D)) df .
D' ol
JgAmdM)w=(-n“lf@ﬂM)Aﬁﬁ=(—ﬂ“‘f@@k)Ahﬂ.

Donc (5.53) est démontré si n et k + 4 sont de parités différentes., Or, si
deg g=k ,degh=4, k+4 et n étant de méme parité, la formule (5.53) est

encore vraie, car alors ses deux membres sont nuls !

6o Formules de Taylor pour les formes extérieures.

Soit g =S ou A . On va donner pour les formes g-symétriques deux formules de
Teylor, ces formules se réduisant 3 la formule bien connue dans le cas particulier

01‘1 o= S L)
On précise d'abord la dualité entre

F(E, 5%) =F () o B et F (B, Ek) F_(8") 2 E
(e} g g g g (o2

qui a servi en (4.37) pour définir, en (4.37), les dérivées globales 3 droite ou 3

gauche d'une forme. Cette dualité est la dualité entre produits tensoriels, canoni-
quement associée 2 la dualité (, ) entre F_ (E) et F (E') , et & la dualité

( )k entre Ec"k et Ek . On rappelle que tout f € %E' est identifié & la fo

forme homogéne suivante sur E

(x5 oo xﬂ) — (X, O +-» O X

L ? £

£>ﬁ’us
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4 k K
Onverlf:n.ealorsque, v (k, g) , et fze F(E), D fz-O—f si
k> g, tandis que si k < 4 » quels que soient xl”"’x,e-k dans E , et

Yy 9 oec s Ve E,ona
(6e1) (4 = k)1 (¥ O ¢+ O yl. ’ o fz(xz-k s *c0 xl))k us

= (4 - k)¢ <Dkf2, (7,0 «+s07) ® (5 0 =0 0%, 4))

= gl fz(yl NRTTIFE A I AR R xl) .
(6.2) (=Kt (£, Dk)(xz_k s ese s X)) 5 T O 00 O Ty yg
= (g = k)t (fEDk,(ylo...oyk)@(x O +ee O X k)
=g,!f(x_k,...,x1, yl,...,yk).

8i, en particulier 5 = S, on retrouve 1a formule bien connue

(643) Dkf(x‘e’-k)y T——m— 'q’k,Y)o

Dans le cas ou E est de dimension finie, il est trés utile de connaitre les
composantes de ¥ fz , si E est rapporté & une base, et si E' est rapporté a
la base duale. On trouve, avec la convention des multi-indices,

——) | Z a f (x) ® x ’ sl g = S
=k §o €IS
(6.4) o f.‘ (x)) ‘ldl oz'

h‘_kﬁukaaafz(x)®x,8i O':A
Notons sussi que, pour tout couple (f , ¢) € FG(E) x FG(E') ,
(645) €, =TT @, g

Au second membre, les deux dérivées qui interviennent sont des dérivées a gauche,
et la formule serait fausse en général avec des dérivées & droites L'écriture des
formules de Taylor en algébre extérieure (ntme de dimension finie) présente une dif-
ficulté appréciable puisque la formule de Taylor pour les polynBmes

(646) fx + y) = p* £(x) y

;z, 0
est considérée usuellement comme une égalité entre nombres, et une telle égalité
n'a plus sucun sens en algébre extérieure. Une premiére méthode pour étendre (6.6)
aux formes est de considérer que le second membre de (646) exprime le translaté de
£(x) en fonction de f et de ses dérivées, mais ceci nécessite de définir le
translaté d'un tenseur.

(647) PROPOSITION. - Notons FX(E) 1'espace de toutes les formes (& condition de

croissance définie par P vérifiant (C1) et (C2)) sur l'espace micléaire complet

E . Pour tout y € E, il existe une seule gpplication linéaire ty "bornée" de

FX(E) ayant les propriétés suivantes 3

(a) 'by =13

(b) t_g=¢+ (g, ay , pour tout ¢ de E';

() ty(f 8 = (ty f) (‘cy g) , pour £ et g Fy(E) .

De plus, ty laisse stable FG(E) et cofncide avec la translation des p8lyndmes
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si g=8S . Dol la possibilité d'écrire une formule ("de Taylor") exprimant ty £

en fonction de f et de ses dérivées. Nous utiliserons dans l'exposé 5 une formle
de Taylor trés différente. Soit toujours E nucléaire complet, P vérifiant (C1)

et (C2), g=95 ou A.

(6.8) THEOREME. - Pour toute f e FO(E) , la forme sur E x E obtenue en transpor-
tant f par 1l'application

fE—-—)ExE

1_x — (x, %)
est notéde f(x + y) . Alors
(6:9) fxay) =T gu™ [Fodt 2] =2 ™ L) 0 I,

ol les séries comvergent dans une partie équicontinue de FG(E x E) .

Par exemple, [ O D? £(x)] désigne la forme scalaire sur E obtemue en faisant
d'abord le produit g-symétrique de la forme 7* & valeurs dans () E» avec la
forme D¥ £ & valeurs dans q E' , puis en effectuant la contraction naturelle.
Cette formule cofncide avec (6.6) si g = S, & condition d'interpréter les deux
membres de (E) comme des polymdmes sur E x E o Dans le cas ¢ = 4, ot quand E
est de dimension finie, on peut exprimer (6.9) en utilisant des coordonnées.

(6410) £(x + 3) = Zypy )7 A (35 £)) _ .
= Zj (f(X) BjV) A ya = Zj (f(x) aj) A (yJ)v .

Cet exposé fait ainsi apparattre une analogie parfaite entre 1'algébre. commutati-
ve relative aux polynBmes, par exemple, et 1l'algébre extérieure. Cette analogie,-
corvenablemnent formulée comme on l'a fait ici pour pouvoir traiter des espaces de
dimension quelconque, correspond & 1l'analogie existant entre la théorie des bosons
et celle des fermions.
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