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Séminaire Paul KREE 7=-01.
(Equations aux dérivées partielles

en dimension infinie)

2e annéey 1975/76, n° 7 4 29 pe

INVARIANCE PAR DIFFEOMORPHISME D'ESPACE DE SOBOLEV.
ESPACE DE SOBOLEV D'UNE VARIETE. APPLICATIONS

par Bernard LASCAR

Cet article est la suite de l'exposé 11, en trois paragraphes, du Séminaire P,
Krée, 1974/75. Nous en reprenons l'essentiel des outils et des notations. Nous ren—

by

voyons donc le lecteur a ce texte, ou encore gux articles [10] et [11]e

4. Espaces K*(0) o
OIS
Dans cette partie, © désigne un ouvert quelconque de Q »

Définition (4e1)e = On définit llespace Ks(@) comme l'espace vectoriel quotient
de K3(X) par le sous~espace vectoriel N = {ve K3(X) ; supp % €< Ce}
On définit HSC';{O) comme l'ensemble des restrictions 3 O des fonctions de

1C2(a) o :

PROPOSITION (441)e - K°(0) est un espace de Hilbert muni de la norme

"qls = in£v|o.-u u"“s b

Démonstrations — Il suffit de voir que N est un sous~espace fermé de I(s(X) .

Soit v e K3(X) avec v, > v dans K°(X) et supp v, < Co 3 comme pour toute
¢ € I'BCS(O) ’
(vyg)=1lim (v o) =0,

ona suppvel(C,

PROPOSITION (442)e

(1) Si ¢ appartient 3 HSC‘;(@)_ s on définit une application linéaire continue
u-»gu de K°(9) dans k%(0) par passage au quotient.

(ii) HSC®(9) est dense dans K3(9)

Démonstratione.

(1) est évidente
(ii) résulte du fait que HSQ(Q), est dense dans K°(X) et de la continuité de
la surjeotion canonique K5(x) > Ks(_o ) -

PROPOSITION: (4.3). -~ Si t > s , on a une injection continue K¥(0) = K3(O1 .
PROPOSITION (434)4 = Les opératenrs DY  (zaspe divy ) détemninent par passafe
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au quotient des opérateurs continus de K® (0) dans K° J(O) é ®j (respe
K°(9) & @J X dans K 3{9) )e

Démonstration. - Etudions dtabogd l!opérateur D:j « Le diagramme suivant est

commutatif ¢

-

B, Do) o ©; X
R l ~ RO
k() —D-?’-Ks"j(d 8 (O, X

En effety si v e Ks(x) et suppvec o, ona Rv=0 et également
(R Id) D v=0,

car

(.A)B .IE_L. e

11"’3_.1 Bes 81 %8

la limite ayant lieu dans K59 -3 @j . et 1%on a

2\8 =
R(ax) v=0_0

[ 4

Pour l%opérateur divj
~ div N
K3(X) & (&) 5 X —b K*I(x)
3
R& Id l l R
5(0) & O X —b >3
l'application R @ Id est surjective. Ce diagramme est commutatif, car si
sionpose V=2 v e ona Rv. =0 ¥ 8 o Soit supp v, © (O, dtou
p B B B ] B 1] B pp B 9
supp di.vj v e CQ et R divj v=0,

COROLLATRE, - 84 P(x 4 D) = 2, sk YVk 2k DY u, ol @, sont les restric-
tions 3 O de fonctions aik vérifiant les hypothéses de 1.13, on a alors

P(x 4 D) opére continfment K5(0) » KS™(0)

DEFINITION (4.2)s - Soit s entier positif, soit u € L2(0) ui vérifie, pour
Lo_u_t_e_gel—lSC”(Q), gso sur (O, ona gueKs(X).'d(;.Oo)>0- n_peut
alors définir DJ uel (O @ X) par Dy s e ouvert, mC 0, est la
glasse des pJ (gu)l g OU (= 1 sur un voisinage de w et supp { <O

DEFINITION (4.3). - On définit l'espace %°(© pour s € N gomme l'ensemble des
éléments u € L2(0) qui satisfent & l'hypoth¢se de la définition (442), et qui

vérifient en outre :
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J 2 A .
DY uel (o, \ij) pour j =0 s o
On supposera que %°(6) est muni de la norme

12 = S5 0 g ee

PROPOSITION (445)e = Soit s € Ny on a une application oontinue injective de
K%(0) ¢ %°%(0)

Démonstration. — On a K°(9) &> 12 (9 ety siu € K3(e) 4 si v e K5(X) avec
' U=Vjggona gus gveK(X) y et DjueL(o, @ X) résulte alors de

X 93
D) veli(q, O X) et de DJ(;u) = D’ LV .

PROPOSITION (4.6). - Si Q1“ est un demi-espace de O , défini par
+ .
p={xeq; (x|e1)>OgHe1ed}’,
alors HSCZ(QT) est dense dans zgs(Q;) sy S €N

Démonstration. - Avec les notations de [8], on note f (Q1 = X ’ dem:.—espace de
Xh ; comme Q1 est un ouvert cylindrique et que, 0< j< s DJ ue 12 (Q1 ’ @JX)
on sait d'aprés [6] qutil existe une suite u €K (X ) avec

50

3 J
J=‘0oQ:;'"D u=-D un“de-)O quand n <> © o

Il suffit donc de montrer la proposition (4.6) en dimension finie. Mais omme il
est évident que l'on peut supposer que le support de u est compact, on peut choi~-
sir les u, 3 support compact. Comme sur un compact K les normes ||y 2

272

et “U“ 2 sont équivalentes, la méthode de convolution avec une suite régula=-

risante dé }onctlons, qui gardent leur support dans R s donne une suite de fonc-
tions de QE) qui converge vers u dans K° ('l}* ) -

PROPOSITION (4.7)e - Il existe un opérateur P de prolongement de ;gs(Q::") dans
s
K™(X)

Roe P=1Id ¢

Démonstrations — On définit P sur HSC‘;(Q:{) par

u(x1 s X') si Xy > 0
u(x, o x') = Pu {
19 .

avec

sm j g=1 si x>-1
i A(=k) =1 si j=0wm=1 et m>s eC(R){
k=1 Mk T =0 si x<=2

comme dahs [2].

On vérifie que, si u est XC*° sur Qj;, Pu est XC" sur Q4 et
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DJ pu(x, , x') hJ=Z‘l’<’=1 kaJ u(- kx, 4 x') (= kh, y i), —1<x <0,

Pu a également pour dérivées des polyndmes de Hilbert-Schmidte Quant a la conti-
nuité de ltapplication P 3 KS(Q:) - K%(X) , elle est assurée par la multiplica-
tion par la fonction ¢ qui permet d'éviter la difficulté posée par le changement
de variable

PROPOSITION (4.8)s = On a KS(Q:) =3cs(Q:) s €t leurs normes sont équivalentes ,

s €N .
Ceci est une conséquence évidente des propositions 4.5 et 4.7

I1 reste 3 montrer que lorsque © est un ouvert "régulier", il y a encore iden-
$ité des espaces X#°(©) et K°(9) , ceci sera établi plus loin, et pour cela,
il faut étudier l'invariance par difféomorphisme des espaces K® .

5« Invariance par certains difféomorghismes des espaces KS(X) .

Le probléme de l'image par un difféomorphisme de la probabilité P a été étudié
par SEGAL et par RAMER dans [15]. Comme nous avons besoin de contrdler le jacobien
des difféomprphismes, nous ne pouvons pas utiliser des difféomorphismes aussi lar-

ges que seux de [15].
On définit pour V ouvert de ( la classe
R(V) = {A fermée, AV, d(A,VF) >0}
Soit V ouvertde Qg4 at V->Q,ondit que (V, o) vérifie (I) si 3

(1) « est un homéomorphisme de V sur V = (V) tel que o et a—t sont
lipschitziennes Q - Q 3

o (ii) @a=Id+k , ou k(V) < Q& sous—espace de dimension finie de Q' , et
n“(VD extension 3 O de la projection orthogonale de X sur QO ) est une partie

bornée 3

(ii’i)’ v 3em, D K(x) eV, ©;%X8%) et x> 1.1(1301)'-1(’<)|.|,3 (x) est
bornée sur V .

PROPOSITION (5.1)e = Si (V , ) yérifie (I), alors (a(V) , a—1) vérifie aus#i
(1), et on a aussi (a(VnW) 4B a-1) vérifie (I) si (V, @) et (W, B)
vérifient (I)e

Démonstrations - Si y = a(x) = x + k(x) , on pose
-1
x=a (y) =y +ki(y),

dtol k1(y) = - k(x) , soit ky ==k a~1 , ceci montre donc que (a(V) , d-1
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vérifie (i) et (ii). Vérifions (iii) 3 pour cela on va procéder par récurrence sur
j « On pose a(V) =

si j =1, Dk (y) = — (Id + Dk(\x)) ° Dk(x) o Comme Dk(x) e X & X, onvoitque
(Id + Dk(x)) (Id + Dk(x))™"
appartient & X8 X et méme, compte tenu de l'bypothése (119, on a

x -» (Id + Dk(x))™" = Id appartient & cg(v ,X8X) ,
mais d'aprés le lemme 3 comme
Dk,(y) = [(Id + Dk(x))™" = Id] » Dk(x) + Dk(x) s
on a aussi
Dk, (1) € Olal¥) 4 X8X) +

Supposons la propriété vraie jusquta l'ordre j - 1 « Comme k1(y) =Kkoeq (y) .

: p
Djktzy; 5 Db J D M4 + ky) D 2(1d + k)
30 = - za1g..j'p1-.b..-tp‘e=rj 41 . p1| 9 eoe pEl )

on a

mais

Id-l-Dk,li si p=1

pP(1d +k1‘) -{
pP k1 si p>1

si on note ici Do k1 = Id 4 on peut écrire, compte tenu de la linéarité,

DIk, (y) = = Dk(x) » DIk, + D¥k(x) (ch”l;1 * - D-pf'k.,'_) .

2 c
z>1i.5>p320 2P
On a done

P
Dk, (y) = (1d + ok(x))"" « G ot G(y) = 21, 20 50 Cyop D“k(x)(13p1k1 « D 2ky)

mais il résulte de l'hypothése de récurrence que G(y) € Cg(v X8 @ X) en
appliqaant les lemmes 1 et 2 de [10je On déduit le résultat charché pour D ky (y)
en utilisant le raisonnement fait ci-dessus pour j =1

Comme (iii) est évident pour (V , a-1) s on a le résultat cherché.
Remarquee ¢ F € E(V) si et seulement si, a(F) € R(V) »

PROPOSITION (5e2)e —~ Soit g € Hscf;(g) , suppgcV,8i (V,q) yérifie (I),

on a
gaa—1 EHSC;(Q) et suppgoa-1'¢:\l’
et, en ou

100 g o o™ g < Gy Ty 10 0™, » vy eV, SeN .

Démonstratione = Comme supp g © V. 4 la fonction g e o['1 g définie sur V , se
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prokonge naturellement 3 (Q , paxr O en dehors de ‘;Q
Le fait que g e az-1 est XC° résulte de ce que 3
g+ o (y+h) = g(y+h+k, (y+h)) = gla~"(y)R) avec A = ky (y+h)=k,(y)+h ,

et ona A €X en vertu des hypothéses faitese

On a calculé

- - Py o P,
o) g0 gty o o=t 2 1 -t P 1)
T Zgau..j,pﬁw;j 41 BT ' Tt

0.1‘ = Id + ky y 1 p=1, on écrit Da-1 = Id + Dk, ; il suffit dfutiliser a ce
propos la remarque faite dans la démonstration ci-dessus ainsi que la proposition
514 et on a @

10?5 o o enlly < @ 51 108 ol ], x supyg g D Ky (),
comme les DY ky € cg('\; s X & C:)JZ. X), 5 on a la conclusion.

PROPOSITION (53)e = SgitA (V4 @) vérifiant (I) , l'image de la probabilité
dP par l'%application o est une mesure de base dP , et on a

(i) «(dp) =3;1’ ° a-fh dP aveg

8 (x) = ldet(1d + Dk(x)) | exp(= 3 [k(x) [* = (k(x) [x))

. i 0 2 3 =1 -~ o A~
(i) v JeN, D aaecb(w,@jx) gt V3 " ea e,cb(v . @jx).

Démonstrations ~ (i) résulte de [12], et méme, comme nos hypothéses sont plus
restrictives, on pourrait le méduire du résultat de dimension finie d'une maniére
trés élémentaire,

Pour la démonstration de (ii), nous ellons étudier chaque terme séparémente

LEME (5.1)e - L'application x -» DJ det(Id + Dk(x)) appartient 3
0 - o
Cb(v'QiX)' Vlel“p’

" Démonstration du lemmes - Soit (e1 oee eN) une base orthonormale de (O} » on

pose
k(x) =Z§=1 ki(x) ey »

Soit PN la projection orthogonale de ( sur Q& s ONn a

L] N
.3 ‘ ) S | S
det(Id + Dk(x)) =2 _ Sy elode (1)1 * . ) X o X (00 g N 3% (N))
d'olu .
. 3 i
D) det(Id +Dk(x)) _ 5 M D _ okt
3 o5y Z3ayd SO Mima 7 Co o) s * 85, 7 ) 0

si ji;‘h,ona
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j.+1e

h
P46, 0,0+ 5 )>u s FPR <l k<x>uJ .t

si ji = Q 4 on utilise

i ok
ak* i
léo(i),i + 3"0(.,1), I <1+ 'axo(i)l <1+ [[Dk.(x)" 1 ®

Einalement, en considérant les lemmes 1 et 2, le lemme en résulte.
Si )\i(x) désigne les valeurs propres de Dk(x) , on a
det(Id + Dk(x)) = ﬂi(1 +y) o

mais

llDa.1ll£(x) =| (Doz)"1“ £(x) > SUPy ﬁj-%_—;\-;-r
et, dtapres (iﬁ), 1e€>0, |1& + )‘il‘ > C , mais comme Dk(x) est & valeur dans
Qs ona
ldet(Id + Dk(x)) |} 3 € sur V.
Comme V est connexe, on peut supposer que det(Id + Dk(x)) >0 sur V , et il

résulte donc du lemme 5.1 que |det(Zd + Dk(x))| et que |det(Id + Dk(x)) |-1 Vé=
rifient également le lemme SeTe

LEMVE (5+2)s — L'application x =» pJ exp(-;- lk(x) |%) appartient 3
DV, ©y% s vIeN.

Démonstration du lemmee — La X~différentiabilité de x -» %lk(x) |2’ résulte de

celle de k et de celle de la normee

On a

1,1 2 % 2
09 exphlk(x) 2 - TR L LI L L
It xpyiix) | = =hed 3 bl =3 xply t(x 3! XX 3,

Dtaprés lthypothése (iii), le terme exp(%'lk(x) |2) ne pose pas de problimess

Etudions donc DI |k(x) |2 « Nous avons

34 3

P TN 0 'klp K 3

J1 D Ik(x)| 2 Z,j1;+j2=j >0 51,! jZ_! + (k(x) ‘D k(x))

pouz || (k(x) I3 k(x5 < kG| DT k() «

Pour les autres termes, il nous faut faire une étude particuliére car le produit
scalaire de X n'est pas une forme bilinéaire de Hilbert-Schmidt. On écrit donc

3y 2 ol
1y lorl=g, Ot ®1® o 5, =2y o, o

j2 _ . .
D kx--zitB hiﬁ e; ® eB

3
DV'k=Y,
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i,

Jq J h!
h>( "kn ',D2kh2)=Zh|=thZa*B=YZigiahiB
et

3 ) |
175 = 2, oy T ey 2 S10 Mg
i 2.3 2.3 2
SRAME v 12 oy (5 0, 2 (3 g | )%] .

On utilise alors
Y 2,1 2,32 2 gt 2
ﬁ"T L d"ﬁ“y(zilgidt )g(zilhiﬁ‘ 2] < C‘(i" ’ jz) Z‘YW-IB(\Zilgidl Tg-rl-)ézilhislﬁ?)
3 cause de la remarque faite au cours de la démonstration du lemme 1, et on conclut
Jq 3 3 3
107 "2 5 < O3+ 3) 07 H)y 2y

Cette considération achéve la démonstration du lemme 5.2e Mais comme, d'aprés (1)
(iii), x = |k(x)| est bornée, la fonction x = exp - %Ik(x)|2 vérifiie égale-
ment le lemme 5.2,

i *

IEMME (543)e = L'application x = DA exp(k(x) |x) appartient 3

»

QW ©y%) 47 ieN.

Démonstration. - Comme ci-dessus, on étudie les termes DI(k(x) |x) « Soit s
DI (k(x) 1) B = x |3 k(x) Bd) + (BpF? k(x) WY, .
Pour chacun de ces deux rmes, il faut faire une étude particuliéree
3=-1 - '
D¥7 k(x) Zi.,lalzj,-—‘l Ay, 81 ® 8, 0
d'ou
h = (D" k(x) W) =3 B ¥ e
b l=i ™ Fy=ow(i) Mo
Soit

03" ko 1206 = 21 g T Py Mol € 0 2 B iy

comme plus haute Soit
1037 k() 7)) 5 < © I3 0l gy
pour le premier terme (xle k(x) h9) , on écrit
. . DY k(x) = 24ty =3 Mo ®1®

car DI k(x) h? appartient 3, O o Soit

(xlo? K0 1) = Tacon a]og Mo HCHIL)
dtou

| (xIpd kG| < & [P k)5 x I 1

ol My, est la projection sur Of » et clest en vertu de lthypothése (ii) de (I)
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que ce terme reste borné, d'ou le lemme 5.2, et il est clair que l'on a également
le lemme 5¢2 pour x =» exp(~ (k(x)|x)) e La preuve de la proposition (5.3) résulte
alors directement des lemmes (5.1) (5.2) et (5.3) car on a montré également que

. -1

8' Ni Dj V. X t d T ition

o vérifie, ¥ Je N, a_jcb( ’®j ). et, en vertu de la propositio

(Se1)y il enest dem@me de 3 o o ol o Nous avons donc achevé la démonstration
de la proposition (5.3)e

Ceci nous permet de donner le théoréeme suivante

THEOREME (5e1)e = 8% (V, ) yérifie (I)e [ € PE%(Q), telle que supp ¢ €R(V),
alors, ¥ s € 5 s les opérateurs
QE%C;(Q)*;~04!9,° o et 9+3 s (J;g)-a

ge_proiohgent en des o.geg 'ateg_r's‘ continus de K(X) - KS(X.) .

Démonstrations =—Si g € HSCE(Q), s il est clair que la fonction

Coay) ae oMy

définie sur W et prolongée par zéro en dehors de V , est dans HSC;(Q),- et véri-
fie

lcea(y) ge a"q’(v)uk. <Cldl, st keNe

Par prolongement continu, puis par interpolation, on obtient pour s > O un opé-

rateur g - g e a"‘“ Co o:—1 continu de K° ~» K® o Vu la proposition (5¢3), il
en est de méme de ltopérateur g -» g o a-1' e a"‘b 3;1‘ o oz»‘l .

Soit v e K~3(X) s on définit un opérateur continu K® o K® par
W) s9) =(v,ygeat Ce o
qui s'éerit lorsge v € IﬁC';(Q)/ :
W) 5 9) =[gea™ g oo™ viy) aBly) = [y o(x) ¢(x)3 () v o alx) aR(x)
Soit |
2(v) = g(x) I veayv equ .
et donc
lgvead |l c<Cv_ge
De méme,

lcvedlgsCigs sck"y vemsg) .

Remplagant maintenant { par ¢ o of'1 s O par g -1 s V par V , on obtient
le résultat du théoréme (5.1), ¥ 8 € R o Pour se débarasser de la fonction de
troncature ( o on intrmduit les définitions suivantes s

Définition (5¢1)e = Soit V un ouvert de (Q 3 on définit
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HSCE(VC) = {£ e HSCR(a) 5. supp £ € R(V)}
puis
K3(V) = {u € K(X), 3 supp u € R(V)} ,
muni de la tepologie limite inductive associées On rote par K°(V) le dual de E"S(V).

PROPOSITION (5e4)s = HSC“(V ) est dense dans K S(V) » KS(V) est l'esgace des
formes l:.neglres u sur I-BC (V ) Zelles que, ¥ ¢ € HSC;( ) s guek ()

Soit u e K (v , u, € HSCb(Q) ' u ->u dans K® , soit g =1 sur un voisi-
nage du support de u, ge HSC‘;:(W ) » alors gu=u et gu ->w dans K®

Soit u e K (V) y g€ I-SQ(V’O‘) l'appllcatlon g e I-Bcz(g) > (u,y gg) est
continue pour la norme de K S(X) , soit pu €K S(x) « Réciproquement, soit 4 une
forme linéaire sur HSC (\6 ) telle que qu, e K° , clest-a~dire g e HSC';(Q) ’

1z cpg)l < cp Hg“_ . So:.t ge HSCb(\L ) s suppgc A, soit ¢ € PBCb(VQQ ége
le 3 1 sur un voisinage de A « Ona gp =g et donc

'(2 ,9)“‘ Iz 9£PQ)I< ‘ “ﬁ - !
donc 4 se prolohge en un unique élément de K (V) »

Si V' ouvert contenu dans V, u € K 5(V) détermine par restriction a3 K o(V')
un élément de KS(V') noté ulvt .

PROPOSITION (545)s - Soit (V , o) gqui vérifie (I). Chacune des alecatlons
g->ge c:-1 et g>go a:ﬁa;’ -~ s, définies sur }EBCb(\lO) > HSC°°(W ) o S€
prolonge de KS(W) vers K® (W) o ¥ s € R

Démonstrations - Soit g € HSC“(\VO) s Supp g < A, soit (¢ € %C;(\Lp) y [ =1
sur un v01smage de Ay Coa 'go ol g e o a son suppert dans q(&) et
vérifie ||g o a "s C “gu d'aprés le théoréme (5.1)e Ceci permet d'obtenir la

propositione

COROLLAIRE, - Par trgnspgsition, on obtient un opérateur continu K3 (¥), > K3(W),
noté u-»ue g telque (Uuoa,yq)=(u .3;1 ¢oa ") pour cpeHS(f;(\ﬂo) .

Ceci exprime une propriété d'invariance par difféomorphisme que l'on va utiliser

cos . s ny
pour définir l'espace K~ d'une varietée.

o« ¢, 2 (o0] ’
6e Veriétés X~C modelées sur Q e
[ et o e o ad et aava anataaa o~ )

Nous allons définir ici des variétés qui seront les analogues des variétés bor-

nées sans bord de R"
o~

Définition (6.1)e — Soit S wun espace topologique, on appelle carte locale un
couple (Ca s &) 9 OU Ooz est un ouvert de S , @ homéomorphisme de Oa sur un

ouvert Oa de Q o



7-11

Définition (642)es - Deux cartes (0 s o) » B) sont compatibles si
0, N oB =@ ou si le couple (B(@ n OB) s ® B ) vérifie les hypotheses (I)e

On appelle atlas de S wune famille de cartes compatibles telles que S =Ua D *
Deux atlas sont compatibles si leur réunion est un atlase

DEFINITION (642). — On définit 1'espace Hsc“(S) (respe HSC?(S) ) comme l'esna-
des fonctions sur S dont le forme locale est une fonction de HSC‘;(O) (respe
HSCL(0) )e

Nous supposerons qu'il existe un atlas fini S ,U o pour lequel il existe des
9, € Hscg(s) e SUppP Py = oa : 9, lipgschitzienne , avec 1 -LZ Py Nous rene
voyons a l'appendice pour une étude de cette conditione Lorsque les conditions ci-

. . . (o= . 2, ’
dessus sont satisfaites, nous dirons que S est une X~C~ variété modelée sur Qe

DEFINITION (6.5)s - Soit § une X—C” variété différentiable sur @ » On appel-

ps——

v ~
K5(s) 1'espace formé par les collections u, ol u, € Ks(oa), e

g =u o (o p”) sur B9, n0)

lorsque (© ! o) et (O s B) sont deux cartes compatibles (c'est-a-dire que
1timage par l'appllcatlon a°B =1 de la restriction de u, a a(ooz n OB) coines.

by

cide avec la restriction de uz @ B(ooz n OB) )+ Nous appellerons u ll'ensemble
des u .
o

Nous inspirant de [4], nous donnons le théoréme suivant.

THEOREME (6.1). - Soit @ un atlas fini de S , vérifiant les onditiops do
(6:2), & = {(0 y @)} : la donnée pour chague (0 y @) € d dlun u € K® (0 )
avec uaau ° (aoﬁ ) sur B(O n@) pour (\B +B) ed determmeun,g_’g
ua seul, Slément de K°(S) «

Démonstrations. = On prouve d!abord le lemme suivante

LEMVME, ~ L'hypothése (642) implique qu'il existe un atlas (« , Ga) ) Uoz 0, = S
et des fonctions ¢ € HSC (S) n Lip(S) avec supp ¢ < ©, et méme

-1 ~
supp [ o o € R(Oa)

telles que zaeﬂ L, =1 su¢ S.

Démonstratiop du lemme. - Lthypothése (6.2) affirme qu'il y a un atlas (o , Ooz)’

o . - .
Uoz 0,=S et ¢ e HSG, (S) arlip S , supp 9y C O, s Zaedq’a =1 .Soit N le

nombre d'ouverts qui interviennent dans &, T et 7' nombres > Q tels que

Tl<ﬂ'<'§‘:o
Yqe = (€83 %“)>W}’?&n=“es’ 9y (x) > M} »

3 ] 9 c C‘- [wd
il est clair que ua,,n, et uam ouverts, uam. ud’;a uotfﬂ @dy J cx'ﬂ'
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(sinon x €S , cpa(x) <N,y ¥a,donc %= Zo: cPa(‘x) < My impossible).

W = U \ * . °
1 Wd 7 7 e al a;,n', (resp a(\ ) )
- f = ’
P, > 7' sur Vo: A7 Gy ° @ > 1 sur wa,'ﬂ . supp(q) oo ), c @ .

=7 . . L c .

By © @ est lipschitzienne, donc dwd,gﬁ' 9‘ \ba’,n) >0 et aussi
a(v “Y>a.
(aﬂ1°0a)> :

On construit ainsi

w0 .
¥, € HSCb(o ) a Lip@) s §, =1 sur
Soit g' =¥, 1 e On voit que

Wam, s Supp q,a = .

)

o= Jess r? 1 = ] .
o= sum Uy e o SUPP ;ac'u RNER < Zdea gLz 1 sur S

puisque U el U =S . On pose C, / 6l g“ « Ceci prouve le lemme.

'nt
Soit (,y , © ) une oarte locale sur S , 11 faut prouver qu'il existe W  uni—

que dans K°(0 ) tel que W = u e (@ oy ) sur ‘y(o n O‘!’) , on constate d'a-

bord que les ua o (¢ o e," ') sont compatlbles, On s:l.mpllfle la notation en posant

u  pour I.U‘1I et u& pour uao(ao¢ )cSJ. geHSCb(OO) s soit

F=supp g, A e Lip(Q)n HSCZ(@O A=

au voisinage de F » On a

"~

- -1
—1 )\ = Zaea A ; ° 1‘( 9 v X € o\b
NGy oY € HSC (\y(o n%) ) , on. aura donc

~ |
9=2 9%, ¢ &, =2, "y ) e B5C (y (o, ne) 9.
Il faut voir ainsi que si g € HSCb(O )
9=2 49 gueHSCb(a,(o no) %,
on définit une forme linédaire sur HSC (oo') par (u , g) Eaea(ua ’ ga) soit ¢
Zaeag =0 mpllque Z Y (g ) =
Soit F=U (supp g, ) € R(@ ) ~ La remarque ci-dessus permet d'écrire
1= Zﬁd(pﬁ ¢ Q?g € }iﬁcb(\y(\o n o) ). au voisinage de F ,
done
~ ~ (~=] L Q
6 =23 ¥ 9y v Ty G € HSC (¢ (o, h O nql) )
dtol uB('.;};B 9, ) = u ('" a, ) et donc
élu (g)a s B(Z 9, QPB) 0 puisque Z@. g, =0«

On a donc bien défini u comme forme linéaire sur HSCb(OQ ). » Elle pppartient en
fait a K. (@ ) o can F eR(y) , 1 Qp tel que X P = 1 au voisinage de F

9=Za,<p g== lu, 9l 4 I, sg)lscp{ldl,_ssuprCEe
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L'unicité de u est par ailleurs évidentes, D'oti le théoréme.

DEFINITION (6.6)e —Soit (Ooz » ) une carte locale (¢ eHSC';;(S) y Supp § < O

Ceae HSC‘;‘(OS) les seminormes u => u;ugi]s définissent, lorsque ¢ et « ya~
rient, une topologie séparée.

PROPOSITION (6.2). - La topologie définie ci dessus est équivalente a la topolo-
gie hilbertienne, définie par

ol = Tl * o
ob les {_  sont construites dans le lemme préeédent et vérifient
(o] : C o a—-‘lt c HSC%(OO) .
o o _

Démonstration. — Soit ¢ € HSCE(O;)), et (9 , A) une carte locales Il s'agit
ae montrer qu'on peut majorer "gu}L”s par ZZeﬂ “co: ° ot-1 ud“s .

Reprenant la preuve du lemme, en remplagant les Py par les gd s On voit qu'il
existe 17 >0 et des fonctions 1 , supp T < {x e Od ; ;a(x) >N} o2 gl = T
(% o) € Hscg(og) n Lip(Q) « Reprenant également la preuve du ihéoréme 641)y on
voit que si ¢ e lﬁcz(‘gh))) , 0 =1 au voisinage du support de ( , on peut expri-

mer (u = par

- -1
gu)»'?'zaeﬂge(noz')‘ 1‘) Yy ° @M

au sens ou g € HSCE(Q)
(gu, » ) =2 glu o (o ) age(n,, ° ™)
e(:na ° x"1‘), € HSC;()\(QQ n OA_)O) , mais

1 =1
R Y -1, ° A .
g’r‘ao)g =gmxga°)\ ' Td=C%lT;:Te$Cmb(ﬂ)’
(o o

dognc
w = BT (. o AU e @e ™, (o g e ) e HSC;(J;(G n )9 .
o\ Zozéﬂ o o o © 1 W ey ' MY o Ty
L'application du théordme (4.1) donne

lewlls < C 2,q NG, © @

ce qui prouve la propositione

=i

P ua|[ g *

PROPOSITION (6.3)e - L'espace HSC';(S) est dense dans K°(S)

, . . s/ -1 s
D t e = S K u) e K'(X) et
émonstration oit u € (Od) . (ga ° a) (X)

-1 g
. R ,
supp(g, o o u ) €R(9.) » 1
’ . ~0 L 1}
on détermine donc w € HSC';(GQ) tel que “wa ~ G, 0@ ud[[s <eoe

On définit une fonction v € HSC‘;(S,) par vV = ZB ('nB/;ﬁ),- x (va @ B) o il lui
correspond 1'élément de KS(S) défini par les
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o B
1 e a—ﬂ
1 =1 -1 1 el
Cy ° @ (ud - v&) - ZB Co " @ Gy ° a-1(w "Bea ~fgra Yrbea )
B
car
ca . d-‘ll ud - ZB Cd . a—-‘]& “a . a—-‘ll uB" B o 01-1 .
On déduit ensuite du théoréme (4.1)
g ea 1 1 1
B e - M A N Y
e, @ - d_1(w8 Bea Cgoa Ugeg°a N

-1
~1Tg °® -1
<cC “gd o B ‘ _4‘(WB - QB s B “‘Bms‘<‘ Cee
Cg ° B
Ceci prouve la propositions.

Nous arrétons 1la 1l'étude de ces variétés pour étudier des variétés a bord et, par
souci de simplification, nous étudierons seulement .les ouverts O dont 1tadhé-
rence est une variété a bord. Il faut maintenant faire remarquer que si nous avons
limité 1¥étude aux atlas finis, c'était pour pouvoir faire de K°(S) un espace de
Hilbert, ce qui est utile pour traiter de problémes aux limites, mais cela limite
aussi les exemples. Nous donnerons, dans le paragraphe suivant, des exemples de

surfaces plongées dans ( qui vérifient nos conditionse

Tie Variétés a bord plongées dans Q e

Soit © un ouvert de Q , on dira que O est une X~-C~ variété 3 bord plongée
v . s s 1y (s es
dans () s'il existe un nombre fini d'ouverts (Oi)Qsism vérifiant

(1) Tl o, G co, r=a0cU’ o

i=0i' O i=1 1 ° .
(ii) Pour 1 g i g N, il existe une application ay 3 Oi -> Oi qui vérifie (I),

et

: + : o+
a0 0) =y nag () oyr 0 0;) =0y nay(0) 4 0y =207,
Q: est un demi espage défini par Q: ={xeq; (xle)>0,00 eecq'}.
o°

(iii) Les ouverts y 0,5 Og i g N, satisfont & la condition (H) de l'ap-

.pendice. De sorte qu'on peut trouver y , g ,'¢“ ~ @y € Lip(Q) n HSCE(Q) .

1
supp § < Bc v SUPp @5 € R(Oi) ’ 1,=-Z§=O P3 +§ e

Commencons par donner quelques exemples @

1 0 = ON X NQ s OU ON est un ouvert régulier relativement compact d'un sous—

espace vectoriel v de dimension fdpiede Q' , Q = QNJC>N% . Nh est le noyau

s

de l'extension a3 ( de la projedtion orthogonale X = QN?‘ O est un ouvert cy-

lindrique régulier.
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2° On considére toujours une décomposition de la forme Q = Qu® Nb s soit
= (0, x)
N s s 2 N .
Q est identifié & R par le choix d'une bases
T t B 9 N
Soit (x) e (") , ¢ e HSC) M) o Lip(h) telle que ¢(x') € [a 4 B] = I<R.

On suppose que {x € R& @(xgs B1} est compact pour un 8, > B 4 et que
(D¢)(x Y£O lorsque aq € @(xN) $By s @, <a et By >p o Alors llensemble
={xeqs o ) < ¢(x*)} vérifie les conditions (i), (i1) et (iii)e

L'hypothése que Dep(x ) # 0 au voisinage de I implique que
o={xeq; cp(\xN3 <gx)y .
De plus, ceci permet de construire dans Bﬁg un recouvrement de
o5 ey o) g8y
par des ouverts relativement compacts ui s 1T<gig P tels qu! au voisinage de

ﬂi il existe un C~ difféomorphisme 0,0 04U >U avec 0y (x) = p(x) o

On posera
S

N. -1 .
00 ={xeq; p(x) < 013 , Oi = nN,(ui) s 1<i<poe

Il est clair que

E)'Oce, '6¢;Up 0, aocu‘i?_mo..
On construit a (x) =0, (x ) - ¢(x*') e, +x' . Il est clair que ai(x) est lip—

-

schitziennee. a (y) ei (y +g(y!) e ) + y' est lipschitzienne sur

-{(y by s Y +c(y)e e‘u}-

oy est de la forme Id + k avec k(Oi) c QN =‘5N ’ nuﬂci) aui partie bornée,

oy est X-C~ 3 dérivées de Hilbert-Schmidte
-1 -1, N
(Day) ™" (x) k= k' + (D0)7 (x) (kg + (DL)(x*) K o)
et
IDa (x) kl<C lk| y kKeX, xel «

On a donc vérifié (i) et (ii).

e N N N
= {x 3 @(x ) < d13 1 T-= {x3; @Qx ) < 51} ’
LE:O ui recouvrent U ’ ui relativement compact, 9 compacts Ceci permet de

déterminer des fonctions
05 € CSCuj) e "< J<p avec Z§=O Qj(x),s 1., et =1 dans un voisinage de U .

On posera = 1 =2 .(x) de sorte que € Lip et supp §y © U « On
] =0 P3 ¥ ]

pose
0300 =3 () 4 Ogigpy (0 =y,

on voit que
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supp 0;(x) = Iy (L) =9, 4 supp 7(x) < Iy () = (n"(@)°

mais (uN (‘U.)) c 8% , et on a donc (iii)e

PROPOSITION (7.1)e - Si 6 est une X-C° yariété a bord sur Q , alors I =39
a_une structure de X,l-em variété différentiable modelée sur Q, , et les

(0, n T 4 a4lr)

forment un atlas de T « On notera U =T n0y Y1=°"Ir » 1TgighNe

Démonstration. = Les applications (‘y ° y )(x') (cxi ° oz )(0 s X') pour
(0,4 x') e (Oi n 0.) ou encore x' € 'Yj(u‘ ~ U) verlflent en effet les condi-

j
tions (I). En outre, les fonctions ?3 II‘ sy 1< Jg N, constituent une partition
de l'unité X -Cm et llpschz.tz:.enne de I , car leur forme locale (pg Ir o y;“: sur

i(u nﬂ) est égale a (cpj ° di )(O s X') o (O, x") eqi(e n Oj qui est
bien une fonctlon X--Cb et lipschitzienne sur Q, o4 (0 n 9, ) .

PROPOSITION (7.2)e - Si © est une x-c'; variété qui_vérifie par exemple la
condition 72° 4 alors T =30 estune X,-C° surface au sens de V. GUODMANN [1],
donc T' a une mesure de surface ¢ (de masse finie ici) qui permet d'identifier
) 2 L, o) .

Demonstratlon. -Pour x el niy» ai(x) =0, 0n y; est defm:. par «. (x)>0.
Dd (x) e Qb 4 car al est X dlfferentlable et lipschitzienne, Dai(x) h = k1 si
(Dozi)(x) h = (k, 4 0) o Soit h = (Day(x))” (k1 y 0) et k| =1 implique
Ihl < C 3 soit

1
Vv xeO , lDai(x)l > e
On a donc bien prouvé le premier pointe

Pour y € U; , on pose
i
Dy, (v)
1 i Dg(x
03 (Y) =a;(v) » ni(y) = oo, @)1 = Toalx
oh g(x) = cp(x ) = g(x?), est un vecteur unitaire normal en x & la surface T .
Reprenant la preuve de 7,2°, on peut effectivement supposer que, relativement a Ui,
il existe un vecteur ey unitaire de Oy o tel que ltapplication ”

&
3 8 2 > <p(xN) ey + pk(xN’) ( p, projection orthogonale sur (e, ) )

soit un difféommrphisme de U sur Q(Ui) avec |_a.)3($2(xN)| >¢>0 sur U, ce
qui détermine une application )‘(Y‘I g = 9 YN’.‘) , défin¥e sur @(‘Ui) s qui vérifie s
‘P(Y‘l. g = 3 A(Y) g = yN) =Y, » puis une application
N
B(x) = (o(x7) =g(x") e + p,(x)

qui réalise un difféomorphisme de O = nI; '(\Ui) sur

Aég ={(y; o= Vo Yyo¥') s (g emay +0(y') o=y e a(Y)]
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-1
BT Y) =y +yp ey b Ay g Yy (YT g ) €t by ey
de sorte que l'application a9 définie plus haut, est obtenue par a3 =4, B s ou
by est l'appllcatlon orthogonale qui échange les coordonnées Yy et Y o0
as (05.) = Oi = {(Z1I’~'ozks~'szmoz ) e <Zkv12r-oz +g(z! )r*oz ) € Q(‘Ul)} .
Supposons i fixé, et abandonnons cet indice. On désigne par § la restriction
de B & I (par y cellede ¢ & T ) de sorte quey, dans WNT 4 [ est pa=
.y 4 .
rametrée par w € (ek) = (w,l"uo’Q"on’wm’Wv')/ s W =6(x) 9
=%
=5 (w) =w+ }\(W-l W!C(w')v”'owm) ek
et w= pk(x) .-

Nous voulons calculer la densité dans la carte (rnt 4, 8) de la mesure gaus—
sienne canonique de smrface g « A ltaide d'un résultat de Je EELLS, nous savons
que ¢ est obtenue par

o = exp(- 3n, [0)?) ula. , 20 ,

ou n, est le vecteur unitaire normal en X » p,(Gr ZI') est la mesure obtenue

a l'alde de la métrique rienanienne sur I‘ obtenue par restriction du produit
scalaire de x , gr est le champ de vecteur obtenu par projection orthogonale de
X sur l'espace tangent ‘]Tx I' « Nous allons, a 1'aide du résultat de Je EALLS cal~
culer la densité de p,(Cir ’ Zl") dans la carte (rn U, g) «

Soit
5 (@) =2t@) =w - (xln) nt, nt=p (n) ;

¥*.
pour § (Gf‘) le calcul est plus compliqué, on obtient 3

(uln}'{) n¥ L
6 (Cﬁ.) =Gl ue (e) > u + fn l(1 " |n Iy € (e) avec n = (nxlek\) ,

| -1

8 () = p(w) = ldet G| ™" exp(=2@(GH 20 (w) =G pw) + u = G z1(w) ) &

- 2 v
Soit p(w) = Iny |7 exp(=2 |r(w) P+ 2xln)?) , ou

T(w) = (Xlek) =‘)~(\W%1,9~zC(W')a'"7WN) ’

donc

l-']«

5*(0) = Ink exp(-%q(fw) |2) dP*(w) ( P'* mesure gaussienne de (ek)‘L ) .

n, = (aqlaxk)/ IDg| (5“1'(.w),) y il résulte des hypothéses que oM -~ s lnlfl <1 sur
8(unT) o M=suplpg(x)| , d'autre part |fr(w)| = |(xle )| , x=5""(w) est
borné car HN;(U) estrelativement compact. Comme nous avons vu l'hypothese qu'un
nombre fini de carte (I n u , §) suffit, on obtient bien Ko(r) = L?‘(r » d5) o

PROPOSITION (7.3)s -~ Soit © unouvertde Q49 ot ©-> @ vérifiant (I),

1

g € K°(x) , seN gt suppgeR(9) ,ona geo  eK(X) ety VOLIigs,
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on a
= ki -1 ko 4
() Rlasa ol () @ o D24 (),
£=1s..;1,,k14-..+k2-3 20 k! A

P presque partout dans O 3 X e

Démonstrations = Si h e HSC (Q) s ceci résulte de la proposition (4r.e) on peut
~ e K3(X) can g eK(O) ’

également déduits de la propos:.tlon (4.5) que g o g
e K°(0) o L'égalité (*) résulte de ce que, si

donc g e 0'1'

h eHSC (Q) s SUpPpP hneR(O) et h g a2ns K ’

on a

h e o> g e ar':li dans K° ;

donc DA (g o a-.,') est la limite presque partout de DY (hn ° d—-‘h) au moins poun
une sous-suite de h , mais comme 1*égalité (*) a lieu pour h et que en prenant
éventuellement encore une sous—suite, on peut supposer que DJ hn tend presque
partout vers D:J gy, O0g<igs ona 1'égalité (*) pour g presque partout sur
Qe

PROPOSITION (7.4)e - Si © désigne un ouvert de Q 5 © $tant une X-C° yarié-
té 3 bord sur 0, s €N, P3 désignant une partition de l'unité sur ® relati-

€ au recouvremen O. . 0
Vi cwmt(l)OSlsN’ n a

u € X°(0) e==» 9o U € K3 (), et (‘(Pi u) e :v?’ € RS(Q::) .
et on a

||u“' est une norme équivalente & [”(po u” + Zi “(PL We oy u

ks( W)

by

(™~ zeprésente le prolongement par geéro hore de di(‘oi)’ 3 Q.h )e

Démonstratione - Soit u € RS(O.) s il suffit de voir que

(-U)°ai ex(ﬂalﬂdi(\O)).
Soit ( e HSC (Q) s supp ¢ €R(0) , on a r.pigwe&(x) s V O<1<L et
supp o; QU € R(O) , on applique la proposition (7.3) & g U s et on en déduit que,

sur (©n Oi)' (21l

k'] - kﬁ, =1
D gy ) » aj) =2 _M,kﬂ,%ﬁf( L0 00) x Bty Bt

P presque partout et comme D'c u € L (o B @z )g) , on en déduit que
-1 2. » /
Di[(&pi u) e oy lelk (ai(o A oi) . @ix)

et méme

‘[Q+ 'le'i((Pi ° oy n dPg C ZS:Q I@ﬂﬁi “UZ uui‘ dP
1
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Il est clair d'autre part que g, u € K® et que llog Wl < C“““§ « Nous avons
donc établi l'implication (===)/ Reste & établir l'autre implication. Sur ©, on
a

e B Ll 0 e o ey s

Ly co
ou y,; € HSCbgz')/ v ¥y
Vi =c,pi U e o[i g O a

1 sur le support de ¢; » et supp §; € R(‘Oi) « On pose

U=t *thla.;m by Vi ooy
et il suffit alors de refaire pour chaque i la démonstration que nous venons de
faire pour 1'implication (==»). Donc Yy vy o o4 € JGS(O N O:L)‘ s €t en a également
une inégalité “-‘”i vy oo yflt<cC uvi“; s on a donc l'autre implication, ainsi que

l'équivalence des normese

PROPOSITION (7e5)s ~ Ll existe un opérateur P continu, de prolongement

ws(o'), -> Ks(x) ’

s €N, si T estune X-L” yariété & bord sur 0 , hypothdse toujaurs satisfaite

dans la suite.

Démonstration. — Soit P 3 zzs(Q;’) - k°(X) construit en (4.7), on définit P
par

';u‘ =q@q U+ 2§=1 "41[1;((‘?1 u) o a:h)] ° ay

avec les notations de (7.4) et le résultat est évidente

COROLLAIRE (7.1)s =Si s €N, et O X-C° yariété 3 bord sur 0 , alors
K3(9), = #°(9)

et leurs normes sont équivalentese.

On avait déja vu K°(0) - %%(0) , l'autre inclusion s'obtient par R e Pu. pour
uek%(©) , R: K¥(X) - K*(O) «

PROPOSITION (746)e —Si u € K3(X) et ®upp uc 0, alors u est la limite
dans K?(X) d'une suite de fonctions de HSC;(Q) dont les supports sont contenus
dans O,

Démonstrations ~ On se ramére tout d'abord a O =Q: par

N ,. -1
pour @q U la proposition est évidente. On note que ssupp(cpi u) e R(Oi) no et
comme

=t =+ ~
Supp(q)i u) o c:tit € Q4 N R(‘Oi) ’

L

si on sait obtenir le résultat pour O = Q;T on ltaura pour O & cause du théore-
me (501)0
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Soit donc O= Q'.;' s Par troncature, on peut supposer ie support de u borné dans
la direction e, , les 7 uw= u(x, - h 4 xt) g(xy =h) 5 ot ¢ a son support dans
(|x1’| < M} , forment un ensemble borne avec |h| g 1 d'opérateus de

K3(X) - K°(X) , 1 s eR

en outre, Y u € Ks ’ supp(T u) he1 4 supp U « Choisissant convenablement main-—
tenant ¢ et M, on peut supposer que g(x,l) 1 au voisinage du support de u e
Lorsque ¢ est une fonct;.on de Bf’yi v Ty p(x) tend vers og dans K°, t 8,

donc T, U > U dans K' , ¥ s « On peut donc supposer que supp u € {x1 h} ,

et il suffit alors dtutiliser le raisonnement de la proposition (5.4).

COROLLATRE (7.2)s - Qpna K'(0) = n K3(©). , ot K*(©0) = K*(X)/B. .
I1 suffit de montrer ceci pour 0= ()'1': s €t pour cela on construit un prolonge-

ment indépendant de s , le procédé de Mittag-Leffler de [2] convient, et s'appli-
que compte-tenu de la proposition (7.6).

PROPOSITION (7.6)s -~ Si s >-%1 s L'application u —> ulr s définie sur les fonc—-
tions X-C~ contmues et bornées, se prolonge en une application continue et sur-

jective K°(0) = K 2(I‘) .

Démonstration. - Dans [6], il est montré que u -> uir est continue et surjecti-
ve KX(X) =» K\s'%(xm) .

La proposition (75) montre que ¢ si u et v e K°(X) avec supp(u = v) © 5; ’
ona u-— le =g = 0 dans K52 , donc, pour u € KS(Q;), .

1‘
‘.lu|x1i=olls.% =“V|x1|=dl,s..% <Cvlg

pour v quelconque dans K°(X) et u=v| 4 o donc
Q)

el oy < © 16

| B
Soit u € K°(9) égal 3 la restriction 3 © d'une fonction v de HSC; Q)

On a

=1 =1

(coi U)jrt’ Yy T («cpi v) o o5 |x1=0 pour TgigN,

mais

.S ~T1,2

”u“s_%_ = Zj_ “‘Pi uew; lls_% ’

or

=1

log e N Moy <ClGog ¥ o el o

mais si w e K°(X) aveo wle = VI@ =Uu, 0na supp(.;pi(w - v) ° a';?‘), cﬁ; , et
donc, utilisant ce qui précede,

oy W o v3 ‘u < C g »

donc
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”u“s__% <C ”u”s avec “u”s = inf_ ||v| o *

Pour la surjectivité, les arguments sont classiques, compte tenu de [6]e
PROPOSITION (7.7)s = Ona (K3(0))* = K™°(9) «

Démonstration. — Soit u e K°(0) , v eK $(X) avec VlO =UWwe Vv définit une

forme lindaire continue sur K°(X) , sa restriction a K.O(O) ne dépend pas du

choix de v + En effet, VIO =0 implique que (v 4 ¢@) =0, ¥ ¢ € HSC (@) , donc

pour ¢ € Ko(u) 3 cause de la proposition (7.6), d'ou K~ S(e) (KD(‘O))'
Réciproquement, si 4 € (K&o))' s par Hahn-Banach 4 se prolonge en 4 € K™ (X),

et il suffit de montrer que g L,_ ne dépend pas du choix du prolongement 3 si 44

et Ly € K-S(X) et si by = Ly est nulle sur KO

sWpp &4 ~ .(&2_‘: Co et 21||9 = £2'® ’
aron (KS(") = K(9) .

s alors

8, Formule de Green. Probléme de Dirichlet dans un ouvert.

Nous donnons une formule de Green qui étend aux distributions celle de GOCDMAN
[1]e

THEOREME (8.1)e = Si © désigne un ouvert de 0 qui vérifie 1'hypothése de la
proposition (7.2), on a 3

1 1 3 ‘ \
*) v oekK(s), 1Uek(98X, j@ (Dp|u) aP +j @ div U dP =Jr o(Wln) & »
V]

Démonstration. — Nous allons d'abord vérifier que chacun des termes est une for-

me bilinéaire continue sur K' () x K1'(3) & X o Pour les deux premiers termes, cela
résulte du paragraphe 2, pour le troisiéme terme, on montre que U-> (hb'ln) |I‘ est
continue de K1'(®) é X dans L2(I‘) , ceé qui est une conséquence évidente de la
proposition (7.6)s Il suffit alors de considérer U e HSCE(C‘),@ X et ge HSCE(O),
et de vérifier que les conditions de [1] sont réalisées avec F = U 3

- F est mesurable et bornée dans X ) sur < , et F est xc' .

- DE(x) = (DU + DU est bien X-continue & valeur dans fX) .

(F(x) |h') et |(DF(x) lh){ sont dans L° pour heX .
- Blr est mesurable et bornée sur T' , donc g-intégrable.

On obtient donc (*) par passage a la limite.

Remarques = Si u € 1<2(o) ,ona Due K] (9) & X , et la formule (¥) est alors

la formule de Green pour le laplacien.
PROPOSITION (8.1)s - On a Kg(ﬂ) ={u e K1'(O) ; ulr =0} »

Démonstration. — Il est évident que si u € Ké'(@) s ON @ ulr = 0 3 cause de la
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peoposition (7.6).

Soit u e K' (») avec u| O « Soit u le prolongement de u par zéro en de-

hors de ®.0Ona uel (Q) s et on va montrer que Du e ]L (Q 9 X) o 8Si
¢ € K' (X) &, X
on a
(b:,cp) == (u, div o) =-L u div ¢ dP
mais si on applique le théoréme (8.1), ce qui est possible car u € K1‘(0) , ONn a
d;: ] ¢) = I (Du , @) dP - J} u (¢|n) dv ,
mais comme ul =0 et que Dt.?eL(O X) 4 on a DueL(Q X)) , soit ueK1O()

THEOREME {8.2). - Si © véfifie les hypotheses (7.2), alors, pour tout f dans
4‘(0) » le probléme aux limites a une solution unigue dans K (9 s

- (o -xgrad)u+u=*f

UII.,=O.

Démonstration. = Soit a(u 4, v) la forme bilinéaire sur K y définie par

o)
a(u , v) =j (Du|pv) dpP +j uv dP

On a s
~— a(u 4 v) est bilinéaire et continue,
- = a(u 4y v) est coercives

Donc ltopérateur A , defml par K] ((7) > K (@) pour {Au , v) = a(u , v)

réalise un isomorphisme de Kt. sur K =1 , et un a

a(u, v) = (Dule) + (U, v)==(v, divgu) + (v, u),

"~

car D a pour transposé - div , donc A = -divD + 1., ce qui fournit le résul—
tate

On donne un résultat de régularité loc8lee

THEOREME (8.3) L'ogerateur -~ (A - x grad) + 1 réalise un isomorphisme de
g -,
Kolo) n K2(0) sur K (0) n K°(6) .

Démonstrations — On rappelle qu'on a prouvé dans [10] que

P=-(p =—xgrad) + 1

réalise un isomorphisme de K°(X) sur K "2()(.) " ¥ s €R « Il s'agit de voir que,
vy eHSCE(OO) » YU e K% (X) s:Lz ¥ (peHSCb(o) ’ Ypu—gpf e K°(X) « On va
prouver ques, Uu € Ks“‘(\o) y Pue K°(0) mpllque uek® (o) s la propos:.t:.on.
sten déduira par induction. Soit y € HSCb(O ) » on détermine ¢ € }Ecb(@ ) telle

que ¢ = 1 au voisinage du support de § , donc
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yPu = yPou + §P(1 = ) u = yP(gu),
Soit yP(gu) € K3(X) , soit v =qu ,
v e k), ver®™x) ,

mals Pyv = yPv + [P 4 §] v , et on utilise le lemme suivant.

IEME, - Soit P= (o = x grad) , y € HSCE(Q} , alors [P, 4] opére continu~
ment de K*(X) vers Ks-1(x,) s 7 5 e

Démonstration du lemmes -~ P = divw D , il suffit de voir que

[D, 4] opére de K° wvers K°@X, y seR.
Or [D 4 4] u = (D§) u « On va prouver que
[D'e s V] Ks'éKs"zH'@ @EX,_ vaeN,.

_ 4l ok o3 k 3oy o k 3 |
[DZ y y] u §i+k=z,j;éz JikT D. § D u, D" § xDVu(x) = sym(D" §(x) ® D” u(x)) ,
posant U =DJ u(x) e g3 é ®i X 4 il nous suffit de voir que l'opérateur
2 k. " 2 :
akfx): Hje@i){»szm(D q,@li)e@wx
opere de K3(X) & ©j X dans K°(X) & ) ik X « Ceci résulte des deux inégalités

suivantes

2 Lep Lom@¥0%y @ WG, < (Fp 1 1) x Ul < © 0Py Gl uly

| Ko oo yi2 k. 2 02 ok o2
Hzl.Y |;=psym(3YD ‘1’®uy)’"i~t-k < (XIY |=pl£6"D Wl 11‘”’,,1,[3-) < CX‘Y |=pll Gl 5 % IP™y (Al -
Unaaone [P, y]ve k*(X) , donc P(yv) & k> , donc
yv € K (X) et yvw=you=yue sz*?‘(x), ’
et on a donc la propositione
PROPOSITION (8,2). — Avec les notations du théordme (8.3), on a également la_xé-

larité jusqu'au bord ¢
- =~xgrad) usu=£f, fe K-‘l'(f)) n Lz(o) ’

alors u e K«2(O) si 0= Q',; et si supp u est une partie bornée de {-)::: .

Démonstrations = On utilise la méthode classique. On peut également supposer que

supp u < B(||¥| < R), n a .
On utilise les semi-groupes
Hiugﬂ(x+tei%—‘3il‘). pour i> 1 et Q1I={(x‘e1l) =O_} ’

on a

i _rh_su
Hy u = Oaxi(xn:eei).de
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d'ou

I g < Cy I, powr o <&”

en raisonnant avec une fonction de troncature comme dans la proposition (7.6)e On
pose également
v(x - te) exp(= %'- t2 + txi) -V

t ?

on a
R 2.2 0tx,
Kfc‘v(x) = xiv(x)-ﬁtv(x) j?) exp(-'e---’z'i '4-—5]-'),(*1:1-(1:6-xi)2)d9
! 5 )
+ exp&J%z*txi) j ’-3!(x—teei) do,

O,axi
et on vérife donc que
i +
1 ile < Caligills +lMIg) » o <R
On a évidemment
Hiw->--a-?—.u et Kiv»-a-?é"‘xiv dans K° quand t = Q,
i

o s+ . . . s
our u € C et donc pour u €K car on a montré que, pour i fixé, on a
) ) p )

des ensembles bornés d!opérateurs de szm dans K°
On pose
alu 4 v) = (u, v)s+ (Dule%).
Soit |

a(tidupy) = (tugw) + (i) = (u,kdv) + (HDWDV) = aluykyw) = (£,8Y) = (Hf,v),

Y V e« On prend v = H; us et donc

1 w15 < 15 g [ g o

dtol

IHE il < |t g

on fait tendre t vers zéro et on obtient
“é%ﬁs ”g)a{iu.-u s T 1i>1oe

Comme en a

2 2.

au_ . W _ 3 24, ou
2 1 d3x i>1 .2 ioax, !

3%y, 1 3%y i

on en déduit que

g\

1

2
u;—%ué < © U546 + Il + T IR0 -

2351 H"ﬂ“m < 2351 ”"a'1 [ RS |,lfll% .
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donc on a bien u E,K?(Q:) Qe E. Do
On peut donc également résoudre des problémes de Neumanne
Appendice
ot a o a ar oV o = ]

Nous étudions le probléme de la construction des partitions de l'unité lipschite

ziennes,

PROPOSITION. - Soit E wun espace métrique (resps l'espace ( d'un triplet de

Wiener), soit (Fi)iel* une famille finie de fermés de E tels que nieﬁ* Ei = e

Pour qu'il existe une partition de l'unité lipschitzienne (resg. formées de fonc—

tions de Lip(Q) n HSCE(Q) ) subordonnée au recouvrement de E par les Pg y il
faut et il suffit que (H) soit vérifiée s

(H) Il existe Ic I avec N, ; F; =@ et des nombres pg >0, iel tels
que : ( )
d(x & F
-—.—_A‘n
Gy, & 1x & Menguay Fp ¥ e s

Ps
pour 8 <1, iel, yérifie d(G 1,3 i) >0y ¢

Démonstratione

1°) La condition (H) est nécessaires Supposons 1 = ZﬁeI* G; » SUPP g © Uy e
¥*
Onpose I=({iel ; q)i(\x,) #0} « Ona = Zi.eI ‘91("), » mais & €E, , Qpi()é= Q
donc niel.Fi =0 . Soit Ci la constante de Lipschitz de Py 0 on a

(pi(X) S Ci dn(‘x ’ Fi) ®

Soit p, = .JL., C, #0 , car @i(x) #0 . Soit x € G%’g s alors
2Ly
d(x s E,)
e ) S Loy $20

d'ou @i(x) 2 s soit d(x , Fi) zé =p; » On a donc (H) «

2°) La condition (H) est suffisante. Supposons (H) satisfaite, on a donc I et

des nombres Py > O, 1e€1I. L'étape essentielle est de construire une famille
(Fi) de fermés tels que s

N FL =9 et d(I-‘ic ' F;) >0

Pour eela, on suppose qu'on a écrit I = {1, 2 4 sse} 4 €t on montre, par réc-
curence, qu'il est possible de construire F% g ose o F&_1 vérifiant 3

-4
@ _<F, cF!
m=1 1 3 J 0.
E! L) 7
d( i’ P.l)' s 23(3+1)

Tout dtabord, on constate que (H) pezmet de constuire, y ieIl, y3< I, un
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ouvert H. contenant G; .. et tel que
1,9 1,3
Pi
d(H; 52 B) 25 FiCH,a.

On pose donc 8

F! ={xeE; d(x F)Sﬂ} %3 d(x, F)g 1} He
3 ; v Niso Fy) 233 n (% ’ 523 0 Nigq Hyyoe
On voit que Fj est fermée ; F, < E}y , car (H) avec 8 =@ i =1 implique

d(ﬂj?’z Fj s F1). 2 py o Etudions 4 > 1, d(E » F a0, 552,34 ) e Soit
L C ,C
XEEf =$X&Hm’£ 1‘,2 9
mais
(ﬂ (1'.2} ufxs dlx 4 E)>0],
donc

N,
x € Ff n 5£{1,0) F implique d(x , E’z) >,

et a fortiori
p
1 n 'y
. d(F, + Ff 0 #£{ 150} Fs) 22
puis d(P%‘ ’ F"lx) < 5;&1 ,et on a donc vérifié @1 .
On suppose donc eonstruits F‘i. y vee Fr;x—1 vérifiant @1 y oce @m-1 o Soit

Pm
={x €kE j d(x , F%anEr;x_.]nﬂjm FJ) > -}

0 (x5 A s Fy) < 2y 1 o B et
Tout d'abrrd, Fm c E'_ g car il résulte de @m-‘l s appliqué avec g4 =m , que

d(E 1n»-nF' 1M o Fj) >

pm

et clairement d(E! , F ) < 57—

Soit 2 > m , on étudie d(EaZ , F%MBgﬂjﬁ{‘hru,m,ﬁ} Fj) » soit x e F! implique
g d(x 4 B;)  dx, F))

n, 4.)° ————L 1
* € Qi pgmagy 49) © OBy — oy
n , .
si x e FI; n j£{1l,...,m,.e} E nécessairement
d(x,F)>1-Zm1d(x,Pi)‘
) Py

si x appartient en outre & F}n .0 El 4 4

Py . .
d(x , Ei) sm si 1gigml

donc
d(x ’ E )
) 2 ._...zm‘ LT (N S O |
b, > 1 1?('1'+_17>1' 0 - =g *m27

P
. L cons
soit d(Ez s FlocE! o) £01 gy} Ejj) > =5 o Ceci prouve £
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Comme 0° implique F,’ N N F' n nj}m . = 4 on voit que ﬂlEI F! =8 (on
note que supposer I denombrabu et (F ) “localement finie suffit pour ces argu—
ments) .

P
={x3 d(x, F%‘ n """E!j-‘[. z>j F ) < .Jéi

N
U el s By) > oAy © Oy By ey 3otng) ©
P

P
Comme d(\F.j y FlownFt , nN ). 3 > et que d(H, 5 { im0} ,9F ) > =,

J=1 2>3 z

p
d(EtS | F, —.-(-.-J—y= ',
370 F3) > 33757 = o}

il est clair que

On pose u:'j = F3° ’ uj = F.;.: +« On note que 713 c “j et que
c
1 D=

Soit Vj ={xeE; d(x ,ug) >-‘21} s ON: Q

tcqgtcy, eV cq. Ut ¢ V.
ueufcvy T cu et o ,vz r,d( 1§)>
Ps
Soit fj(x) = inf(M , d(x , Vj)) s OU N> —% . :Ej est lipschitzienne et bore

née

. sl x e V?'
J
f.(x) =
J. > pt/2 si xeu!.
J J

Si on est dans le cas ou ( =E , on régularise fj de fagon a avoir une fonc~
tion fj de Hsc;)‘” n Lip(Q) telle que

J-<Q/ surxr V;

£5(x)

L>B suxr UE avec B > ¢
considérant )\ec;:(ﬁ-),, A=1h si x28, A=0 si x<q
0 si xevg
g. =\ o f.‘{j
J U1 s x Ut
J
soit
7 C WY
supp ng\LjC{d(x ,,‘Ui)apS/f., C‘uj
et
CO' .
95 € HSC (E) n Lip(E) .

= ' , -
Posant 9; =1 sur uj y 9= Z;)el g5 » on note que g e HSCbn Lip(E) (on uti

lise ici seMlement le fait que I est fini) et 93 1 sur E o Les fonctions
(X) = gj/g y Jel, égalesa 0 si je r ~ I <ont une partition de 1funité
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subordonnée au recouvrement (U, )J e+ ®

Nous faisons enfin la remarque suivantes

Remarques - Soit K un espace compact et (u ) gl Un recouvrement ouvert de Kj
on trouve par Borel-Lebesgue un sous-recouvrement ouvert fini ('u ). {=lor de K,
on note que lthypothése (H) est alors satisfaite gvec I =1= [O y 19w s T} en
posant K = FO o En effet, si ce n'était pas le cas, on pourrait, en pcenant

_ ]
Po = ++e =Pp =j s

construire une suite an de parties de I , in € I telle que

d(Gn ,Fi)<%.
n n

Comme I et ®(I) sont finies, pour 3o 1 et ijeI (i £35) et pour une
suite nj > o 4 0N a

Y 'y n . -
c'est-a~-dire, 1 x e Ei ’ yJ € G.j ’ d(x’J ’ yJ) < .t .
0

12) 8i 10 =0, Ei =K cox:rjxpact, la suite xJ a une valeur d'adherence x €K,

J
et en prenant une sous=suite xk->x,, ke, nl'<=nj et x'k-xkyk k
on a k
k _ k 1 k k 1
YU eMg yep By e AT B F) S0 4 e3p et Ak, ) <o
0 k k
donc
i k
d(x,E)s—- + = +d(x 4 x'") pour 4 £0Q,
k "k
donc erz, L £0 et xeKnﬂi‘O L impossible.
20) 10;40.
(a) 0edy, dX ,yY) g, K eF, , dy ,K g '. ay v ) st
J 0 3 3 1 NE
,e,eao, yJeﬂ lo’l"go z s on construit donc z” e K , d(\yJ,z.)sB;-,
J
zk-> z € K « On pose
J ' J ,
Z'k=zk’ Yk-Yk: n'k=n- )
Ik
soit
| 2 .k :
d(ZQBZ)SBT('*d(Z' s Z) I;iélos
soit =z el’-‘z s L # iy » mais également

abery 2) < 5F + e, 2)

et donc z € F, , d'ou une contradictione
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(b) 0£30 i #0 , yJ enjé;é(l Gb) 2 , SOit. yJ € K, d'ol une sous-suite

k
Yy »>yek, yekn Ozélouﬂ 0 puis g € a d(y' ’ F ) < -l montre que

Y €

k 1

E, v 4€3,, s0it ye n""io , » mais d(\w' ’ io),s d(y' ’ x'k).‘<;;.-' et

k

Y € Fy 4 soit une contradiction.

L1l
(2]
(3]
[4]
L5]

L6]
17

L&l
L9]

[10)
[11]
[12]
(18]
[%4]
[15]

0
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