PAUL KREE
Espaces nucléaires

Séminaire Paul Krée, tome 2 (1975-1976), exp.n°5, p. 1-13
<http://www.numdam.org/item?id=SPK_1975-1976__ 2 A5 0>

© Séminaire Paul Krée
(Secrétariat mathématique, Paris), 1975-1976, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Paul Krée » implique 1’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SPK_1975-1976__2__A5_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire Paul. KREE 5-01
(Equations aux dérivées partielles

en dimension infinie)

2e année, 1975/76, n° 5, 13 p.

ESPACES NUCLEAIRES

par Paul KREE

Jusqutici l'analyse en dimension infinie s'est surtout développée dans un cadre
barachique. Les considérations suivantes montrent qu'en fait, les espaces nucléai~-

res ou conucléaires jouent un rble privilégié en analyse de dimension infinies Si

1'on veut faire de ltanalyse sur un e, l. Co 8o 4 E , il est naturel d'introduire
un espace F de fonctions f numériques C~ définies sur E o Pour munir F
d'une topologie, du moins si la définition de F ne fait pas intervenir de majo~-
rations reliant entre elles les dérivées, il est naturel de considérer le plon-
gement f -» (£ , Df , 52 f eee) de F dans un produit T§=ﬂ Ej d'e. l. Co Se
Fj contenant les dérivées successives, E., étant considéré comme un espace d'ap~

plications de E , muni d'une certaine bornologie B (telle que
vy feF, YheB, Vi, DJf soit borné sur b )

a valeurs dans un certain complété Cj de (E)j E' , Ainsi a chaque chois de B et
d'une suite (Cj)j s 1l correspond un calcul différentiel sur E , et une théorie

des "distributions".

Cas ou E est un Banach de dimension infinie [2]s -~ La bornologie des bornés de
E et la bornoiogie des parties compactes de E donnent déja des situations trés
différentess De plus, de nombreux choiX sont possibles pour les espaces Cj s Caxr
pour tout j , il existe de nombreuses normes tensorielles sur (:3 E' o, Pour la
wéme raison, dans le cas complexe, il y a de nombreux types d'holomorphie banachi-

quese

Cas ou E , muni de la bornologie compacte, est conucléaire., -~ Cette condition

équivaut dtaprés [3] & la nucléarité de Eé s 1« ee de E' muni de la topologie de
la convergenee compactee Alors il y a une seule topologie localement convexe "rai-
sonnable" sur (23 E! pour tout J « Si, de plus, l'e. le €. s. est de Montel,

ceci entralne l'existence dans ce cas d'une seule topologie naturelle sur F .

Dtailleurs c'est le cas en particulier de lfanalyse en dimension finie (ou

Le cadre nucléaire a d'autres avantages : théorégme de Minlos en théorie de la
mesure, possibilité de disposer d'espaces de fonctions d'épreuve nucléaires ou

conucléaires (voir par exemple l'exposé suivant), <.« L'exposé n°® 5 suit [1] et

33
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1. Espaces localement convexes séparés nucléaires et espaces bornés convexes sépa—
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rés conucléaires.
Dt e e a e ad e aa oV ool o o )

Vd
(1) DEFINITION. — Un es le Ce ss» E est dit nucléaire si, et seulement si, 3 tout

voisinage disqué V de l'origine, on peut en associer un autre U , absorbé par

V , et tel que l'application canonique Oy E(U) - E(V) soit nucléaire.

On obtient une définition équivalente en supposant seulement que nVU est quasi-
nucléairey, ou 1-sommant. Si la topologie de E est définie par une famille fon-

damentale (p ) de semi-narmes, il revient au méme de supposer que, pour tout

iel
iel, il exlste J €J tel que p > A p; pour un certain A >0 , et tel que
1ltapplication canonique de E E/p (O) sur E‘..i soit nucléaire. Un voisinage
disqué V de l'origine est dlt prehllbertlen si 1l'espace normé E(V) est pré—

hilbertien.

La définition des e. b. ce. s. conucléaires se déduit de la définition précédente,

en inversant le sens des fléches 3

V4
(2) DEFIMITION d'un e. be Co Se. conucléairee — L'es b. co s E est dit conuclé-
aire si a tout disque borné B de B , on peut en associer un autre C gqui absor—
be B, et tel que l'application canonique [IfB:, C] ¢ E[B] ->E[C] soit nuclé-

aire.

Mémes remarques que précédemment. Voici une proposition reliant ces deux défini-

tions.

(3) PROPOSITION, - Soit E un e. l. C. Se3 son dual E' est muni de la bornoloyie

équicontinue (voir exposé 3, point 39). Alors E est nucléaire si, et seulement

si, E' est conucléaire.

En effety si V décrit un systéme fondamental de voisinages disqués de l'origine
de E , son polaire VO parcourt un systéme fondamental de disques bornés de E' .
De plus, la transposée de toute appllcatlon canonlque Oyy ¢ E(U) - E(V) est
1tinjection canonique n&U : E'[V 1 = E'[U;] e Supposons E nucléaire. Pour tout
VO s On peut trouver un voisinage disqué U de l'origine de E , absorbé par V ,
tel que HVU soit nucléaire. Donc H&U est nucléaire 3 ce qui montre que E' est
conucléaire. Réciproquement, la conucléarité de E' entraine la nucléarité de E
car si H&U est nucléaire, alors My est quasi-nucléaire d'aprés l'exposé 4,
n® 25,

(4) PROPOSITION. - Tout es. l. ce Se nucléaire E admet un systéme fondamental de

voisinages préhilbertiense.

En effety pour tout voisinage disqué U de l'origine de E il en existe un au—
tre V tel que ltapplication canorique o 3 E(V) = E(U) soit 1-sommante. Donc
il existe une mesure de Pietsch |, sur la boule unité de E(V)' , identifiée 2

VO » munie de la topologie faible, telle que
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5y(%) s JVO l¢x 5 &) ] aule) o

Posant
p(x) = (p(VO) JVO l(x. §)|2 dp(g))% pour tout x € E ,

on obtient une semi-norme continue p sur E telle que p < p(VO) jy « Cette

semi-norme peut &tre déduite du semi-produit scalaire

(ks ) =p() [0 Gae) dule) e

Par conséquent, Ep = E/p—1(0) est un espace préhilbertiens

Autre démonstratione — Pour tout disque équicontinu faiblement fermé A de E? ,

il en existe un autre B o A tel que T[4 , B] : E'[A] - E'[B] soit nucléaire.
On sait que T[I[A , B] admet une factorisation E'[A] g>—£2“ﬁ> E'[B] » S1 A, est
1'image de la boule unité de 32 par B AO est équicontinu, et contient A a
une homothetle pres § et E'[AO] est un espace de Hilbert car isomorphe a un quo—
tient de z e Si V est le polaire de AO 9 u(V) est un espace de Hilbert car
son dual E’[AO] est hilbertien. On termine en notant que les V et leurs homo-

thétiques forment un systéme fondamental de voisinages de l'origine de E o

Cette deuxieme démonstration permet d¥énoncer la proposition suivante qui est

ltanalogue de (4) pour les espaces bornolégiques.

(5) PROPOSITION, — Soit E un e. b. ce s. conucléaire. Soient B et C deux
disques tels que B < C , E[B] et E[C] complets, 1'injection E[B] = E[C]

étant nucléaire. Alors il existe un disque borné D tel que B<eDc C , E[D]

étant hilbertien séparablec

(6) PROPOSITION. — Pour gu'un e. le c. s. E soit nucléaire, il faut et il suffit

que, pour tout voisinage ouvert disqué V de l'origine, il en existe un autze

UcV tel que l'applicgtion canonique p(U , V) s+ E(U) -» E(V) soit 1-sommante;

clest-a—~dire qu'il existe une mesure positive y sur UO faible telle que

(*) txeB, <] o s ola@.
gel”
En effet, la tranSposee de n(Uu) :E - E/JU (0), est l'injection canonlque
n(u)r de E’[U ] dans E' ,cette injection identifiant l'es l. c. s« E'[U ] a

un sous—espace de E' o De plus, pour tout x € E , la norme de n(v)x dans E(V)

est égale a jv(x) « Identifiant W© 4 1a boule unité fermée faible de
B = E:puYy ,

la relation (*) signigie donc que [(W , V) est 1-sommante.

(7) ILLUSTRATION, — Pour tout ouvert Q de C , l'espace H des fonctions holo-

morphes sur () , muni de la topologie de la_convergence compacte, est nucléaire,

(a) On prend d'abord un voisinage V de l'origine de H du type
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V={p ;i plp) = ¢! supy lo(2) | < 13

ol K est un disque compact de o ou |z - zol.g T

le disque K! , ou lz —-zOI < Ty +e s soit contenu dans Q

e 11 existe ¢ > 0 tel que

Posons W= {¢ 3 pK,Q@) <1} »
Je dis que n(W, V) est 7~sommante. En effet, la formule de Cauchy donne

_ 1o _f(u)
vzekK, chEH(Q)9 CP(Z)=2niJ['w—-zdu'
Dt'au
(#%) (o) To * & r2g |£(z ie)l
o) < o [0 [Elg # 2o ) 0

Pour tout w € K' , soit by la forme linéaire ¢ ->r¢(w) de norme C sur
H(U) . Donec C~1‘6w appartient a la boule unité de H(U)! identifiée a UQ c H' .
La relation (**) peut stécrire

r, + g
Q 21
@) < =5 f .
pK(W) S 2 jO I 6z0*rele>l o .
On définit alors la mesure. , sur VO par
r. + ¢
0 _0 27y
VQ,GC(V)ijogdp.‘ 21ie JO (9 48 19>d60

zo-l-re

On a ainsi prouvé (¥*)e

(b) Soit L wun compact quelconque de (O o Il existe des disques compacts

K\11 g - ¢ Kn de Q
qui recouvrent L .

Soit V={peHs; pL(@) =c! suplQ(z)J < 1}e Vu (a), il existe des voisinages
de l'origine U U et des mesures positives sur UP . MP
9 R B n p ~ (UETE liE TVN I e

telles que

s vzel, 31, O Th@Is] ol 0l 4y .
!

. =0 Q o) Q
Le polaire de W=, U, est r(m% ym g U) =U" o Lamesure | = Z:“i sur U

est donc telle que

Vs pL(Qp),' = sup;. Cm;II |cp(\2)| < 2 ‘[UO I(QP ’ §>I dp:l(g) = ‘lLLO l(ﬁP r §>I du(r-_:,)/ .
i

Par conséquent, [(U , V) est T—sommantes Vu la proposition (6), H est nu-

cléaire,
(8) Remarque. — On démontre de la méme maniére que, pour tout ouvert ¢ de j?m ’

l'espace HAR(Q) des fonctions harmoniques sur Q est nucléairea
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(9) PROPOSITIONs —Un ee lo ce se E gst nucléaire si, et seulement si, son com-
plété E est nucléaire.

En effet, E et E ont méme dual E' et, de plus, une partie P de E' est
équicontinue si, et seulement si, elle est équicontinue dans le dual (E)! de E .

I1 suffit alors d'appliquer (3)e.

(10) PROPOSITION., - Toute partie bornée B d'un €. ls Ce S nucléaire E est
précompecte.

En effet, soit V un voisinage ouvert disqué de A'origine de E . Il existe U
du méme type, contenu dans V , tel que QI(W, V) ¢ E(U) - E(V) soit nucléaire,
. L[]

donc précompactee Notant V et B les images de V et B par mn(V) , il existe

une partie finie Xq oo X de E telle que

B c ¥

j=1

X. + B o
3
Donc
Bc U, x, +B
=173 77"

(41) COROLLAIRE.
(a) Tout es 1. co s« E nucléaire quasi~complet est semi-réflexif.

(b) La topologie forte de E' coincide avec la topologie de Mackeye

(a) En effet, vu (10), tout borné B de E est précompacte Qn sait que dans un
€e le Ce se quasi complet, toute partie précompacte est relativement compacte j;
donc B est relativement compact, et a fortiori faiblement relativement compacte

Comme tout borné de E est faiblement relativement compact, E est semi-réflexife

(b) est vraie, plus généralement, si E est semi-réflexif. En effet, il y a
alors identité entre la famille des bornés de E , et la famille des parties fai-
blement relativement compactese. Les &-topologies associées a ces deux familles

coincidente

La proposition. suivante est banale en analyse dd dimension finie j mais elle est

peut-8tre importante en analyse de dimension infiniee.

(12) PROPOSITION. - Un es Ve ne FE est nucléaire si, et seulement si, E est de

dimension finie.

En effet, E est de dimension finie si, et seulement si, sa boule unité fermée

est compacte. Il suffit alors d'appliquer (10).

(13) THEOREME admis (voir [1] ow [3])e - Soit E un espace de Fréchet. Alors E

est nucléaire si, et seulement si, son dual fort est nucléaires

(14) Exemples — Vu (7) et (8), l'espace H(Q). des fonctions holomorphes sur un
ouvert ( de Cn , muni de la topologie de la convergence compacte est nucléaires

Cet espaee est de Fréchet. Donc l'espace H'(Q) des fonctionnelles analytiques
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sur () est nucléaire.

Rappele ~ Toute T € H'(Q) est rpprésentable par une mesure @ support com-
pact sur Q

2. Propriétég de permanence des espaces nucléairese
WWWWNWMWW\NMN

(15) THEOREME.

(a) Tout sous es le Ce Se d'un €s ls Ce 5. nucléaire est nucléaires

(b) Tout quotient d'un e. le Ce S. nucléaire est nucléaire.

(c) Tout produit ou toute limite projective d'espaces nucléaires est nucléaire.

(d) Toute somme directe d'une famille dénombrable d'e. l. C. S. nucléaires est

nucléaire., Toute limite inductive d'une famille dénombrable d'es l. Ce. Se nucléai-

res est nucléaire.

Démonstration.

(&) Soit E nucléaire et F un sous—espace de E « Pour tout voisinage fermé
disqué U de E , il en existe un autre Vc W tel que [(V , U) ¢+ E(V) = E(U)
soit nucléaire. La famille Y(FO) des traces sur F des éléments d'une base dis~
quée Y¥(F) de voisinages de zéro de E est une base de voisinages disqués de l'o-

rigine de F . Posant

=F QU et V,=FnV,

Yo 0
il suffit donc de montrer que H(VC , UO) : F(VO) -> F(Ub) est quasi nucléaire.
Or F(VO) et F(UO) s'identifient respectivement 3 des sous—espaces normés de
E(U) et F(V) , et n(VO » Uy) est induite par 1l'application nucléaire TI(V , U).
Il suffit donc d'appliquer (24) exposé 4.

(b) Soit Q =E/F le quotient d'un es l. Ce Se nucléaire E . La transposée de
la surjection canonique s de E sur Q est l'inéection s! de FO dans E?' .
Lorsque U décrit ¥Y(E) , l'ensemble des disques U = {s(u) 5 uelU} estun
systéme fondamental ¥Y{F) de voisinages disqués de l'origine de F . De plus, de
la relation (G)O = (sU)O =:u9‘n O s il résulte que l'ee Ve nNo Q(GO) est le
sous-espace normé FO n E'(Up) de E'(UQ) o Tout U e Y(E) contient V dans ¥(E)
tel que (Vv , U)? 3 E'(UO) - E'(VO) soit quasi nucléaire. Or n(&o ’ 60) est
induite par [I(V , U)' « Donc vu (24) exposé 4, 1‘1(\.&0 ’ 60) est quasi nucléairee

Donc Q est nucléairee.

(c) Montrons d'abord qu'un produit fini d'e. le co Se nucléaires Ei est nucléai-
re. Pour simplifier 1'écriture montrons seulement que P = E1 x E, est nucléaire,
Pour tout i , pour tout U, € V(Ei) » il existe V, U; 9 V€ Y(Ei) tel que
ni(vi , Ui) : Ei(vi) -> Ei(ui) soit nucléaire. Posons

U= U1 X Q2

Alors ltapplication P(V , U) s

, V=V, xV, .

1 2



P(V,U)

P(V) = E,(V)) x Ey(V,) ———--> P(U) = E, (U)) x E,(U,)
est le produit de deux applications nucléaires. Elle est donc nucléaire, et P est
nucléaires Soit maintenant I un ensemble quelconque, et P =‘nieI Ei « Pour mon-
trer que P est nucléaire, on voit tout de suite qu'on est ramené au cas ou I
est fini car l'origine de P admet pour systéme fondamental disqué les parties du
type nieI Ui s avec Ui € Y(Ei) ¢ avec Ui = Ei s sauf au plus pour un nombre
fini d'indices i « Comme toute liﬂ d'es le Ce Se Ei stidentifie a un sous—es=
pace de [] E; » il résulte de (a) que toute lim d'es l. ce s nucléaires est

nucléaire,

(d) Soit S = 'in h s les espaces E étant nucléaires. Pour tout n , pour
tout U e Y(E ) o il ex1ste v absorbe par U 4 tel que l'application canoni~
que Cn t Bn(wn) - En(Un) 301t quasi nuclealre de norme plus petite que 27

Donc il existe des éléments eﬁ1 ’ egz s see de EA tels que

Vox € En(vn)/, ICn an-S > (953 v X)) 4 |e'3|

jrﬂ
Si U est un voisinage disqué de l’originevde S, Un de31gn8 sa trace sur
En « On a une injection isométrique E'[U ] dans E! [U ] s et f désigne l'image
de e'j par cette injectione Alors \ =-U-V est un voisinage dlsqué de ltorigi-
ne de S « De plus, @(V , U) = 1 Cn est quas1 nucléaire car
NyJ lfgl s Zn 2 <o
et, pour tout x € E(V) ,

lox] = sup, o, x | <2 | Kgy e 0] e

Par conséquent, S est nucléaire. Il en résulte que toute limite inductive d'une

famille dénombrable d'e. l. Ce Se nucléaires est nucléaire,

3. Nucléarité et produit tensoriel togologique.

(16) PROPOSITION,s — Soient E et F deux es ls co 8. Si E est nucléaire

E'®% F = E‘ge F .

Démonstrations — Comme 1 > ¢ o 11 suffit de montrer l'inclusion inversee. Soient

U et W deux voisinages ouverts convexes disqués de l'origine dans E et F
respectivement. On peut trouver un voisinage convexe disqué V de ltorigine dans
E tel que Ve U, 1l'application canonique E(V) - E(U) étant nucléaire. Il

résulte alors de (14) ezmposé 4, que l'application canonique
E(V) @ E(W) = E(V) g E(W)

est continue, ce qui prouve que ¢ est plus fine que 1 «

(Tﬁo Plus généralement, en appliquant (15), exposé 4, on obtient le résultat sui-



vante

Sil'ona n es le Co Se Ej (1< 3<n), les espaces Ey s w9 E étant

nucléaires, alors les topologies m et ¢ coincident sur (E& —tn EJ .

(18) On a encore :

Si E est un e. l. ce s. nucléaire, alors les topabgies 1 et ¢ coincident

ggr_QE_e_L:AnE. -

(19) PROPOSITION, - Si les s le Ca S Ej sont nucléaires (1 g j g n) , alors le

produit tensoriel T =®<j<n Ej muni de la topologie m = ¢ 4 est nucléaire.

En effet, pour tout j , soit Uj un woisinage disqué ouvert de l'origine dans
Ej e I1 existe Vj disqué ouvert < Uj tel que g ¢ E(V ) > E(U;) soit nu-

cléaires Alors vu la propriété (16) de l'exposé précédent, —ngz est nucléaire
d E(V, E . 'e, 1. .
e ng,n ( J) dans Cgi' (U ) « Ceci prouve que 1l'ee le Co S (I,, ) est

nucléaires

(20) COROLLAIRES.

(a) Le complété de T est nucléaire.

(b) Sl E est un ee l. C. Se nuclealre, alors pour tout n> 1, les ee lo Co So
(g% E Cgk E C:A E,AE, DE s+ AE sont nucléairese

(21) PROPOSITION. - Soient n es le cs s. nucléaires E s 1< J<n. L'espace
L_(E1
la bornolog;e équicontinues, Chaque dual E5 est muni de la bornologie équicontinuee

gy - 9 E ) des formules multilinéaires continues sur E1 X o X En. est muni de
l [ SS: Munll 98

Pour tout j € {1 4« 4 n} , uj désigne un systeme fondamental de volsinages
disqués de ltorigines. On note (E@ E!' la limite inductive bornologique des espaces
de Banach (ib E'[U?] ’ Ui déc;ivagt @j « Alors, on a un isomorphisme bornolo-

L(E, § w E)a‘@E'.

(a) On peut d'abord préeiser le systéme inductif des CEQS& « Pour UJ c VB ’

Uj et Vj € ﬂj s on a des applications canoniques J

! t O
E :L(UJ') > E (V) et ij?] - EI[U]] 4

d'ol, par tensorisation, une application QQEE[ng 4>Q§E§[U§j s. qui se prolonge

par continuité aux produits 7 complétés.

(b) Soit H wune partie équicontinue de L(E,]E y w9 En) « Pour tout j , il exis-
te un voisinage disqué V. de l'origine de Ej; tel que tous les éléments de H
solent uniformément bornes sur V1 X we X Vn e Par passage au quatient, H définit
une partie equ1cont1nue Hc L(E (w ) En(vn)) « Par application de (17) expo—
sé 4, H G(XE'[_LL] . '
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~

(c) Réciproquement, soit H une partie bornée de ce produit tensoriel complétée
Ceci définit canoniquement une partie bornée de L(E(Uﬂ) X~ X E(Un)) , donc une
partie équicontinue de L(E1 s = s En) .

4, Exemples d'espaces nculéaires.
et i e A oS o o S W N W VS N e a4

On commence d'abord par une proposition trés simple due & A. GROTHENDIECK (prope
8, chape II de [1]) montrant que les espaces usuels de suites numériques sont
nucléairese

Un poids ah = (ag', a? s ses) sSUr un ensemble dénombrable D est une suite de
nombres a? > 0 « Soit (a )h une suite croissante de poids, indexée dans ‘E« par

exemple ¢ h > ko => a?’z.af

j Ppour tout 1.

(22) PROPOSITION, - On suppose que, pour tout n , il existe m> n tel que

i, m
2iep 225 < o

Alors l'espace S des suites numérigues A = (xo » Ay ess) telles que

v, byl =g e hyl<e

est nucléaire,

En effet, le dual de l%espace En = E muni de la norme |.|n est l'espace Eﬁ
des suites g = (go s Eq 9 ees) telles que suplgl soit borné, la duali&é étant
donnée par Zi Xs By ag e Soit ey la suite numérique dont tous les termes sont
nuls sauf le i-iéme, égal a 1 . L'application identique I Em ->~En peut
stécrire

°1
I=Z—";® 8 o

a.
L

Cette application est nucléaire car

3
2=, eyl
ai m

-Zamam<w
- Y g [ 3
E i 71

n

(23) Exemple. - Soit s_ l'espace des auites numériques u = (u ) = (u ,
n oo 011‘ r"sdn
indexées dans Z" y a décroissance rapide. Cet espace est muni usuellement de la

topologie définie par la famille fondamentale de semi-normee
U = Sup(1i + .al)k Iual ’ k=1 ’ 2 eee

Cette famille est équivalente & la famille fondamentale u —=>2 (% = Ial)k Iua| .
On peut appliquer la proposition (22) aux poids a%’: (1 + Iil)k « Donc s est

nucléaire.

(24) Exerciees — L'espace des fonctions entieéres sur c” de type exponentiel est

nucléaire,
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(25) COROLIAIRE. - "Tous" les espaces localement convexes de l'analyse en dimension
finie sont nucléaires, réflexifs, ainsi que leurs duals.

Plus précisément, les espaces suivants sont nucléaires

Espace C” (5“’/211)%“) des fonctions C° sur tout tore > = (R2mzZ)® pour tout
A > O o En effet, toute. ¢ de cet espace peut 8tre déveloopée en série de Fourier

=i
o(0). =Za 9, SXB 1IN (o s 0) o
On obtient ainsi un homéomorphisme de cet espace sur s e

Espace (DK‘(Q); des fonctions GC° sur un ouvert @ de R™ 3 support contenu
dans une partie compacte K de ( e En effet, soit A suffisamment grand pour que

maxilxil <A pour tout x = (xi)i €K e

Alors (DK(Q')} est isomorphe & un sous—espace de l'ees le Ce Se @(un), e I1 suffit
alors dtappliquer (15)

Espace ®(n) = im0, (0) , d'aprés (15-d),

Espace &(Q) o Pour tout ¢ € (DK(Q) s On. a une application m o3 @ >oap de
&(Q) dans @K(Q) » En faisant varier o et K, il apparait que &(Q) est la
limite projective des GDK(Q) s K décrivant la famille des compacts de ( o Il
suffit alors dtappliquer (15-c).

Espace $(5n) » En développant toute ¢ €8 en fonctions d'Hermite, il apparait
que l'es le Ce se 8 est isomorphe 3 S, * On peut aussi construire un isomorphis-

me de 8 sur un sous~espace de ®(O"), ou de ltespace ® de la sphére unité de
1
RO

~e

[
Se Théoréme général des noyauxs
MMMM‘M

(26) PROPOSITION. - Ltapplication identique d'un espace nucléaire E est limite
uniforme sur tout compact K de E , d'opérateurs linéaires continus de rang finie

En effet, soit U un disque ouvert contenant l'origine ; il s'agit de trouver un
opérateur 4 continu de rang fini tel que x - 4%x.€ U pour tout x € K o Soit V
un disque ouvert contenant l'origine tel que Vc U s l'application canonique
E(V) - E(U) étant nucléaire. On a

Id
E~—>E

N o \l’
E(V) —> E(U)

avec o =2 )‘k xl'< ® Yy o les xl'c appartenant 3 la boule unité de E'[V,% s les
Yk appartenant 3 la boule unité de E(U) , (kk) € 2,1‘ « Comme K est borné, il
existe g >0 tel que gK < V . On peut trouver N tel que

N :
x~Z1: M XL ® ¥, € el pour tout x eV 4
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Ceci entraine x - Z‘l. )‘k x]'c ® Yy € W pour x e Kec ¢ 4 V .
P4 AY
(27) THEOREME général des noyauxe — Soient E et F deux es le Ce se. complets,
E étant nucléaire. Alors '

555=L§$,m.

Vu (11=b), la topologie forte et la topologie de Mackey coincident sur E : soit
E} =E} o Vu (1.57) et (1.58) exposé 3, il suffit de montrer que E @ F est dense
dans LE(Eﬁ s F) « Ce dernier espace est isomorphe a Ls(Ec; ’ Ec) $ voir preuve de
(1.55) exposé 3. Soit _v € Ls(F; ’ Eo)’ e Si —B est une partie équicontinue de Ec;,
son adhérence faible B 1lt'est aussi, donc B est faiblement compacte. Comme Vv
est continue, v(B) est aussi faiblement compactes Vu (10), v(B) est compact
dans E . Vu (26), pour tout voisinage U de l'origine de E , il existe un opé-
rateur u s E - E oontinu de rang fin tel que v(f') - u(vf') € U, pour tout
f' de B o On a donc trouvé u o v : F(; —>Eo s continu de rang fini, approchant

arbitrairement 1'élément u de Le(Ec; s F) o

(28) COROLLAIRE 1. - Soient E et F deux e. le Ce See On suppose E réflexif,
Ef) nucléaire et complet, F complete

Alors
E} @ F=~L(E, F) .
En effe%,
E]'D® F =>‘LE(E" y F) == Le(E s F) o
Or comme E est réflexif, E' 1l'est aussi. Donc toute partie bornée de E est

équicontinue. Donc
L(E,F)=L(E,F) .

(29) COROLIAIRE 2, - Soient E et F des Fréchets, E ¢tant nucléaire. Alors

N
E®F = L(E] , F)

» ~
El @ Fg*L(E ) Fg) =B(E , F) ~ (E@ F)' .
6. Exemples de produits tensoriels complétés,

Soient E et F deux e. l. ce sey, E étant nucléaire.

L)

(30) La méthode générale pour montrer que E @ F est égal & un e. le Co Se Com—

plet donné G , de topologie t , consiste
(a) & montrer que E ® F est dense dans G ,

(b) puis & montrer que t<Smn et €< toe
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Comme les topologies @ et ¢ coincident sur E@ F , il en résulte que

t=m=¢ o

(31) Exemple.
H(S™) @ B(C™) ~ H(C" x C7) .
En effet, la formule de Teylor montre que E @ F est dense dans 1l'e. le Ce Se
G avec
E=H(C" , F=HC), a=HC" xC") «

Soit t 1la topologie de la convergence compacte sur G o Pour montrer t < m ,
il suffit, vu la propriété universelle de 1 de montrer que l'application bili-
néaire canonique (f 4 g) -> feg de E xF dans G est continue, ce qui est
clair. Montrons ¢ © t o Soit (fj)j une suite de E® F qui tend vers zéro pour
t « Alors elle converge uniformément sur toute partie équicontinue de G' . Or si
A' et B' sont respectivement des parties équicontinues de E' et F' , A!' @ B!

est équicontinu dans G' . Donc e,, B'(fj) >0 si j->oe.
i

Vu (30), la formule (31) est montrées

(32) Exercies.
s Q; s = s,
s? é st =~ (52)' .
Soient K et L deux compacts d*intérieur non vide, de Em et de En respec—

tivement. Alors

R @ ED ~ G @™

(33) THEOREME (A. GROTHENDIECK [1] (admis éci))e - Soient E et F deux Fréchets.

Alors tout compact de E ®n F est contenu dans l'enveloppe fermée disquée de

A@B ,ou A et B sont des compacts de E et F respectivement.

(34) LEMVE. - Soient (4 un ouvert de R" , et soit Q, un ouvert de RP . Alors

on a un isomorphisme topologique

0'()) ® 0'(0p) ~@'(Qq x0y) «
En effet, @(Q,]( x () étant bornologique, 03'(@1 x (,) est complete Comme

(D'(Q,L) est nucléaire, les topologies m et ¢ coincident sur
T=0'(q) ®0'(Q) »

Comme T est dense dans @'(QT X Qzl s 11 auffit de montrer que ¢ coincide
avec la trace ¢ sur T de la topologie de (D'(Q1 x 92) « La topologie ¢ est

définie par les semi-normes

t = p,p(t) = supfl¢t v 0® )| s 9eh | y B}
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ou A et B sont respectivement des bornés de Q(QT) , et @Q}Z) « La topologie

® est définie par les semi-normes
t > pC(t) = sup{l(t . f)l 3 f € borné C de &Kﬂm X 92)} .

Donc ¢ © 0 o Pour montrer l'inclusion inverse, il suffit de montrer que fout
borné C de Q(Qm X Q2) est contenu dans l%enveloppe fermée disquée du produit
tensoriel A@ B, pour A et B convenable. Comme ®(Q, x Q) est une limite
inductive stricte, C est contenu dans un espace de Fréchet &kﬂnm X 02) o IL
suffit alors d'appliquer le théoréme 33. Ce lemme et le théoréme général des

noyaux (27) entrainent le théoréme suivants

(35) THEOREME des noyaux de L. SCHWARTZ. - On a des isomorphismes topologiques

~
LO@g) » O ())= 0t () @ 04()) =0"( x0y) »
Enoncés analogues en remplagant la lettre ® par &4 ou S 4 eee

Commentons ce théoréme, qui est a ltorigine de la théorie des espaces nucléaires.
Un grand intérét de la théorie des distributions est qu'elle fournit un cadre com=
mode, ou l'on peut faire des opérations sur des fonctions, ou des mesures généra—
lieéess De la méme maniére, un grand intérét du théoréme des noyaux (35) est qu'il
fournit un cadre pour étudier certaines classes d'oparateurs linéaires continus
L: @ 0 ou S— S, En effet, il est ainsi associé 3 un &tre "abstrait" L,

une distribution T(x , y) sur 0, x Qq telle que

toe®a), vyen) s oo ) =(T,y@q) o
Ceci peut s'écrire formellement

to e 0ay) U = fo o) aTlx s y) .

Dans le cas particulier o T est définie par une fonction K(x , y) locale-

ment integrable, K est appelé usuellement le noyau de la transformation inté-

grale ¢ ~> J K(x 5 ¥) o(y) dy »
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