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Séminaire Paul KREE 4-C?
(Equations aux dérivées partielles

en dimension infinie)

2e année, 1975/76, n° 4, 12 pe

CLASSES D'OPERATEURS A PUISSANCES NUCLEAIRES

par Paul KREE

Cet exposé est motivé par la théorie des espages nucléaires. Si E et F sont
deux espaces vectoriels nucléaires (€. V. ne) sur A =R ou C, L(E , F) dési-
gne l'e. V. n. des opérateurs linéaires continus de E dans 'E « Un sous—espaec
normé S de L(E , F) est, par définition, un sous—espace vectoriel S de
L(E , F) muni d'une norme majorant la restriction & S de la norme de L(E , F) »
Une classe C d'opérateurs linéaires continus entre €. V. n. est un procédé per-

mettant d'associer a tout couple (E , E), d'e. Ve ne un sous-espace normé

G(E 5 F)

de L(E , E) « Par exemple, la classe des opérataurs nucléaires est étudiée au § 1.
Si n est un entier > 1 fixé, la classe C est dite a puissance n-ieme nu-
cléaire si quels que soient les (n + 1) e+ Ve ne E1 y see g En+m s €t quels que

'soient les n opérateurs v € I-.C(Ei s E. .) 4 alors l'opérateur composé

i+l
un° Q-OOU«L]‘

est nucléaire. En pratiyue n =2 , et on se limite ici & 1'étude des classes

d'opérateurs quasi nucléaires, des opérateurs 1l-sommants, et des opérateurs de

Hilbert-Schmidte Dans ce dernier cas bien slir, les e« Ve Ne considérés E , F 4 eee

sont supposés hilbertiens.
1i» Opérateurs nucléaires entre espaces normés [1] [2]e

(1), DEFINITION. — Soient E et F deux espaces normés. Une application linéaire

continue T ¢ E - F est dite nucléaire s'il existe des éléments e} € E' et

fn e F tels que
(2) T=X el of avec 2l [|f] <=«

Plus précisément, on doit avoir Tx = > (ehx, X) fn , pour tout & dans E .

L'espace vectoriel formé par ces opérateurs est noté Lﬂ(E,, F) o Pour tout
T e Lm(E v F)
on pose

ITlly = inf 2 Jleffl x [I£]

pour toutes les représentations de T sous la forme (2)e Si HI“ désigne la

norme usuelle de T , on a, pour tout x de E,

Imdf < 2 et o o L lI£] < llel 150 1]~
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En prenant 1'inf pour les représentations (2), il vient

Ty < i -

(3) LEMME,

(a) Stil existe T e L(E , F), et une suite de Cauchy Ia € LﬂKE,, F) telle que
(1& x) > Tx pour tout x € E , alors T e Lm(B s F) et ||T - I&” >0 .

(b) Si F est complet, alors Lm(E » F) est complete

(a) En effet, il existe une suite croissante o) telle que
—k—2 _
[[Ia - B” <2 pour o et B> e
Donc

T =T =2

ni I —-k.—2
o Ty T in=t k@ Yo 2vE 7 el vl <277 .

Pour p=1,42, ees et pour tout x de E , il vient

' n n
Tdk-ﬁp * 'de x = Z£=k'~k+p,ke—-'1».m (az » X) Y;?, °

En faisant tendre p vers + o 4 il vient
: _ ol n
Tx Hak X =2 2“21 (aﬂ . X) Y,

g =1 ke
T —_I&kpm <2 ﬂazu ”YEH = Zz;k_Zfﬂ =2 .

Donc T ~T est nucléaire, et T est nucléaire. De plus,
.
: -k .
T N e A R R

Par conséquent, (T&)Q tend vers T dans Lﬁ(E., F) «
(b) résulte de (a)e

(4) LEMMEe

(a), E' @ F est dense dans L1(E s F) o

(b) Tout opérateur nucléaire est précompact.

(a) En effet, pour tout T e LﬂﬁE , B) et tout ¢ >0, il existe des suites
(ea) et (fn) telles que
o]
“'H -n§1 e;1® fn“ < Ejz .
Puis il existe N tel que Z§*m Heﬁ” ”fA| < gf2 o Alors
|T-Bepo g ce/2re2=cn

(b) résulte de (a)e
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(5), Autres définitions possibles de Lﬂ(E s F) si F est complete

(a) Un opérateur T € L(E , F) est nucléaire s'il admet une factorisation
{6) E -l-;z“’ —):> 2! -Y->E
avec u et v linéeires continus, A\ étant la multiplication par une suite
) esq -
En. effet, la définition (2) signifie que
T=2 X, e,® fn avec sup ”er'xil < ® 4 SUp “ﬁn“ <x et Zb‘nl <o e

Donc T admet la factorisation ¢
u A \
x —> (¢l g X)) == (A (el s X)) —> 37 A, (el s %) £ .
(b) L'injection canonique j s E! ®ﬂ-E'4’“L(E" E), _est continue. Elle se pro-
longe en une application linéaire continue j de E!' @ F dans L(E 2 F) « Un

opérateur T e L(E , F) est nucléaire s'il appartient & l'image de Jj »

(7) PROPOSITION. — Soient quatre espaces normés E , F , G , B , et trois applica-

tions linéaires continues

u v w
E=>»F-—=>G-—>H.

Si v est nucléaire, alors T = wvu est nucléaire, et

g <l Qi Al

En effet, soit v =2 £! ® g, avec A.=:21j£3|’]gAl < » o Alors, pour tout x

appartenant a E ,

Tx = w(vux) = w(Z (£} , ux) g ) =2 (£} , ux) wig)) »
Dtou
T=2 u(f)@wlg) et [Ty <|lu | A

et 1'inégalité cherchée, puisque inf AA=¢|WIﬁ .

(8) PROPOSITION. -

(a) Si T est nucléaire, la transposée T' de T est nucléaire et

U™y < (1T

(b) Réciproguement, si F est réflexif et si le transposé d'un opérateur continu

T est nucléaire, alors T est nucléaire, et ||T'|, =||T|4

Démonstration.
(a) Si T est nucléaire, alors
T=2elgf avec [T, =inf2|el [|f] <o«

Ceci entraine T' =2 fn.g'ea;, avec f eFc (F')* =F" . Donc T' est nu-
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cléaire, et ||T9| < inf 3 [le! |I£] =|Tl4
(b) Soit T dans L(E 4 F) tel que T' soit nucléaires Alors, vu (a),
T € Ly(E" , F") = L,(E , F

puisque F est réflexif, et Un"“1 ”1‘”1 . Coome T est la composée de l'injec-
tion E —E" et de T' , il vient, vu (7),, “ﬂlm “qum

(9) Factorisation 3 travers un Hilbert. — Tout opérateur nucléaire de E dans F

supposé complet est la composée de deux applications linéaires continues

E—>H-=>F,

ou H est un espace de Hilbert.

En effet, dans (5.a), on peut supposer les A >0 «

De (6), il résulte que T e Lm(E o F) admet la factorisation

U Ao WA g Y

(>
E~—>p =>4 =—>y —>F
N \ ' ’ 3 . . . i~
ol Ji est l'opérateur de multiplication par la suite C/xn)n .
Malgré toutes ces propriétés sympathiques, les opérateurs nucléaires ont des pro-
priétés surprenantes. Par exemple, si T € LW(E , F), a son image contenue dans un

sous-espace fermé F, de F , il se peut que e -» T(e) ne soit pas nucléaire de

E dans F1‘. Cependant, on a la proposition suivante.

(10) PROPOSITION. ~ Soient deux @ Vo ne E et F . Pour toute u e L(E , F) ,

soit u s E -> F le prolonqement linéaire continu de u « Alors u est nucléaire:

si, et seulement si, u est nucléaire. On a alors |u|1 = Iul1I

(11) LEM#E. - Soit F un sous e. Ve n. dense d'un e. Ve fe G « Alors, pour tout

zeG et tout M >0, il existe une suite (yn)n de F telle que z = Z:yn et
Tly lg(1+e) [z] -

En effet, pour tout n , il existe yl tel que |z - yﬁ| < =1 §lz| o I1 suf-
fit de poseT y, =Y} s see 3 ¥ =y =Yg . En effet, z = limy! = limxzksn Yo
et

vl s (v e26) l2l 5 Iyl (@™ 4 2““), 6 lz| -

Demonstratlon de la propositions = Il est clalr que u est nucléaire si u

l'est, car (E)' =E' ., Réciproquement si u est nucléaire, il existe des fn
dans F G tels que u -Z'e' ® ﬁ avec 2 |e5l Ifnl < » « Il suffit alors
dtappliquer le lemme a chaque fn

(12) EXEMPLE. - Soient E et F deux espaces de Hilbert. Soit A un opérateur

linéaire continu de E dans F , et A =TWH sa_décomposition polaire. Alors les

propositions suivantes sont équivalentes
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(a) A nucléaire,
(b) H. nucléaire,
(c) H compact, et Tr H fini.

Dans cet énoncé, l'expression "Tr H fini" signifie que la suite des valeurs pro-

pres de l'opérateur hermitien compact H est sommables

Preuves
(b), entraine (a) dtaprés (7). Réciproquement, (a) entraine (b), car (a) entraine
A=2 A ;@ f; avec > |Ai| <@ 4 suﬂlei“ <l suplfi[ <

. ],
' ;= V. *
d'ol H =2 )‘i ey QW fi

Montrons que (b) entraine (c)e. Les valeurs propres de l'opérateur hermitien posi-
tif compact H sont notées A Z Ay 2 oo Soit €4 9 € g ees UN systeme ortho~

normé correspondant de vecteurs propres de H .

Soit Pk le projecteur orthogonal sur e s et Qk = P1 + ese + Pk le projec—

teur orthogonal sur le sous—espace engendré par €y sve @ . Posons up = Qk u .

lugdly = ”Qk ul < g

Comme la norme ||uk[|1] est égale a la trace,
k.
| 24 Ay < lully, -
Réciproquement, si 2 )‘lc< » ¢ la décomposition spectrale de u donne
u=2 Mg @ ®

ety vu (1), u est nucléaire.

(18) PROPRIETE. - Soient H et H, deux espaces de Hilbert, et soit

1

A eE(H;1 . HQ), .

Alors, pour que A soit nucléaire, il faut et il suffit qu'il soit le composé
de deux opérateurs de Hilbert-Schmidte

Démonstration. — Soient A et B deux opérateurs de Hilbert-Schmidt

A B
Hy-——>H; —H, ,

et montrons que BA est nucléaire. Soit UH la décomposition polaire de BA .
Soit e,
de H « Soient A os Xy g ees les valeurs propres de H , et posons hn = Uerl .

Ay = (He_ s e) =(Uhe , Ue) = (Bhe , h) =(he ,B*h) < 3(jte]* +[B*n]).

s €, 9 ese Une base orthonommle de H,] formée par des vecteurs propres

Comme A et B sont de Hilbert-Schmidt, on a
Ihe® <o Tlpen” <o
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Par conséquent, 2. Ay <@

Réciproquement, soit N nucléaire, et soit U H la décomposition polaire de N

I1 suffit de noter que
1 1
N=UH= (U Hé) o HE
1
et que HE est de Hilbert-Schmidt, puisque H est nucléaire.
(14) LEMME (Supercontinuité). - Soient E , F 4 G trois espaces normés, et 4

une application nucléaire de E dans F « Alors u =3 ® IG est continue de

E®e G dans E@TT G o

En effet, comme 4 est nucléaire,
p=Yeret, Iyl lig] <=
Pour t=in® ﬁi s ON a
u(t) =2 (ex) @ £, =21 (2, (x; 2 €)) vi) @ £ -

Par censéquent,

[uCedll < 2 €] 12 (xg o efy vy
<2 £ SUR 2111 2 (x; el) (¥; » £
<Z|E) eyl sun{lZ (x; se" ¢yy » £, Jlef <y £ <.
D'ol
JuCe)llr < [lell 4]~
(15) Plus généralement, si l'en a (2n) espaces nommés E. et Ej- (1gign),

une application linéaire continue uy 3 E1 -> P‘I , et (n - 1) applications nu-
Sai . E. F. (1 i , lors w =(X)u. est continue de E.
cléaires uy 3 Ej > Fy (1< 3jgn), alors ®l & 3

dans ®WF;] et
lull < flugll il oo fluglly

(16), LEMME, — Le produit tensoriel u de n applications pucléaires
. E, E,
b I Bt
est nucléaire, et |lu|, s ﬂi ”wju‘li .
(*), Pour tout Jj
. i, ed Jed g =
wj: -’ij e]'<j ® fkj ') ij “e]'(jll “fkj“ = Nlj < @0 @
}
Pour tout @xi € ®Ej s ON Q
_ " N
u(X; X )= (X gl ) £ )@ (), ese) o
J k‘lk 1 Ky k‘ll kb

Posant
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1 n J
el = el R eee @ et H f ; = f7
ke gk ek1‘ k_ Kok ks
il vient
u=2 (e! ., ® £ ) o
ko kgek) T TRk

Dot |y < 2 flef i Il I xcll < Ty My o

Donc u est nucléaire si @ Ei et @ﬁ F‘j sont munis simultanément de la norme

M 9 OU de la norme ¢ o

(17) LEMME (suite)e - Soient (2n) espaces normés E‘j ’ Fj , et n applications
s Alors la transposée u' de u =®u. applique
I..(:F,1 g ooe 9 Fn) dans E" R see @ E;} e De Q"!S’ “U'” < n “uj“1 .

nucléaires u, 3 E. - F
- J J

En effet, pour @xj e@ﬁj et me L(F1; g see 9 Fn) = (QQTT Fi)' , ON &
ut m(®xj) =m(u1 11‘ 9 ooo un xn)

ety vu (¥*)
= 2 9 "1\ 1 9 Z oo.) (]
é('km S X fkm Tk

_ ! n _ 1 n.
Posant Q(k wk = m(\fk 9 oee 9 f.k ) 9 (u' m) = Zk wk ak\r"k (\e]'( R e @ el'( ) et
T7"n 1 n 1" n on 1 n

L AT I CA N IR CA LR

(17)r Variante symétriques — Soient E et F deux e. Ve ne, ot soit v € L(E , F),
Alors la transposée u' de u =GA ¥ appligue "P(E) dans @E:'l .

2, Qpérateurs quasi nucléaires [1] [2].

’
(18) DEFINITION, - Soient E et F deux espaces normés. L'opérateur T € L(E , F)
est dit guasi-nucléaire s'il existe une suite (bl'l) de E' telle que

(18)1 Z”bb"]“ <w» et ||Te|| < Zl(br'] s e)| pour tout e de E o
Posant

”'H“q"" = inf 2 ”h;;” *

on obtient une norme sur l'espace Lq 1(E s F) des opérateurs quasi nucléaires de

9
E dans F .

(19) Ces opérateurs ont une propriété analogue a (7)s = Soient quatre espaces nor—

més et trois opérateurs linéaires continus

u T \')
E—-~>»F —-> G~=>H.

Si T est quasi nucléaire, alors, VIU 1l'est aussi et

VTUl, 1 < YE VI 1l e



4-08

Ltintroduction de ces opérateurs est motivée par la proposition suivante.

(20) PROPOSITION. - Soient E et F deux es Ve Ney €t T nucléaire de E dans

F « Soit G un sous — €e Ve Ne de F contenant Im T « Alors T s e -> Te est

quasi-nucléaire de E dans G, et “T”q p< |y -
|

En particulier, prenant G = F , il apparait que tout opérateur nucléaire est

quasi-nucléaire.
En effety pour ¢ > 0,
T=Zelof, avec spgf st et Xfefl <|Ty+e
Dtol.
ITe] < Zhey Kt ool s (15l € Ty It s o

™

(21) LEMME, - Tout opérateur quasi nucléaire T : E -» F sgse factorise a travers

o =I,w(}3\o :

T T

E'——'}f,m——')Eo

Pour tout ¢ > O , on peut s'arranger pour que “11“ <1y, Hﬂé <e + UI“q 1°
9
En effet, si l'on a (18)', on peut supposer les b! non nuls. On pose

= lagi® + eh=bun -

On définit T, par T, e = Q(ea ' e))n.. Puis S, € L(z” 22) est défini par
S,((gn) ) =p, & * Sur le sous-espace H de 4  , engendré par imS, T, , on
définit l'operdteur S : S1 I1 e > Te « La norme de 82 est majorée par
qrq}q 1 ¥ a)~ car

15,08, Ty ) = |Tefl < Z2lcx 4 ey | < GuDE (e s ey [1)E = (52)% |15, T, o]
On a aussi

IS4 < (ZHQ)% = (Mg, * 8)% .

I1 suffit alors de poser 32 = S P S1 , OU P est l'opérateur de projection
orthogonale de z sur l'adhérence H de H s €t ou S est le prolongement con—

tinu de 82 a H .

(22) LEMEe - Tout opérateur quasi nucléaire T , i valeurs dans un espace normé

4°(1) est nucléaire. De plus, ||ﬂl1 ”T”q 7
9

(a) La démonstration utilise la remarque suivante s Pour tout sous—espace normé

Hy d'un normé H , toute application linéaire continue SO i Hy > 17(1) se

prolonge en une application lindaire continue S : H = 27(1) de méme norme.

En effet, pour tout i e I , il existe g, € HY tel que Soh = (z h). e I1
suffit d'appliquer le théoréme de Hahn-Banach a chaque Ly *

(b) Prouvons le lemmee Soit T quasi—nuclédire de E dans 27(I)s Pour tout
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g >0 4 il existe une suite (ea) ‘de F' telle que

Appliquons (a) au sous—espace normé Hy de H = zm(ND formé par les suites
((eé ’ e))_n s e décrivant E , et & l'opérateur So ¢ ((e R e)) - Te « On
obtient ainsi un prolongement S 3 m(N) = 4°(I) de norme majorée par 1 o Ainsi

T admet la factorisation

8] 1,000 S ®
e —> 4 (}i)""'!& (I) o

oww U applique e: sur Q(eg ’ e))n o« Notant (gn) la base canonique de z1 s 1l

vient
= Z:(Sen) (eé s €) e
Dtou

14 < ZlSe) lleyl < Zlleyl < I, +

et le lemme est démontré.

Les deux lemmes qui présedent impliquent la proposition suivante.

(23) PROPOSITION, - Le composé de deux opérateurs quasi nucléaires

I

E -~ F -§> G

est un opérateur nucléaire, et ”STH1 < ”S“q ’ ”ﬂ]q 4
' ? 9

Il suffit d'appliquer le lemme (21) & S

—#>—F g;::—-:;§> G

puis dtappliquer le lemne (22) a S1 T.

(24) PROPOSITION. — Soient E et F deux es Ve Ne, et T € L (E s F) « Soient
E, et F, deux sovs—e. v. n. de E et F respectivement tels que T(E;) < E, s
Alors l'application u, ¢+ E, - F, qui coincide avec u sur E.1 est guasi

nucléaire.

En effet, la transposée de l'injection Jj s E1 -—>E donne j*' : E!' > E% .
Si l'on a (18)', il vient, pour tout e de Ei s

(e 9 b' n) =(je y b' n) = (e 4 j' b' n) «
D'ou,
|T el <7 I(e , 3' b' n)| avec 2 |5 b* nl <=,
et par conséquent, T, est quasi nucléaire.

(25) PROPOSITION, —Soient E et F deux es Ve nN., et TeLE , F), tel que

T' soit nucléaire., Alors T est quasi nucléaire.
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En effet, d'aprés (8ea), T" : E" > F" est nucléaire. Il suffit alors d'appli-
quer 3 T" la proposition (24).

3. Qpérateurs 1-sommantse
Lo e e e o a aat a’aa e alaaalarara e o d

(26) DEFINITION. - Soient E et F deux e. Ve ne, et soit p > 1 « Un opérateur

lindaire T e L(E , F) est dit p-sommant s'il existe C > O tel gque, pour toute

famille finie Xy 9 vee 9 X d'éléments de E , on a
n

t

@ HT"i”p)Vp <C SUP”x'ug‘(ZI:'::m l¢x; xy [PYVP

L'inf des C vérifiant cette condition est noté [ (T) . L'espace des opérateurs
p-sommants de E dans F est noté np(E s F) , et 1tapplication T = np(T) est
une norme sur cet espace o Ces opérateurs ont été étudiés dans le séminaire de l'an
dernier, mais en supposant E et F completss En fait, cette hypothése est inu-
tiles

(27) LEMvEe - Tout opérateur guasi nucléaire T ¢ E -> F est 7~gommant et

14(T) < Tl g1, »

En effet, pour tout § > O , il existe une suite (aﬁ) dtéléments de E' tels

que

Zlatl g || g+ 85 vxs Imxl<Zlxaale

lem
Posons
-1 .
- [T Lk
" Lo si Jayl=0.
Une mesure positive |, sur la boule unité B de E' est construite en posant
7o €CB) » ulp) =[a) wlbl) «
Alors, pour tout x € E ,
x| <[5 Tees )| dule) «
Donc T est 1-sommante et nm(t),gv”T“q’m +8 o
D'ou 1'inégalité cherchée en faisant tendre § vers z€roe

(28) PROPOSITION. ~ L'espace compact K est muni de la probabilité , « Soit U
1t'injection de C(K) dans Li(K) e« Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt :

2(K) > F .
b

Alors TU est un opérateur nucléaire et

I, < 1l -

Démonstrations
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(a) On suppose d'abord que T = 23 fr‘® Yo ou les fr sont des fonctions éta—
gées. En exprimant les fr en fonction des fonctions caractéristiques 99 =~ 9
d'ensembles mesurables disjoints, il vient

I= z¥;91‘8 Yr
U =2 :

Pour toute ¢ € C(K) , TU ¢ (fgr @ du) Yy -

Dtol.

0 = z:“r-® Y, avec pu. =9,

1Ty < 2 gl vl

Par Cauchy-Schwarz,

1T < G lugd® C llug] 75 -
Comme “Uru = u(Er) 9. EiHurU < 1% « Comme les fonctions gr/“(E:)% forment un

systéme prthonormé, le deuxiéme terme est majoré par Her .

Soit T wun opérateur de Hilbert-Schmidt arbitraire. Comme le sous—espace & des
fonctions étagées est dense dans 12 s &®F est dense dans Lz(ﬁz’, F) » IL
existe donc une suite (Ij)i d'opégateurs du type E:gr ® }} 9 quiutend vers T
dans L, «

1T, - 1) U €Ty - T, >0 -
Par application de ( ), (Ij U) tend vers un opérateur nucléaire, et cet opé—

rateur est TU .

(29) PROPOSITION, — L'espace compact K est muni de la probabilité |, « Soit U
1'injection de C(K) dans Lﬁ e Alors pour tout opérateur continu T d'un espace
de Hilbert E dans C(K) , l'opérateur UT est de Hilbert-Schmidt, et

IR PN

En effet, soit (ei)i une base orthonormée de E . Soit 9; = Tei .

2. , 2 2 2 ,
2oy ()5 = Zirey 4 620 [F = Zle, o T8 )17 =T b g < |7V = |IT)| -
Alors il vient aprés intégration

S fureg® = [ 5 loy(x* dute) < |7

/ \
(30) THEOREME. - Le composé de deux opérateurs 71-sommants est un opérateur nu-

cléaire,
En effet, soient deux opérateurs 71-sommants

E-BF 3G,

Soient respecttvement M et N les boules unités de E' et F' , munies de la
topologie faibie. En utilisant 1la factarisation de A. PIETSCH, il apparait que
T se factorise en
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E = C(M) - Lp(M)/ - F,
ol | est la mesure de Pietsch associée & T o Appliquant la méme factorisation a
S , il apparait que ST se factorise en
. 2
E - G(m) +>-%iuw) - F > C(N) » Lv(Na -G,

W J
A4

Appliquant la proposition précédente, il apparait que l'opératamur marqué d'une
accolade est de Hilbert-Schmidte Par application de (26), l'opérateur
c() > L (W)

est nucléaire. Puis, par application de (7), 1l'opérateur ST est nucléaire.
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