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Séminaire Paul KREE 3-01
(Equations aux dérivées partielles

en dimension infinie)

2e année, 1975/76, n® 3, 19 pe

PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES MULTIPLES

par Paul KREE

Les produits tensorieds hilbertiens apparaissent dans les travaux de Fe J. MURRAY
et J¢ Von NEUMNNN, 1436-1937. Ltextension de ces idées aux espaces de Banach a été
effectucée par R. SCHATTEN. [9]e L'etude générale des topologies localement convexes
sur des produits tensoriels d'espaces vectoriels est due a A. GROTHENDIECK ; c'est
la théorie des p. t. te ou produits tensoriels topologiquese. Cette théorie est vas—
te et difficile (voir [2])e Quelques aspects de cette théorie, utiles en dimemsion
infinie, sont exposés ci-aprés. Comme il s'agit d'introduire des e. le cs se de
polyndmes, ou de formes extérieures, la présentation concerne les produits tenso-
riels de plusieurs e« le Ce Se Les e, V. considérés sont relatifs au corps de base
A =‘5. ou C o On a aussi présenté les produits tensoriels d'ee be Co Ssy Clest—a-
dire d'espé:és bornologiques convexes séparés, ce qui nécessite quelques commentai-

TeSe

On rappelle 1'intér&t des bornologies 3 elles conduisent naturellement a une for-
mulation duale de la théorie des e. le Ce Sey elles permettent une étude plus na-
turelle et plus eomplete des e. le Ce Se, elles permettent dapporter des formula-
tions plus simples et des résultats plus complets concernant la dualité des ee le
Co Se [5] eee La bornologie apparaissant ainsi comme un complément a la théorie
des es le Ce sey un langage adapté et non concurrenciel est introduit ci-apres s
codual, cocomplet, conucléaire «.. En analyse de dimension finie, les considéra—
tions bornologiques peuvent &tre évitées sans trop d*artifices. Comme la formula-
tion bornologique se présente maturellement en analyse de dimension infinie [6],

pn a préféré ne pas la eacher (bien qu'on aurait pu le faire !).

1le Produit tensoriel.

Tous les espaces vectoriels considérés sont supposés tous réels ou tous complexes.
Un produit tensoriel (T , ¢) des n espaces vectoriels E1 g oce Enr est le
couple formé par un espace vectoriel T et par une application multilindaire

Q3 E1 X see X En -> T ayant la propriété suivante.

(1e1) Propriété universelle du produit tensoriel. - Pour tout e. ve G et toute

application multilinéaire m de E.1 X eee X En dans G , il existe une seule ap-

plication linéaire T de T dans G telle que m=Tp o

Il en résulte que Imp engendre T et que le produit tensoriel est "unique".
En fait, si (1, ¢) et (D' , ') sont deux produits tensoriels des Ei s il
existe un isomorphisme u de T sur T' tel que o' =¢u et ¢ = u—1‘¢' e« On
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pose T = E,h ® eos @ En‘ e Un produit tensoriel peut &tre construit en prenant un
quotient de l'espace vectoriel des fonctions numériques définies sur nEj s nulles
en dehors des parties finies de HEJ- « L'image de (e," g voe en), par ¢ est
notée €4 ® e ® e, « Si tous les EJ sont identiques a un e. ve. E , on pose

T = ® E v (1, 1), pour tout espace vectoriel G il y a une bijection entre
l'espace E(nE s G) des applications n-linéaires de E dans G et l'espace
ﬁ(@ E , G) des applications linéaires de @ E dans G « Bans le cas parti—
culier ou. G est le corps de base A = R ou C ¢ ces deux derniéres notations
sont remplacées par £("E) et (® E)

I1 est toujours convenu que ®n E=A si n=0,

(1.2) Rappels (voir dans le séminaire 1974/75, 1'exposé 7). - Le groupe symétrique
Gn admet une représentation linéaire g = Ué a valeurs dans @ E ; LlciI appli—

quant X4 ® eee @ X =~ sur x“‘ll ® eee ® x(I e Un tenseur +t € ® E est dit symé-
trique (respe. antisymétrique) si ll t = t (respe = €, t ) pour tout o L'es-

pace de ces tenseurs est noté O E. (respe A E ). Les projecteurs . (n')

et (n!)-4‘ Zsawo ont pour images @ E et A E . Pour tout ee vo G, ily a
un isomorphisme entre E(@ E, G et l'espaoe £ (nE G) des applications n—
linéaires symétriques ¢+ E x «ee X E => G o On pose 1‘3 (nE) = £, (nE A)ve

(1+3) PROPOSITION. - Soit E = E' un couple d'e. V. en dualité séparantee. La forme
bilinéaire de dualité entre @ E et ® E' induit une dualité separante en—
e OE et (o E ,e‘cdeméme entre A E et A E'.

En effet, soit t e @nE tel que (t 4 8) =Q pour tout ¢ € ®n E* ., I1
s'agit de montrer que t est nule Or le transposé de l'isomorphisme Ua de ®nE
est 1'isommrphisme U’&-1 de ®n E® ; donc le transposé de l'endomorphisme Sym

®mE est la symétrisation dans ®n E' . Pour tout @' e ®n Et' , on a

(690" =@mt,o" =(t,Sme') =

Donc t =0,

(1e4) Produit tensoriel d'applicatiors linéaires. = Le produit tensoriel

u,h R eee ® unr

de n applications linéaires uiz Ej ->Ej applique Xy ® ...®xn sur

um(xm) ® eee ® wn(xn) -
En particulier, si toutes les applications uj sont identiques a us E-=>F,
pn obtient ®n u s ®n E > ®n F . La restriction de cette application 2
®n»E a son image dans @n F ; cette restriction est notée Gn U « On définit

de méme A U &
n

Par transposition de @n u , on obtient
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(@, B =2 (F) —&n s (CR) = (B) .

Dans le cas particulier ol il existe des dualités séparantes E - E' et F - F1,

et ou u est faiblement continue pour ces dualités, alors t(G}n u) envoie

@mE' dans @nE';

et cette restriction coincide avec @n ut .«

2, Polyn8mes.
o ot aaa e ale ad

/
(241) DEFINITION. - Soit 4 > O « Soient E et G deux e. le. C. Se + Ltegpace

@(‘QE s G) des polyndmes homogénes de degré g sur E 3 valeurs dans G est
l'espace des applications

E->G
(2.2)
e—>A.(e 9 teo0 e) 9

A décrivant iz(f‘E s G) ..L'application (1.6) est notée A .
D'ou une application chapeau
%We, 6 = f¢E, o)
A->A
On pose encore @(‘ZE) = @(:Q‘E s A) o

(2.3) Définition de @(-Q‘E s G) « = Clest l'espace des fonctions Q = Zﬂ{=o Q& sur

E , 3 valeurs dans G , Q‘i étant homogéne de degré. 1 .

(2.4) La _décomposition Q =ZQi est uniques — En effet, il suffit de montrer par
différence que si le polyndme %:O Qi est nul, chaque Qi est nule Ceci est
clair pour 4 = O . Montrons la propriété par récurrence sur { , enrraisonnant par
1'absurdes En effet, supposons Z‘LO Q nui et Qla non nul . Il existe e #0O
tel que Q (e) #0 « On obtient une contradiction en faisant )\ grand dans la re—
lation 2% Q.i(.)\&) =0 o

(2.5) LEMVE. - Soit A une application g-linéaire symétrique de E x +.o xE

dans G « Alors quels gue soient x et y dans E
N -k k
(2.6) Ax +y) =2 ) a4 v

aves Av(x.‘%—k ’ yk) =A(X g g Xy Y gmy¥) goUlalettre x est répétée (g-k)

fois, y $tant répétée k fois.

En effet, A(x +Yy) =A(X + ¥ 5 eoe 3 X +Y) o
En développant le deuxiime membre, on obtient ok termes, le terme A(\xo"-k ’ yk)
apparaissant (’f’() fois, vu la symétrie de A o

La formule (2.6) montre, en considérant y fizmiy que le translaeté d'up polyndme
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homogéne est un polyndmes

(2.7) Identité de polarisatione — Soit A wun polyndme homogéne de degré £ # O .

(a) Alors, pour tout a € E , le polynfme

LY *
A, =§'(Asx\+ a) = A(x - a))

est un polyndme de degré 4 - 1 «

(b) Quels que soient 84 9 eee 9 3y eE, ona

AMejay +=+e, 2 ) e

[ ~
(2.8) A-A(\a,",...,‘an).» =gl A= 4

(c) Ltapplication chapeau réalise une bijection linéaire entre %(I‘B sy G) et
PE , G) .

Zgj%ﬂ,j:ﬂ..z €182 ™ &y

En effet, vu (1.10), il vient
Axx ag) = A04) £ gaGE™ , a) + () oo
D'ol, par soustraction,
@, B =, e + B) e
D'olu, en recommenganty

(8, 8, B0 =2l = 0 AET 5 2y 4 2y) + e

et finalement

AEﬂ!A\(\az g eee 9 3 31') 'S

Aa Py Aa >

JA i

.Y
L'application A -» A est surjective par définition. L'identité de polarisation

(2.8) montre qu'elle est injective.

2,9) Définition de l'espace P({?‘E G) des polynBmes continuse — Clest le sous—
’ ges polynomes contlnus.

espaee de @(.Z‘E s G) formé par les polyndmes définissant des applications conti=—
nues de E dans G . On définit de méme P(ME , G) .

(2.10) PROPOSITION, - Sgit L_(YE , G) le sous-espace de £ (*E , G) formé par

les applications multilinéaires continues de E x eee xE ( 4 fois) dans G .

Alors 1%'application chapeau réalise un isomorphisme de l'espace vectoriel

L (*e, ) sur P*E , G) .
En effety, soit Q € LS(I‘E s G) o Alors 6 est continu cer c'est la composée de
1'application diagonale E - E X «se x E avec Q « Réciproquement, soit
Qe QS(ZE s G)
tel que (3 soit continue Il s'agit de montrer que Q est continu en tout point

(a1 s ose o a'e) =a de E X see xE o Soit h = (h1l s ooe o hz), un accroissement

de a o Vu l'identité de polarisation, l'accroissement correspondant de Q est
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AQ =2 % (g!) ZE-;L €q = sz[Q(‘em(aa“ + h"l:) * o B ez(az + hfq,)) - Q-(e,l; 8y = te, az)/] ®

Le polyn8me Q étant cont ~w aux ok points + o g

€, @ v a, o
1 L 4
sinage ouvert disqué V de l'origine de G , il existe un disque ouvert U de E

tel que ( A étant fixé > Q ),

pour tout voi-

k € LL==>Q:(3,“ a, :;-... te +k) - Q(2 aj gj) €AV o
~ i

Si les hi appartiennent a g " U , il vient

v

8Q e 278 ()" Yy v e, N < Ay,

Il suffit de prendre )\ = g! o

(2+11) DEFINITION de l'espace PQY%(EE , G) des polyndmes cylindriques continus.
- C'est le sous-espace das Q € P(’E , G) admettant une factorisation

S.

ou si est la surjection canonigue de E sur son quotient par un sous—espace fer-

mé \li de codimension finie et R éP(._‘eE.g s G) o

(2,12) PROPOSITION, ~ Sgit Q e P(YE » G) o Alors Q est cylindrique si, et seule-
ment si, Qe ((o E!) @ G '
_ i

)

En effet, si Q est wylindrique, alors Q =R s, avec R e (@ E:!L) ® G « Gomme
la transposée de s est l%injection S:%. H EJ!_C» Et et que

~" e t y Hi
4 CERNOLLNLE
ena Qe ((») E*) ® G - Réciproquement, si Q e ((® E') ® G, il existe un sous—
espace E! de dimension finie de E°® tel que Qe 16 Ei) ® G o

(213) Notations. - Notant L, cyl(‘zE 2 G) = ((s) E') G, on a le schéma

L. L yA :
L cyl‘_( E,0 <L (*E,q >z (°E, Q)

|~ |~ | =

—

PilE o @ e PR, ) sp(fE , G)

D'ol déja trois types de polyndmes homogénes de degré g sur E , & valeurs
dans G , correspondant & trois types de formes multilinéaires symétriques. Ces
trois types coincident en dimension finie. On va en fait introduire par la suite

beaucoup dtautres types de polyndmese

(2.14) Attention. - Soient E et G normés et Qe P(*E s G) o« Il ne faut pas
confondre la norme du polyném> Q et la norme de la forme multilinéaire associée

Qs
[[(S” = sup{“Q(x\)u . “xus 11}
19 = sep(llQxy 5 =+ %) 5 %l < 1}
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D'ailleurs 1l'identité de polarisation montre que

~

18 <19 < 1 -

3e Semi-normes p—tensorielles,

Un espace semi-normé (E , p) est un couple formé par un e. Vo E et par une

semi-norme p sur E o On suppose fixé un nombre entier ¢ > O o

7/
(3.1) DEFINITION d'une semi-norme ¢-tensorielle. — Une semi-norme J-tensorielle

est la donnée pour toute suite (Ei s pi) de 4 espaces semi-normés, d'une semi-

norme o(p) = a(p,l. -y pz) Sur ®i Bi , de facon que les conditions suivantes

solent satisfaites

(i) Si 1l'on a une autre suite (P » 94 ) de 4 espaces semi-normés, et pout

tout. i une application linéaire contlnue u:L : E. > F ; alors u = ® ul est
continue de () E; » a(p)) dans (® Fy ,a(q)) ett “uu uu1” - |lu || -

(ii) Notant u la norme usuelle ) -> A sur A ,ona aluye,u) =lule

(3.2) Propriété d' asscciativité. —Pour tout 4 2 0, soit n,  une
semi-norme g—tensorielle. On dit que les o‘,e, définissent une semi-norme si la

ropriété d'asseciativité suivante est vérifiée s quels que soient et m>0
q A ]

quelle que soit la suite (Ej ’ pj) d'espaces semi-normés J = 1 eee £ +m 4, ON a
aﬂ'ﬂ'ﬂ(p‘l‘ 9 9 pﬂ,ﬁn) = a2[a£(p1 2Rl | pz) 9 am(\pﬁ’*‘l( 9 ™ 9 pzm)] L4

(3.3) PROPOSITION. — S0it « une semi-norme g-tensorielle, et soit (‘Ej ’ pj)

une suite de 4 espaces semi-normés.

(a) Pour tout tenseur décomposable x ® x = ® eee ® xz s ON a

[l = gl x eee szll .

(b) Pour tout tenseur t e @ Ej s on a l'encadrement suivant de “‘q[a

(3.4) 4l < 4, < Il
(3.5) L4, = supfkt s xj@~@ x| s Xl <t oo [xjfl <

(3.6) “ﬂlﬂ = inﬁ{Z‘;:____1 “xl,m ces [[xﬁ” ; avec t = 21:',—.15 xl,: ® - & xz} .

Démonstrations — Pour tout i (1 <ig %) ¢ on considére l'application

)"i - )\i xi
de A dans E; o Bar application de (3+%ei), on obtient
(*) | xgl <lxqfl x = x[[%]|

Pour tout 1, soit x! e€E! telle que |x!|| =1 et (x}, x ) = “xlu e Appli—
quant ltaxiome (3.1.i) 2 l’appllcatlon x% ® «es ® x.' ®i 3 de X E dans
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A , on obtient en utilisant (3.%.ii)

K& x5 s @ x| =llxyfl x eoe x [Ix )l < [ & =l I x4,
avec [|@ x| <|[xy| x oo x|[x}| < V.

D'ol 1'inégalité inverse de (¥)e Prouvons (3.4)e¢ L'inégalité de droite résulte
de (a)e L'inéyalité de gauche se prouve en considérant encore l'application linéai-
re @ x} de @ E; dens A, avec [xff| <.

(3+7) les semi-normes ¢ et w o — Pour toute suite (E, , p;) de g espaces
semi-normés et pour tout t e (¥ E’j , on définit ”t“e et ”t““ « On vérifie

quton obtient ainsi des semi-normes g-tensorielles. De toutes les semi-normes g-

tensorielles, ¢ est donc la plus petite, et m est la plus grandee

(3.8) Les semi-normes 2-tensorielles de S. CHEVET et P. SAPHAR, -~ Ces semi-normes

définies dans [1], [8], dépendent d'un paramétre réel p > 1 o Il serait intéres—

sant de généraliser ces semi-normes pour 4 >2 et p quelconque 21 .,

(3¢ 9) Les normes hilbertiennes sur les produits tensoriels d'espaces de Hilbert

(voir dans le séminaire dd 1974/75, l'exposé 7)e

(3.10) Propriétés des semi-normes g—tensorielles. - Soit (Ei ’ pi)i une suite

de 4 espaces semi-normés (1 g ig f , et soit « une semi-norme g~tensorielle.

(a), Si_les p; sont des normes, alors o{(p1 s eee 3 P,), est une norme sur & E.
En effet, soit te (¥ E, tel que |t|a =0 ¢ W (3.4), il vient ltl€ = 0 « Donc
(t 5 8) =0, pour tout ¢ € X E! o Vu (1e3),y il vient t =0 @

(b) Ltapplication o & Py X eee X Py >alpy s sev s pﬂ), est positivement ho—

mogéne par rapport 3 chaque Py o Soit Ii ltidentité de E.i e Soit

a = G(Pﬂ £ 92) et o' = a(kpm s Py 9= pﬂ) -

Alors T=2L, @ L, ® ses ® IJ& est continue de (X E; » @) dans (& E; » o
et de norme au plus égale & Aol ees = A o D'oll o' t < A(at) pour tout A >0
et tout tenseur t . Lt'inégalité inverse s'obtient en remplagant ) par )\—1 et
Py PaT APy o D'olL
TA>0y alpy s Py o= s p) =halpy 9= ,yp)e

(e) L'application « gst croissante s

P, <P =>alp; s Py s~ 9 p) <ale] s =yp)e
Ceci se démontre par un raisonnement analoguee
Donnons une interprétation géométrique des semi-normes .
(3¢11) PROPOSITION. = Pour i = 1 eee N , Soit U; un disque absorbant de l'es Ve

E; » et soit J; la jauge de U, Alors 'n(j1 y =~ s jn) est la jauge du disque
absorbant T'(@) LLi) . .
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Pour simplifier 1l'écriture de la preuve, on suppose n =2 , et on pose Em =E ,

By =F, U/ =W, Uy=V. Il est clair que T(W® V) est un disque absorbant

de E@F . Soit
Av={t€B®F; |t|n<1l} E,:{t; ltlﬂs‘]g}.
Il stagit de montrer que A < (W@ V). c B « Si 1'on suppose d'abord
ter(Ue V)
alors
t=inxi®Yi avec Z|>»i|s1€. lxﬂs']:, |Yi|$1'

Alors

-

el < Zhyl eyl <2 Iyl x| lygl <t o
Donc t & B « Réciproquement, soit t € A « Donc
t'—'zxi@}’i’ z(xi) (yi)<1’
On fait une partition de I en quatre parties :
1= {is Ixil lYiI ~ 0}
L={i; Ixl=03 lyl#0}
L={i; Ix]#403 lyl=0

I,={is lx|=ly;l =0}
Alors

X, Ys |
e gy [l lee) Uy b)) o9 @ e

Cys 1)) 2 @ e 4 g o) €] e g -2 20ig Lt
*21612 [E“Yi"*e] 8®W+ZL€%[ xi-lree]T;;T;® 5*21&14.[5 e® e

Or tous les tenseurs décomposables, apparaissant au 2e membre, appartiennent a
U® V 3 et la somme des coefficients de pondération (écrits entre crochets) est

< 1 pour ¢ suffisamment petit. Par conséquent, t € T(U® V)

(3.12) PROPRIETE de la norme dans le cas ou E et F sont des espaces normés.e

- Soit G un_e. V. ne quelconque, soit b wune application bilinéaire E x F= G,

et soit B 1'application linéaire associée s+ E® F > G ¢ Alors b est continue

si, et seulement si, b est continue et l'application b —> B est une lsométrie
de B(E,F ;G sur L(E-@ﬂF!G) .

e

E F
L
F

Q ¢—v— x

E

En effet,
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I = supnGe o V) o (4] et (v s % = swelBlxe V| & (4 ot v <1
= supfB(tY| o teBoF, o et [y <1 =[H .

Ceci s'applique d'ailleurs a l'application bilinéaire canonique B de B x F
dins EQF etda G=E®F «Donc |jg| =1

4. Topologies et bmrnologies,
OIS LS PP IS ISP ISP PSS

On rappelle que la notion de disque dans un e. v. donne lieu & deux notions dua-
les, la‘notion d'e. ls Co se. et la notion d'e. be Ces Se Ou d'espace bornologique

convexe séparés

(41) En ce qui ooncerre les e. l. Ce Se, une famille fondamentale (py)scp de se-

mi-normes sur l'es le Ce Se E désigne toute famille de semi-normes sur E telles
que les semi-boules Bi(O , rj) ={x, ri(x) < rj} centrées en l'origine de E ,
avec iel 4 et rj >0, forment un systéme fondamental de voisinages disqués de

ltorigines Ce systime est alors invariant par homothétie.

Noter que cette définition n'est pas celle de [3]. Une famille de semi-normes est

fondamentale (pour une certaine topologie) si, et seulement si, elle est filtrante

croissante et si, pour tout x #0 dans E , il existe i tel que pi(x) A0 .

Si (pi)iel et (pj)qu définissent la méme topologie localement convexe sur

E , ces deux familles sont équivalentes
- pour tout ie I, il existe jeJ et k>0, py < kpi ’

— et symétriquement,

(4.2) Le systéme projectif des espaces normés E = E/p (O) e =~ Soit (p ) une
famille fondamentale de l'e, l. Ce Se E o Par passage au quotlent par p (O) ’
Py définit une norme sur E/p (O) e L'es Ve ne obtenu est noté E s et l'on a
des surjections contlnues E =--E, « On écrit P; << P stil ex1ste k tel que
p; < kp. e Alors p (O) R Py 1'(O) s d'oll une surJectlog EJ/-> E., o Comme >>
est flltrant cr01ssant, on obtlent un systéme projectif d'e. Ve ne (El)l « De plus,
l'es 1. 6e se E apparait comme la limite projective des es Ve nNe Ei « Un borné
d'un es le C. s« E est toute partie qui est absorbée par tout voisinage de l'ori-
gine,

Dans la théorie des bornologies vectorielles [4] [5], qui est évoquée ci-apres,

le mot "borné" est employé dans un sens différent.

(4.3) Définition d'une base de disques bornése — Soit E wun e. v. o+ Une base de

disques bornés sur E esl par définition, uwne famille D = (da)QEI de disques

da de E , la famille D ayant les propriétés suivantes

(i) vo et eI, 1 v eI, dV 2 d& U dB ’

(ii) Aucune droite de E n'est contenue dans un da ’
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(iii) D est invariant par homothétie,
(iv) si E[dd] désigne le sous-espace de E engendré par dd s ONn a
E = UE[d
UE]
Par la suite, E{dd] est normé par la jauge de da .

(444) IEMME. - Si B est un disque complet de l'es l. c. s. E , alors E[B] ast
complet.

En effet, soit (un)n
tel que (un)n c kB o Donc le filtre de base (un)n converge pour la topologie t

une suite de Cauchy de E[{B]. Il existe un entier k > O

de E wvers un point Xy € kB o Il reste & mentrer que (un)n converge vers X,
pour la topologie t; de l'espace normé E[B], Par hypothése, pour tout ¢ >0 ,
ona u,-u, e eB pour p et q > N o Donc X, € x, + el pour tout p >N . Com-
me X + eB est fermé pour t , on a Xy € X *+ ¢B o Donc xp € x + eB € 3+ 2¢B
pour p >N,

(4.5) Structure d'espace bornologigue convexe séparé (ee be Co Se)s = L'@s Vo E

est muni d'une base de disques bornés. Une partie de E est dite bornée si elle

est contenue dans un dd o Deux bases de disques bornés sur E sont dites équi~

valentes si elles définissent la m8@me famille de bornés ; on dit "la méme bornolo-

ie", ou bien "la méme structure d'ee be Ce Se sur E ", Pour qu'il en soit ainsi
gie, 1" 14 ’

il faut et il suffit que tout élément de chacune des bases soit contenu dans un

élément de 1l'autre basee.

L'e. be co se E est dit cocomplet s'il existe une base (da) de disques bor=-

nés telle que les e. Ve Ne E[dd] sodent tous complets. On peut expliciter les
propriétés de la famille des bornés d'un e. b. C. S., et obtenir ainsi le point de
départ d'une théorie indépendante des e. be Ce Se o Le point de départ choisi ici
est moins intrinséque, mais il est plus commode pour les applications & le théorie
des 6e le Co 8s o

La catégorie des es be Co Se. @ pour objets les e. bs Co Se o Ses morpkismes sont

les applications linéaires 4 @ G1 -> 52 qui sont bornées, ctest-a—dire qui
4 enun borné de G2 o Le codual G* de l'e. be ce.

. X
se G est l'espace des formes iinéaires bornées sur G 3§ G” a une structure

transforment tout borné de G

naturelle d'e. l. ce se puisqu'il peut &tre muni de la topologie de la convergence

uniforme sur les bornés de G .

L'e. be Ce s¢ G est dit coréflexif s'il est en daualité séparante avec G et
s'il coincide avec le dual de l'e. ls Ce So G- s ce dual étant muni de la borno-
logie équicontinue, c&est-a-dire de la famille des parties équicontinues du dual

X
de G" .

(4.6) L'es 1o co se TG4 - Soit G un ee be Go se o Lles 1. co 5o 1G est lle,

le ce s. obtenu en munissant 1'es ve¢ G de la topologie localement convexe limite
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inductive des topologies des e. V. n. G[Di] + Un systeme fondamentzl des voisina-
ges de l'origine est formé par les disques bornivores. Un tel disque coupe donc
chaque G(Di) selon un voisinage de l'origines Par la suite G est systématique-

ment muni de cette topologie localement convexes

(4+7) Le systéme inductif des E[B] ; les es le C. s. bornologiques. - Soit E un

€s lo Ce 5S¢ o Munissant E de la famille de ses parties bornées, on obtient un
€e be Co se noté BE « Pour tout disque borné B , on & une injection continue du
sous—-espace E[B] muni de la jauge. de B dans E o Si B' est un autre disque

borné tel qu'il existe A # 0O tel que B < )\B' , on a une injection continue
E[B] = E[B'] .

D'ol un systéme inductif d'e. v. ne § et la topologie t de E est moins fine
que la topologie lig des topologies de E o D'ou une situation duale de (4.2),

mais ici t # lig en générale L'es le Co se E est dit bornologique si t = lim .

Soit )\ une application linéaire definie sur un e. les ce se E , a valeurs dans
un e€¢ le 8¢ se G & Vu la propriété universelle des topologies localement convexes
limites inductives, si E est bornologique, A est continue si, et seulement si,

elle est bornée, ou si sa restriction a chaque E_ est continue, ce qui est techni-

B
quement assez facile a vérifier en générale Clest de qui fait 1l'intérét pratique

de la notion d'e. le. Ce se bornologiquee.

(4.8) Exemples - Soit O un ouvert de R o L'e. l. c. se¢ ©(Q) est défini usuel-
lement comme limite inductive stricte des ®K(Q) « Un borné de g(q) est forcément

contenu dans un QK(Q) et y est bornée Par conséquent, @g(Q) est bornologique.

La structure de l'e. l. co s« ®(Q) est un petit peu compliquée : c'est une li-
mite inductive strictes Par ailleurs, si l'es ve @Q(Q) est muni de sa bornologie
naturelle, la structure d'e. be co s. ainsi obtenue est extr@mement simple a décri-
re et suffit pour définir ®'(Q) : clest le codual de 1l'es be Co se &(Q), o D'ou
une possibilité de donner une formulation bornologique de la théorie des distribu-
tions, cette nouvelle formulation étant un peu plus simple que la formulation

usuellees

(449) Topologie ultraforte sur un duales - Soit E un es le Co Se o Soit E' son

dual. Les parties équicontinues de E!' forment une bornologie .appelée bornologie
équicontinue. Cette bornologie admet pour base la famille des polaires absolus VO
dtun systéme fondamental ¥ de voisinages ouverts disqués de l'origine de E o No-
tons que les VO sont faiblement fermés, donc faiblement complets. Vu le lemme

(4.4), E'[V(ﬁest un Banach pour tout V € ¥ o En transposant les surjections conti-
nues E -» E(V) , on obtient vu(1.32) des injections continues des Banach E’[VO]

dans E' forte Donc la topologie forte de E' est moin® fine que la topologie

localement convexe, limite inductive des E'Dfﬁ. Cette topologie & est appelée
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est appelée la topologie ultraforte sur Et' ,

(8e10)s - Soit V un voisinage de l'origine disqué de 1l'e. l. ce's. E 4 Alors le

dual de 1'es Ve Nne E(V) = E/j —1(0) stidentifie isométriquement au sous-espace
O

E'[V ] de E' engendre par le polalre de V , muni de la jauge de V

En effet, si jv est la jauge de V 4 en transposant la surjeotion canonique
E - E(V) , il vient une injection canonique E(V)!'<s E!' , et alors

E(V)'={2 €B' 5 g =sup {l2(x)

3 xeV) <o} o

£4.11) PROPOSITION. - Soit E un es le Ce Se tel que E coincide avec le codual

de E' , muni de la bornologie équicontinue. Alors les topologies forte 6 et

ultraforte 5 sur E' coincidente

Démonstration. — Par hypothése, on a E = (E')x = (E* 4, B)' « Par conséquent, E

est semi-réflexif. De plus, comme = est compatible avec la dualité de E' avec
E, E est moins fine que la topologie de Mackey ¢(E' , E) = 7 « Mais 5 =9 car

E est semi-réflexif, Comme & >0 , on a finalement E =10 o

(4.12) PROPOSITION, - Soit E wun e. l. c. s. complet qui est infra-Schwartz, c'est-
d-dire tel que toute application linéaire continue de E dans un Barach soit fai-

blenent compactee. Il résulte de [5] page 117 que E = (E')x « Il résulte alors de

(4411) que les topologies fortes et ultrafortes coincident sur E'.

(4.13) Produits tensoriels d'es le Ce Se OU d'es Do Ce So o

(a) Usuellement, on définit seulement les produits tensoriels topologiques de
plusieurs e. l. Cce s. o Par exemple, soient deux e. l. co se E et F dont les
topologies sont définies respectivement par des familles fondamentales de semi-

normes (pj)jeJ et (qk)keK « Alors sur E@ F , la famille des semi-normes
W(Pj_v dk)

est fondamentale, et elle est remplacée par une famille équivalente lorscue les

familles (pj)j et (qk)k sont remplacées par des familles équivalentes s ceci

résulte de (3.11). La topologie localement convexe séparée, ainsi définie sur

E@F , est notée m o« Le complété de l'es le Co so E@ F est noté E@E e La
topologie ¢ est définie de méme ; le complété de E ®, F est noté E ® Fo

(b) On peut symétriquement définir des produits tensoriels bornologiques de plu=

sieurs ¢.bec.s« [4]. Par exemple, soient E et F deux e. bs Ces s, et soient

(Bj)jel et (ck)keK
tout couple (j 4 k) 4 on a des injections canoniques

deux cobases disqués des bornologies de E et de F ¢ Pour

k

D'ou une structure dtee be ce se sur E@ F si l'on introduit la bornologie

= E[B =
Ej®1=, cE@F avec EJ. E[ j] et F, F[Ck].

"limite inductive" des Ej gﬁFk o Une autre structure d'ee bs Co s sur EQ@F

5
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est obtenue en remplagant . par g «

(4014) PROPOSITION, - Soient quatre e. l. c. Se et deux applications linéaires con-

tinues 43 E>F et ms G->H.ll résulte de (1.19¢i) que ¢ ® m. est con-
tinue de E ® G (zesps E ®, G) dans F ® H (zrespe F ®, H) »

5« Etude de la topologie g sur un produit tensoriel d'e. ls Ce Se

(5.1) PROPOSITION, - Soient n ee le Co Se Ei y 1T<ign.la topologie m sur

X E; ala propriété universelle suivante s pour tout e. l. c. ss G , l!isomor—
o G) sur E(QS, Ei s G) applique bijective-

ment L(E1 y eee s E_ 3 G) sur L( ®n E; » G) « De plus, cette bijection applique

les parties équicontinues de L(E; 4 ese 5 E 3 G) sur celles de L(_®TT E; » G)

phisme canonique de f(E1I g see o E

En effet, soit H une partie équicontinue de L(E,] » ese 9 B3 G) « Pour tout
voisinage disqué W de l'origine dans G , il existe pour tout 1 , un voisinage

disqué U, de l'origine de E; tel que h(U1 g see g Un) cW pour tout heH .

(*) h(I‘(U..] @ oo ® Un)) ©W pour tout heHe.

Réciproquement, soit H. une partie équicontinue de L( ®n E{ » G) « Pour tout
voisinage disqué¢ W de l'origine dans G , il existe un voisinage de ltorigine de

®n E; s que l'on peut supposer du type (& Ui) tel que (¥). A fortiori,

pour tout B de H « Donc h(U1 X eee X Un) ©W pour tout heH.

(5.2) COROLILAIRE.

(a) Il existe une seule topologie localement convexe sur ® Ei ayant la pro—

prieté universelle indiquée s c'est la topologie 1 »

(b) La_topolggie m est la topologie localement convexe la plus fine sur 039 Ey

rendant continue 1l'application multilinéaire canonique nEi > E:.L .

(a) En effet, soit t wune topologie localement convexe sur ® Ei ayant la pro-
priété universelle. Comme l'application identique de ®t Ei est continue, ltap-

plication multilinéaire canonique B; de nEi dans ®t Ei est continue :

-nE.i

BL \Bm
®_E, > ®, E,
n 1 t 1
De méme, 1 ayant la propriété universelle, B est continue. Appliquant la pro—
priété universelle a G = ®t E'i s l'application identique J est continue, ce

qui signifie que 1 .est plus fine que 1t « Permutant les r8les de t et ¢ dans

le raisonnement, il apparait que t est plus fine que © et t=m .

(b) résulte aussi de la propriété universelle. En effety soit t' localement



convexe séparée sur (X) E; telle que mE; = ®t' E; soit continues Alors

@ E,—> ®t' E

est continue, et t!' © 1 « Comme nE - ® E est continue, 7 est bien la to-

pologie localement convexe la plus f1ne rendant continue nE; > & E; o

Soient E et F deux espaces de Banach. De préférence 3 E @ F , an considére
son complété pour la norme t , noté E @n F ou E$F « Ce complété admet une

description simples

(5.3) PROPOSITION,

(a) Tout élément u de E 8 F stécrit sous forme d'une série normalement con-

vergente

=Zkiei® fi
avec lime, =0, limf, =0, ijil <o e

(b) Réciproquement, toute série du genre

u=2)\i e; ® f;

avec sup Ieil <o g SUp lfil <o, 2 hil < o converge normalement dans E & F »

Démonstratione

(a) Si ueE@GF , alors pour tout n , il existe u_ = dans E®F tel que

11 "'r]'-:lu
[[u -un“n <52 .
n
Dtou
L omn=1 1 -n=2 __]_: -n
”un - 1‘11'1+1.“1-r £35°2 2 52 .
n ( + 1) n
Dtaprés la formule explicitant la norme m , on peut écrire
mu =20
Unst T Yn m=1 *nm *m © Yom

Ixl <25 vl <25 2 bl <o

Posons
- zr(O)
Uy =“n=t Mom *on © Yom °
Alors
u =yt Z(D=1a Unet ~ Y0 © zn=O...c.,m—1...1:(n) rm *rm.© Ynm

La suite des sommes partielles de cette série est une suite de Cauchy qui conver-
ge normalement et dont une sous-suite converge vers u . Donc cette série est nor-
malement convergente, et sa somme est u « Réciproquement, la série donnée est

normalement convergente dans E éﬂ E

/N
(5.4) THEOREME., - Soit (Q s T 5 ) un espace mesuré ; 1, >0 « Si E est un
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espace de Banach, on a Ll'(Q s E) isométrique 3 L:(Q)‘ SE o

Soit S(q) l'espace des combinaisons linéaires finies de fonctions indicatrices
de parties mesurables de 0 « Soit S(n 4 E) l'espace des combinaisons linéaires
finies § & coefficients dans E de fonctions indicatrices de parties mesurables

de Q , ces parties étant de mesure finie,

y(x) = 2-"1__:1; 1Bi(\x) 3 Bjer.

On a
S( 4 E)=>=S(Q) @E «

On sait que i (Q y E) peut 8tre défini comme le complété de S(q 4 E) pour la
"

norme L1 clest—-a~dire
ol = J 12 ey 15 GOl o)

I1 suffit donc de montrer que cette norme coincide avec la norme 1 o Or si ¥

admet l'expression (¥), on a
ol = % ey | dus eyl uiey)
Dtou MHL, < inf{2 “e.i“ p,(-BJi)_ ; pour toutes les écritures (¥)} , soit

l¥llpe < U‘Hlﬂ

En fait, on a l‘égali‘l’,é, car toute ¢ € S(Q 4 E) admet une écriture (*), ou les

B, sont disjoints et par conséquent, pour une telle écriture de y ,

l‘“’“i’ = J 12 e ‘“B;i(X)“ dp(x) =X ||e]| w(By) o

(5¢5) Remargues — Soit 1 < p < » « On peut définir sur le produit tensoriel E® F

i

de deux es Ve ne quelconques une norme " telle que, pour tout espace mesuré
QsT s U') et tout espace de Banach E , la classe de Lebesgue Lp(Q s E) «it
isométrique au complété de IP(Q) @ E pour la norme us (voir [1])e

A. Produits tensoriels injectifs d'ee le Ce Se

Soient n es le Ce Se Ej y T"<ign,surlecorps A =R ow C . les es~
paces duals munis des topologies faibles sont notés E3 s ® Soit Me ltespace des

9
formes multilinéaires séparément continues sur E% g X see X Ex!x g 9 cet espace
9

?
étant muni de la topologie de la convergence uniforme sur les produits de parties
équicontinues de E} , ee. , E! o Comme les espaces 09 Ej et. X E:"L sont en

dualité, le produit tensoriel T = @ EJ. est contenu dans l\'l8 .

v ‘tG'Ir, v gjleﬁg L] t(€1 9 o0& 9 gn),:"(t« $ §1I® .0.®§n? [ 4
La topologie ¢ sur @J Ej est définie par la famille fondamentale des semi—

normes

t-—>'sup{l(® gi, t)i 3 gieug sy W<ign},
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W, décrivant un systéme fondamental U, de voisinages ouverts disqués de Ej .

J

Comme les U? forment (Uj € Uj} une base de la bornologie équicontinue de E3 ’

on a la proposition suivantee

(641) PROPOSITION. - La topologie ¢ sur le produit tensoriel CED Ej des €. le

Ce Se Ej est induite par la topologie de Ms o

(6e2) Cas des_espaces normés. — Chaque E, est supposé normés Sa boule unité est

notée By 3 la boule unité de E} est notée B? o Comme les multiples de Bg for—
ment une base de la bornologie équicontinue, la topologie ¢ est induite par la

norme (usuelle) des applications multilinéaires, sur ME

|lm] = sup{ lm(x1 s eee s xn)l ) ij“ <ls tgign}e

D'ol les applications isométriques
(g) E C M (2\ x 1) (2) 1)1
g 1 € (\ Y11 i) ¢ X\i)" ¢

(6e3) EXEMPIE, - Soit E un espace de Banach et soit K wun espace compact. Soit
C(K , E) l'espace de Banach des fonctions continues K ->E , et C(K) =C(K 4 A)e

(a) C(K) @ E est donc dans G(K , E) ,

(b) C(K) 8 E est isométriquge 3 C(K 4 E) e

(a) est classique. Pour prouver (b), il suffit de montrer que, pour tout
t=Yg; @ €CK)QE,
la norme ¢ est égale 3 la norme induite par C(K 4 E) « Or
P2 95 © e,J.JJ‘e =sup{ l(¢t , mo )] 3 Imlet ||g]| <13 geE' 3 meMK)]
= Supngus.]l sup“mus.] l(z (pi<ei ’ §) ') m)l = Sup[lgule. u:—j=1 (pi(e,i ’ g)ucl(\K)
= sup{|§:¢i(s)(ei s Yy s ek, llell < 13
= SUP i SUP”§“<,| '(Z (Pi(s) €5 9 §)! = sups[lz Cpi(sﬂ)' e‘:L“E = “Z Py © e“iuC(\K), .

Notons que ces énoncés (6.3, a et b) et ces démonstrations se prolongent naturel-

lement au cas ou E est un es le Co Se complets

T, Utilisation de la propriété d'approximation métrique.
WW\WWNMWM

'
(7%1) DEFINITION, - Un espace de Banach E yérifie la propriété d'approximation

métrigue (pe as m.) si, pour tout compact K de E et tout ¢ >0, il existe

ueE'@E tel que
lul €1 et SUR, ¢ lu(x) = | <€

En d'autres termes, l'application identique de E est dans l'adhérence des opé~-

rateurs de rang fini, de norme au plus 1 , pour la topologie de la convergence
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uniforme sur les compacts de E .

(7.2) PROPOSITION, - Scient E et F deux espaces de Banache Si E yérifie la

Pe_2e Mey alors

”n

)
F'@E = K(F , E)

o K(F 4 E) est l'espace des opérateurs compacts de F dans E .

Démonstrations — On sait que la norme ¢ sur F' @ E est induite par £(F 4 E);

d'autre part, KX(F , E) est un sous~espace fermé de £(F , E) . Par conséquent,

des injections
F' 9 E<> K(F , E) &~ &(F , E)

il résulte qu'on a toujours une injection isométrique 3
/ﬂ\\
F' @ E€<—> K(F , E) .
Il suffit de montrer que si E vérifie la pe as me, alors FY @ E est dense
dans K(F 4 E) « Soit donc f € K(F 4 E) et ¢ >0+ Soit B 1la boule unité de

F . Comme £(B) est relativement compact, il existe u € E' @ E tel que

SUP, £ (B) f[u(x) = x| < ¢

Comme l'application u o f est de rang fini, elle appartient a F' ® E « De plus,

sup g [[u o £(y) = £(Y)]| <&«

Si E et F sont des espaces de Banach, E ®e F stidentifie naturellement a
un sous—espace de L(F' , E) « Etudions la propriété analogue dans le cas de deux
e loe Co s E et F o Les espaces duaux, munis de la topologie faible, sont notés
Eg et ﬁ; o Le dual de E muni de la topologie de Mackey est noté E; « L'espace
des formes bilinéaires sur %; x ﬁ; s qui sont séparément continues, est noté
BS(E! , F!) «

o o

(7.3) PROPOSITIN. - On_a des isomorphismes algébriques

BS(E'* 4, F') ~ L(F* 4 E) ~ L(E* , F)
(B! 4 F!) ~ L(E! 4 E) ~ LE! 4 F)
Vu la symétrie, il suffit de montrer le premier isomorphisme. Or, on a un iso—
morphisme algébrique
BS(E? F') -» L(F' , E
(Br s E)) > LE 4 E)
(*)
b = [f!? L5 [e? = b(e? 4, £')]] »
Il suffit donc de montrer
' = L(F' . E
LE L E) = LY, E) o

Soit 4 e L(F' , %3) « Comme la transposée tz de 4 transforme tout disque
o
faiblement compact de E! en un disque,faiblement compact de FG s 4 est conti-
o

nue de E;, dans FT s donc a fortiori de P; dans E -
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Réciproquement, soit A € L(F; s E) o« La transposée tx applique E? dans
(F'l")' =F o

Par conséquent, ‘A est faiblement continuee

(7. 4) Introduction de topologies de la convergence uniforme. - Soit L (F' s E)
1'ee ls Ce Se Obtenu en munissant L(P' s E) de la topologie de la convergence

uniforme sur les parties equlcontlnues de F!' 4 Soit U et ¥ des bases de voisi=-
nages de l'origine de E et F respectivement formées par des disques fermés U
et V . Alors la topologie de LE(F; s E) est définie par la famille des semi-

normes

4 ->'pu’m(£)-= sup{J (LE") o £' € Vp}

ou (U 4 V) décrit U x ¥ . Comme U= y® , il vient

pU,VCZ) = sup{ [(ef? 5 ety | 5 et e w©,

Par conséquent, si b désigne la forme bilinéaire associée a 4 , l'isomorphisme

ft € VO} .

(*) transforme Py ©n la semi-norme suivante sur BS(E* , F')
o] ° ’ 0]
b - qU,V(b) = sup{lb(e' , £ 3 et el , frevVye.

Ces semi-normes définissent la topologie de la convergence uniforme sur les pro-—
duits de parties équicontinues de E' et F'! . L'e. le Ce Se ainsi obtenu est noté
BS (Et , F!

BN 9 EY) .

%) NCLUSION, - BS (E* , F!') = t WVE)=L (E! , F) o
(7.5) cO B!, EN) ~L (F! ,E) ~L (! ,F)

(7.6) PROPOSITION. — Les ee 1. Co se précédents sont complets si E et F sont
completse

Si E est complet, l'espace £(F' , E) , muni de la structure uniforme associée
3 la topologie de la convergence uniforme sur les parties éguicontinues de E' est
complete Il suffit de montrer que LE(F; s E) est un sous-espace fermé de E!', F
Soit donc u une application linéaire de E' dans F , qui est limite uniforme
sur toute partie équicontinue de E' d'applications uj € L(P; s E) o I1 suffit
de montrer u € L(ﬁ; * Eb) e Pour tout e' fixé, e!' ¢ w est ung forme linéaire
sur F' qui est limite uniforme sur toute partie équicontinue V- de F' de for-
mes linéaires faiblement continuese. Donc, pour tout VO s la restriction de e!' o u
a VO est faiblement continue. Comme F est complet, et d'aprés le critére de
complétion de As GROTHENDIECK ([37, pe 96), €' o u € F o Donc

v £1 e Ft , (uft ,e') = (e' s u, f') ,

le dernier crochet indiquant la dualité entre F et F' « Cette relation montre

que u est faiblement continues
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