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Séminaire Paul KREE 10-01
{Equations aux dérivées partielles

en dimension infinie)

2e annéey 1975/764 n® 104 2 p.

UN CONTRE-EXEMPLE POUR LE NOYAU REPRODUISANT
DE LA MESURE GAUSSIENNE DANS LE PLAN COMPLEXE

par Peter SJOGREN

Dans le plan complexe, nous considérerons la mesure gaussienne
-1; 2 .
dy(z) = ¢ 1 exp(— |z|°) dx dy , z=x+ iy »

Soit FP s O0<p<w, l'espace des fonctions entiéres appartenant a P s muni
de la quasi-norme induite par Ls . On sait que le noyau reproduisant de v est

exP(W;) ’

au sens que la transformation
TE(w) = j exp(wz) £(z) dv(z)

est l'identité sur chaque FP s pP>1 851 fe Ls s p>1, la fonction Tf est

entiére, et 3 ltaide de 1lt'inégalité de HBlder, on montre que

TE(w) = O(exp(p' [w[*/4)) 4 w>o ,

4/p! : | . ‘s
., faible * Ici p' = p/(p - 1) » Nous allons démontrer que 1l'i

et donc que Tf € L
mage IIP n'est contenu dans aucun L? avec q > 4/p' « Comme corollaire, nous
verrons que P! ntest pas le dual.de FP si 1<p<w et p#2 .Ce dernier

résultat subsiste en dimension quelconque, finie ou infinie, si on définit P 3

1'aide de la (pro-)mesure gaussiennee

V4 N
THEOREME, - Soient 1 <pg =
telle que Tf £ L§~.

et q > 4/p' « Alors il existe une fonction f eLg

]
COROLLAIRE, - Soit 1<p<w , p#2 « Le dual de FP ntest pas EP s 2U

sens _suivant s Ll existe des fonctionnelles linéaires et continues sur FP qui

]
n'admettent pas la représentation de la forme £ - J fg dy avec g € PP .

Démonstration du théoréme. — Avec O < b < 1, on pose

£(z) =y exp((1 - b) |z[*) ,

ol y est la fonction caractéristique du demi-plan {x > 0} « Apres quelques

calculs élémentaires, on trouve
-t 2
Tf(w) = (nb) 2 JF exp(~bz") dz ,
W

> 0 o Notant w=s + it , on a donc
=

eu T est la courbe T —>r1 —-w/2b

.
STE(w)/3s = (4nb)"F exp(=~w/4b) o



46-02
Si t>1 et |s|<b/t, il suit
Re 3T £(w)/3s = cy exp(t2/4b) .
Les constantes ¢, > 0, i=1,2,3, ne dépendent que de b . Mais alors on
a, pour chaque t> 1 ,

IRe TE(s + it)| > Sy £ exp(t/4b)

dans au moins la moitié de ltintervalle |s| < b/t +» Par conséquent, Tf £ Lg
pour q > 4b o Puisque f € 15 pour p< (1 -Db) , et fe Q: pour b =1 4 la

démonstration est terminée..

2 . . 3 ' ’ . - '3
Demonstration du corollaire. — Toute fonction g € Lg définit une fonctionnelle

gontinue f —> I fg dy sur FP . En supposant que Pﬂ soit le dual de FP s ON
]
déduit l'existence d'une h e FP  telle que

jfad\mj fhay, £feFP,
Choisissant £(z) = ewi pour w complexe quelconque, on trouve h = Tg « Il en

résulte que T applique Lﬁ dans FP . Mais ceci est en contradiction avec le
théoréme, car p > 4/p! dés que p # 2 . Le corollaire est démontré.

Remarque. - Puisque F2 est un espace de Hilbert, et donc son propre dual, la
démonstration du corollaire prouve yue T applique ﬁ% dans F2 « Par contre,
t
pour 1< pg 2A/§ s T nlapplique pas Ls dans F4/p s comme on peut le mon-

trer en considérant la fonction
£(2) = 4 (1 + ¥ (Log(2 + ¥) =P exp(l2P/p)
Ici ¢ >0 est petity; et y est la fonction caractéristique de la bande
{0O<x<10p'} .

;our les autres valeurs de p , nous ne savons pas si T applique - Ig dans
4.pl
E™ .

Peter SJOGREN

Department of Mathematics
University of Uppsala
Sysslomansge 8

S-75223 UPPSALA (Suéde)




