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Séminaire Paul KREE 7-01
Equations aux dérivées partielles

en dimension infinie

lre annde, 1974/75, n°® 7, 14 p.

PRODUITS TENSORIELS COMPLéTéS D'ESPACES DE HILBERT

par Paul KRﬁE

Le but de cet exposé est 1'étude des produits tensoriels hilbertiens. On illustre
cette théorie par de nombreuses applications : complété du produit tensoriel de
classes de Lebesgue L2 s opérateurs de Hilbert-Schmidt d'un espace hilbertien,
fonctions polynomiales du type Hilbert-Schmidt sur un espace de Hilbert. Pour sim=
plifier la présentation, on examine d'abord le cas des espaces de Hilbert réels.
Les modifications & la théorie dues & la structure complexe sont présentées dans le

paragraphe 5.

1e Produits tensoriels complétés d'espaces de Hilbert,

Les espaces de Hilbert considérés seront des e. v. réels (sauf au paragraphe 5).

Le produit scalaire dans l'espace de Hilbert Hy est noté (. » ‘)i .

(1e1) PROPOSITION, = Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert,

(a) A 1'aide de la propriété universelle du produit tensoriel, la forme quadrali-

néaire B

H1 x H2 x H1 X H2 —~>_E

(fl ’ f2 ’ fi ’ fé) o> (fl ’ fi)(f2 ’ fé)

définit une forme bilindaire B sur H1 ® K, telle que

a 1 — ' t
B(f1 ®f,,fl® f2) = (f1 ’ fl)(f2 ’ f2)
et B est un produit scalaire sur H1 ® H2 H
(v) pe plus, soit (e1 1 €5 seees en) (resg. (fl Secey fm)) un systéme ortho-

normagl de H1 (resB. de H2) . Alors quels que soient les systémes de scalaires

My 2 by

3 2 =2 .
(1.1.1) B(Zi,j My ® Ty 0 Zugge; @ £5) =25 5 Ags by

(1 =1 seees 3 J=13.009m) yo0na

Démonstration : En appliquant deux fois la propriété universelle du produit ten=-

soriel, on voit que B définit canoniquement une forme bilindaire symétrique 8

B, @ H, x §, ® H, —> R

. 1 1 Ry t 1
Montrons que B(t , t) >0 pour tout t dans H ® H, , ot que B(t , ) =0
entrafne t =0 .81 t = =1 f; ® g; » introduisons des systémes orthonormés

(ei)i et (fj)j dans H, et H, respectivement tels que f

y 5 ces Ty (resp.

1
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gl soe gM) soient combinaisons linéaires de e1 eee €y (resp. T, eee fM) « On

1
voit alors que

B(2 Ay e ®Fy s Zp,u e, ® fz) = inj “kz(ek ’ ez)(fk ’ fz)
et en particulier, si t =2 lij ey ® fj ’ E(t y t) 2 0 3 alors

é(t » t) =0 entratne t =0,

(1.2) DéFINITION. - On note H, ®, H, 1l'espace vectoriel muni du produit sca~
: — 1 T2 72 L

e Vd | . ()
laire B (ou ce qui revient au m8me, de la norme associde i ce produit scalaire).

On note H1®H2 ou H

& H2 le complété de l'espace préhilbertien H1 ® H2 .

1

Remargues.

(a) Pour tout a dans H, et tout b dans H2 s On a

1

]

la @ ¥

el o[l «

En effet,
(2 5 8)(b s b) = [lall 2B .

(b) On identifie en général H) ® H, & un sous-espace de H, & H,

la@t)®=pa®b,asdh)

(143) PROPOSITION, - Soit (e i) jey Mne base orthonormée dans H, . Soit
(fj)jeJ une base orthonormée dans H, « Alors le systdme des e; ® fj (ie1,
j € J) est une base orthonormée de H, & H, »

Démonstration ¢ Vu (1.1), le systéme des e ® fj est orthonormal. Pour montrer

» i1 suffit de montrer qu'il est total

qu'il forme une base orthonormée de H1 ® H2

dans H1<® H2 o I1 suffit mBme de montrer que, pour tout x € H, et tout y e H

1 2
X ® y appartient au sous—espace fermé engendré par les ey ® fj e Or
2<oo.

x=2%, e, avec 2 |x

i7i iel il
Les x; sont nuls sauf si 1 appartient 3 une partie dénombrable D de I , on

: 2 s . . .
peut donc trouver une suite x1 » X ees de combinaisons lindaires finies des e;

1 2

qui converge vers x dans H . Symétriquement, il existe une suite y~ , ¥° ...

1
de combinaisons lindaires finies des fj qui converge vers y dans H2 « Comme

1t'application bilindaire
H1 x H2 ——> H1 ® H2
fyyg—>fQ®¢g

est continuey, on a

() —>x et () >y =230y —>x0y.
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2 Premier exemple : classe L2 d'un espace produit.

(2.4) LEMME, - Soient Ql et Q2 deux ensembles. Posons

Q Q Q,x0
E=R', F=RZ%, =R’ 2,

—~

Alors l'application bilinéaire
Ex P -§—> G

(£(w,) » g(wl)) — f(wl) g(w,)

définit par la propriété universelle du produit tensoriel une injection B de
E® F dans G,

En effety soit t dans E® F tel que g(t) = 0 3 montrons que t est nul,

i

sont des éléments lindairement indépendants de F , On a, pour tout W fixé dans

Si ot = ZN:i..-_-l fi ® g; »+oOn a B(t) = ZN=1 fi g » On peut supposer que les 85

23 Fa(0) &5 =0

Done fi(wl) = 0 pour tout wl de Ql o

Ceci entrafne fi =0 pour tout i et t est nul,

(2,5) IEMME, - Soient (Ql ’ (Bl ’ “‘1) et (02 ’ <B2 ’ ""2) deux espaces mesu~

rés, les mesures Wy et By étant o—finies. On note Lo(Qj) s pour j =1 et

2 9 l'espace des classes d'équivalence de fonctions mesurabless dgales uj-Eresgue

partout, On pose

Q=Ql><Q2s Sy X o e

et 1'on note LO(Q) l'espace correspondant de classes de fonctions numériques me-

surables sur ( . Alors l'application bilindaire
(a,) * 1°(a, 2> 1)

(f 3 g) b—> fg

définit, par la propriété universelle du produit tensoriel, une injection E de
0
L'(a,) @ LO(QZ) dans 1°(Q) .

Démonstration : Les classes d'équivalence des fonctions mesurables f = f(wl) et

g = g(wz) sont notées T et g' respectivement, Soit t = Zgj ® éj dans
LO(QI) ® LO(Q2) tel que é(t) soit nul. On a donc

2f. g.=0
i &;

en dehors d'une partie p~négligeable N de ( . Comme la coupe w1 = constante de

N est By négligeable pour presque tout w, , on a

1

. g, = t .
ZfJ(wl) g O pour presque tout w,
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Supposant les g, lindairement indépendants) ceci entratne, pour tout j , que

f.(wl) = 0 pour presque tout w, . D'ou f. =0 ,et t est nul.

Par 1la suite, on 1dent1f1e L (Ql) ®L (Q ) aun sous~esgspace de LO(Q) et, pour
tout couple (f , g) e L (Q ) x L (Q ) » la classe de fonctions fg est notée
e g o Comme d'habitude, pour 51mp11f1er le langagey les éléments de L (Q) sont

notés comme des fonctions.

(246) PROPOSITION, - L2(Ql) ® L2(Q2) ost isométrique & L2(Q) .

Démonstration : Pour tout + = Zt; f.® g de LZ(QI) ® L2(QZ) s ON a

P20 el = I ey e o a,

) (Zj £ gJ.)(Zk £ &), dyu, = i) ij £, £ &5 & duy duy
Vu le théoréme de Fubini, on obtient

L(0,) L°(a,)
= |2 £, I?
152, 8 g
cette dernidre norme étant prise dans L2(Ql) ® LZ(Qz) .
Comme L2(Ql) ® Lz(QZ) est dense dans L2(Q) d'une part, et dans
2 A 2
L (Ql) ® L°(a,)
d'autre part, 1l'isométrie ci-dessus se prolonge par continuité en une isométrie de

12(q) sur L2(Ql) & LZ(QZ) .

(247) Remarque. - Espace LZ(Q) ® H : Soit une mesure o-finie sur 1l'espa-
m

ce mesurable (Q , ®) 5 et soit H un espace de Hilbert réel, On peut montrer la

proposition suivante un peu plus générale que (2.6).

L2(Q) ® H est isométrigue & L2(Q s H)

Ceci se démontre comme précédemment, en partant de 1l'injection

12(Q) ® H —> 15(Q » H)

5 £, ®@e; —> XLl £,(0) ey

i=1

puis en montrant que c'est une isométrie a image dense.

3+ Deuxilme exemple : opérateurs de Hilbert-Schmidt.

On ragppelle que si E et F sont deux espaces localement convexes, on a une in-

jection lindaire
E'® F —> £(E , F)
2et@f > (e —> 2, et(e) £.)
el ® £y p—m (e 3 eJ(e) j)

En particulier, si H et K sont deux espaces de Hilberty, H é&tant identifié a
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son dualy on a une injection

H@K &3> £(H , K) .

1
(a) Pour tout x de H et tout y de K

(3.8) PROPOSITION, = Soit u = Zn Xj ® yj » avec Xj € H et yj €K,

(wyzx®y) = (julx) , Y)K .

(b) L'application j est continue, de nomme <1 .

(c) Soit j : HSK ~>(H , K) , définie par prolongement continu de j .
o
Alors j est injective,

Démonstration.

(a) On a

(uyx®y)

Il

(ij ® 7y x®y) =Zj(xj ’ :r)(:sr‘.j D)

Il

2z » D)3y 0 9) = (ulx) » y) .
(b) Montrons ”,J“ <1,

”ju”E(H,K) = sup {'(ju(x) s I s ”X” L1, “Y” <1} .

Come les tenseurs x® ¥y , tels que ||z <1 et lyll <1 » sont contenus dans
la boule unité de H® K , on a

<sup {|(u, %) It < 1} = o] »

(c) Soit wue H&K , tel que j(u) = 0 , ot montrons que u est nul. Or, pour
tout couple (x , y) de HxK , on a

“-s

((5u(x) »y) =0.

Vu (a), ceci entratne que

(u,y,x®y)

0.

Comme les x ® y forment un systime total dans H & X sona u=0,

(3.9) Définition des opérateurs de Hilbert-Schmidt de H dans K : Ce sont
les opérateurs de £(H , K) contenus dans Im j .

L'ensemble des opérateurs de Hilbert—Schmidt de H dans K est noté ﬁHS(H » K)

(3. 10) Corollaires : De cette définition, il résulte ¢

(a) Pour tout opérateur de Hilbert-Schmidt u de H dans K o il existe une
suite )‘n de carré sommable, et deux systdmes orthonormés (en) et (fn) de H
et K respectivement, tels que
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Soit

U ! h > Z: 7\n(en , h)fn

(b) Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact. En effet, posant

N
u = Zj:l‘)\i ei ® fi )

on a
" - uNP _ N _ 2\% —_— e
| le(m,x) € o = wllgg = (gyy 257 —> =«
Donc u , limite en norme d'une suite d'opérateurs de rang fini, est un opérateur
compact.

(c) Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est le composé d'un opérateur partiellement
isométrique U et d'un opérateur symétrique auto transposé de Hilbert-Schmidt T .

En effet, adoptons les notations de (a). Soit H le sous—espace fermé de H en-

1
gendré par les e, . On note U 1l'opérateur H ~-->K qui applique H; sur {0}
et qui applique, pour tout n , e, sur fn « On a
lu(z)]| =||x]| pour tout x de Hy oo
Soit K1 le sous—espace fermé de K engendré par les fn o I1 suffit de définir
L

T comme l'opérateur nul sur K, et laissant stable K, , avec Tfn = xn fn .

1 1

(3.11) THEOREME. - Soit {ei s» 1 €I} une base orthonormée de H , et soit
u dens £(H ,XK) , H et K étant des espaces de Hilbert. Alors 2 ”u(ei)”2 < ®

si, et seulement si, u est de Hilbert-Schmidt. De plus, dans ce cas,
2 2
2 ”u(ei)“ = ”u”HS ’

et 2 ”u(ei)”2 est indépendant de la base (ei) .

Démonstration.

(a) Si u est de Hilbert-Schmidt, on a, si (ei) et (fj) sont des bases or-

thonormées quelconques de H et K respectivement,

”u”és = Zi,j(u ’ ei ® fj)2 = Zivj(u(ei) N fj)2 = > ”u(ei)HZ

(b) Réciproquement, soit (ei) une base orthonormée de H telle que

Sier ”u(ei)”2 <o,

et montrons que u est un opérateur de Hilbert-Schmidt. On ordonne l'ensemble N
au plus dénombrable des i tels que u(ei) # 0 . On suppose que N est infini,
car u est de Hilbert-Schmidt si N est fini. On note W, 1l'opérateur de H
dans K , défini par
Su(ei) si 1 €N et ign

U.n(ei =

20 si 1 £N ousi i>n .

Les opérateurs w sont de rang fini, donc de Hilbert-Schmidt., La suite u est

de Cauchy pour la norme HS car, pour tout couple (m , n) tel que m>=n, on a
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o 2,

2 2 .
. unHHS =2 ”u(ei)H —>0 s8i m et N =—>ow,
La suite (un) converge vers un opérateur v de Hilbert-Schmidt. Comme
u(ei) = v(ei) pour tout i , ona u=v . Donc u est un opérateur de Hilbert-

Schmidt,

(3.12) PROPOSITION. - Soient H gﬁ_ K deux espaces de Hilbert, 33_ u un

opérateur de Hilbert-Schmidt de H dans X , Alors le transposé tu de u est de
Hilbert-Schmidt, et || uqz [l -

Démonstration : Par définition de tu s On a, pour tout x de H et tout y de
K,

Cay 5 x)y = (7 ux)
Vu (3.8.a), on a donc

(u » X ® y) .

tuy 5 x)

D'ou le résultat, en faisant décrire & x et y des bases orthonormées de H

et K respectivement.

(3.13) PROPOSITION. - Soient E , F , G » H gquatre espaces de Hilbert, et

Uy V y Wy trolis applications linéaires continues

E2s>PIsg-sym.

Alors, Ei v est de Hilbert-Schmidt, wvu est aussi de Hilbert—Schmidt,.

Preuve : I1 suffit de montrer que wv et vu sont de Hilbert-Schmidt.

(a) Pour montrer que wv est de Hllbert—Schmldt, on utilise (3.11). Si (f )
est une base orthonormée de F on a 2 “W(f )” fini car w est H.S . Et comme

v est continu
S [z ) < ol Z )] < o

(b) vu (3.12), pour montrer que wvu est de Hilbert-Schmidt, il suffit de montrer
que t(vu) = ' % est de Hilbert-Schmidt, or ceci résulte de (a).

Cette propriété montre que EHS(H) est un idéal bilatdre de 1'algdbre £(H) .

Voyons encore deux autres propriétés.

(3.14) PROPOSITIONS.

(a) Le produit tensoriel de deux opérateurs continus u.'j s Hj —_— Kj (3=1, 2,

Hj et Kj de Hilbert) se prolonge par continuité en un opérateur continu :

U H &u K. ®K

(b) Le produit tensoriel de deux opérateurs de Hilbert—Schmidt uj H Hj -~> K

J
(j =1 et 2) se prolonge par continuité en un opérateur de Hilbert—Schmidt

T ®u.: H SH —>K &K
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(a) On considdre u, ® u, comme le composé des deux opérateurs

Id(Hl) ®u H. ® H

2 F M9,
u, ® Id(Hz) : H1 8 K, —> Kl K, .

Par raison de symétrie, il suffit de montrer que w = Id(Hl) ® u

—--->-H1 ® K2

admet un pro-

2
longement continu :
Soit (ei) une base orthonormée de Hl . Soient t € H1 ® H, du type
2 2
(=2 ey ®3) == (|42 = T Iy,1?) ,

et w(t) =2 e; ® u2(yi) ’
()12 = 2,y < agi® Z gl = laf? [4012 -

Donc w se prolonge en un opérateur lindaire continu : H1 ® H2 - H1 ® K2 de

norme majorée par Hu2H .

o~
(v) W (a), u, ® u, admet un prolongement lindaire continu u, ®u, . Pour

montrer que ce prolongement est de Hilbert-Schmidt, si u., et u, sont de Hilbert-
Schmidt, on utilise le théordme (3.11). si (e,) et (fj) sont des bases ortho-

normées de H1 et de H2 respectivement, on a

2w (e )? < et % fue ) < w
D'ou
Z(u, @ uy)(e; ® fj)HZ =3, ”ul(ei)’!z ”uz(fj)u2 <.

Comme (ei ® fj)i j est une base orthonormée de H1 é H2 sy u, ® u, est de
?
Hilbert=Schmidt.

4 Produit tensoriel symétrique d'espaces de Hilbert,

Nous pouvons généraliser toute la théorie du paragraphe 1 en remplagant le couple

(H s H ) par une famille de n espaces de Hilbert réels H, oo« H . On a ainsi
1 2 n

1
une forme 2n-lindaire :

H1 X eee X Hn x H1

(jl ee 3y 0 3Y e 31'1) —_— Z(j1 R j;l) eee (3

X eee X Hn —§—> R

n ? 3

~

qui donne lieu & une forme bilindaire B
(B, ® ...®H) x (B, @ ve. @ H ) —> R

définissant un produit scalaire sur H

st {egy)igeny :
pour ij € Ij forment une base orthonormée H1 cee ® Hn .

1®...®Hn.

est une base orthonormée de H, , les (e. ®e: @ e ® e )
14 1o n

(4.15) Notation : Soit H un espace de Hilbert réel. On pose
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8‘ H=Hé,oo-éH‘.
n LSl
n fois

Soit Eh le groupe symétrique des permutations de n éléments 1 seeey 1 .

Faisons opérer ce groupe dans &5 .

(4.16) PROPOSITION. - Soit H un espace de Hilbert réel. Pour toute permuta-

tion o €& , il existe un opérateur unique sur @Eh H , noté Ub s tel que quel
que soit (f1 » ses 3 fn) e 5 :
(4.16.1) U (£, e ®F) =15, @ ce ® Ty

Preuve : Montrons d'abord 1l'existence d'un opérateur linéaire inversible unique
U& sur @@n H vérifiant (4.16.1). Vu la propriété universelle du produit tenso—

riel, l'application n-linéaire
la)
H x oo e X H —">@)n H

(fl soe fn) """"'> fo-1® se 0 ® fo.n

se factorise d'une seule maniére & travers un opérateur U& de cgbn H donnant
lieu & (4.16.1). De plus, il est clair que 1'application o -—>'q3 est un morphis~

me de groupe

= -1, = | -
U(G_l)_(Uc) 3 U =U U 3 U, =1Id,

De plus, quels que soient (f1 9 eee fn) et (g1 coe gn) e g s ON 8

(fo_l ® o e ® fcn £ gcl ® L IO ) ® go_n) = (fl ® eoee ® fn ? gl ® eoece ® gn) L[]

Ceci entraftne que U& est une isométrie,

”~
(4,17) DEFINITION. — Soit te Q@n H . On dit que t est symétrique (resp.

antisymétrique)lgi, pour tout o de 6, rona

U& t =1 (resp. U& t = e(c)t) o

~ A
Nous noterons (E@n H (resg. ﬁh H) 1le sous—espace de C)n H formé par les ten-

seurs symétriques (resp. antisymétriques). Ces sous-espaces sont fermés, puisqu'ils

sont noyaux d'opérateurs linéaires continus.

(4,18) Définition des opérateurs de symétrisation et d'antisymétrisation de

Young : Ce sont les opérateurs suivants, notés respectivement Sym et Antisym :

A
A Sym _ A, S Antisym A
®n H -2L—> @n H @n H ~——fe> /A
1 1
b — Zo€@5n Ut b —> Zoeen e(o) Ut

~
(4.19) PROPOSITION. - Les opérateurs Sym et Antisym de Cgsn H sont des

projecteurs orthogonaux sur les sous—espaces fermés (:>n H et ﬂi H respective-

ment.
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Prouvons par exemple que Sym est 1l'opérateur de projection orthogonale sur
~
G'n H ., I1 suffit de montrer que

(g s symf) = (g, f)
N Ial
quels que soient gEQnH et f G®nH o Or
=L =L
(g rsyme) =72 (g U £) =57 20 _, 8,0 _ U f)
1Z (o} (o)
= (G, U_jert)=(g,9%).

(4.20) DEFINITION. - Quels que soient fl cee fn € H 5 on pose

=1
(a) f1®f26"'an—,\/;l',‘ZcUc(f1®"'®fn)
(v £ AT A eee ANf === 3 U(f, ® eee ®F) &
) 1 2 n /\/E e(c) c( 1 ® n)

I1 faut bien noter que fl O eee O fn n'est pas le symétrisé de fl Ree® fn ;

et qu'usuellement on utilise (calcul extérieur) une autre définition pour

fl A eee A fn : on définit ceci comme étant 1l'antisymétrisé de fl ® e @ fn .

(4.21) Formulaire.
(8) £O eeeO@f =0l f®...8F

(b) (flO ooo@fn’g O"'Ogn)':

2
1 o€, n

() (f,0 . c0f 1 %@ ... ® x) =v/ni(f, 5 x) oou (£, 5 %) .

ORERISNCATR

Preuve.
(a) est évident. Prouvons (b). Posons

— | - .
t—f1®...®fn et t g1®...®gn

=L '
(fl(D..-an:g @...Ogn— Z (U t,UO't)

1 n! oyt T

=1 1) =L '
“ n! ZcoT(UT'l UT, ° Uq-"lg t) = Y Zc'(t ’ Uc' &)
= Zc(fl ®-‘o® fn ) go_ ®ooo® go_ ) = z(fl’gc_ )“‘(fn’go. ) L]

1 n 1 n

Notons que (¢) est un cas particulier de (b) puisque

X® ...®X=—1—<XO ...OX) .

Ani

(4.22) Convention d'écriture : Soit t =%, © +ee ®© x_ » On suppose que
1 n

Xy geeer X représentent en fait h éléments distincts b1 3 eee 3 bh » tels que

b1 figure ,(’,1 foisy s bh figure zh fois, avec ﬂ'l +eooot ,@h =n ., La symétrie

du tenseur permet d'écrire

t=blo.'.Ob1®b20 --.Ob2 oo e
s iR P Pl
.61 ois 2,2 fois

ce qu'on écrit d'une menidre abrégée sous la forme
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Ohy,
1
1 O LN ] O bh L ]

(4.,23) PROPOSITION., - Soit (fi)ieI une base orthonormée de l'espace de
Hilbert H o Alors les tenseurs

e=(t 1o ot HAETIRT
%; fl 9 eece fk sont différents, et 2 nj =n , forme une base orthonormée de
©, B
Avec la convention des multi-indices, le tenseur f pourra &tre noté

fc”UQGﬁ .

fOn

Preuve : Montrons que les Wnt{ forment un systéme orthonormé. Considérons

deux suites d'éléments de la famille (fi) :

(f. 9 eoce ) f. ) et (f 9 oo b} f )
9 In Ty “n

ou dans chacune de ces suites, un élément peut 8tre pris plusieurs fois. On a

(fj O...O fj ? fm OQ..O fm ) = XO'(fj 9 fo_ )oco(f. ] f )

J (o)
1 n 1 n 1 n, n m
Gml cm
=ZU 8. eeoe 6'i n
31 “n

Ce terme est donc non nul si, et seulement si, les deux suites comportent les
m8mes é1léments de (£, )1€I » chacun répété le m8me nombre de fois, les ordres
pouvant &tre différents dans les deux suites. De plus, si fi figure n, fois
dans chacune des suites, on a

(1*"j © . ee@Ff, »f 0..Of )= ﬂn'.
1 m 1 "

Les vecteurs /J_? forment donc un systeme orthonormé. Pour montrer que ce
systdme est total, considérons g dans <:) H orthogonal aux vecteurs f /Vr_
Alors g est orthogonal dans Qg%xH aux vecteurs f. ® «ee @ fn s qui forment

Ji
une base orthonormée. Donc g est nul.

(4.24) Fonctions polynomiales homogénes du type Hilbert—Schmidt.

(4.25) LEMME (propriété universelle du produit tensoriel symétrique). - Soient

E et F deux espaces vectoriels, et n >0 .

(a) Soit B une application n-linéaire symétrique de E x ... x BE dans F, et

soit E 1'application linéaire agsociée de Q@h.E dans F . Alors, pour tout +t
de ,Erona

E(t) = E(Sym t) ’

et par conséquent, B est caractérisée par sa restriction 3 (:)n E.
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(b) De mBme, si B est antisymétrique, é est caractérisée par sa restriction

3 1'ensemble des tenseurs antisymétriques.

Preuve,

A _ _]___ A Z - P
vte@, B, B(t) =5 B2 U t) = B(sym t) .
Conclusion : L'espace vectoriel Es‘ (Ey oo s E 3 F) est isomorphe a
E@n E , F)o De méme, Eantisym(E 9 ece E ’ F) ~ E(/\n E , F) .

A
(4.26) Fonection polynomiale associée & tout élément de @n H : On rappelle

qu'une fonction polynomiale homogéne de degré n sur H est une application P

de H dans R du type P(x) = (X 5 vee s x) 5 oo f est une forme n-linéaire

symétrique continue sur H .
N
(a) Notons d'abord qu'a tout te ®n H est associde la forme n-linéaire
H X oee XH—E‘>—E

xl cee X F——> (t ’ Xl ®x2 Re s B xn) .

Cette forme est continue, car

IB(Xl 9 eee Xn)! S“t

S hEllell=gll oo 1y

(b) Dans le cas particulier ou t est symétrique, la forme linéaire B est sy-

X, ® ...0 x|

métrique, car pour toute permutation ¢ d'ordre n ,

Il

(t , x ®...®xn) (Uct,x @...@xn)

1 1

= (¢, Uc_l(xl ® ... ®x)) .

~
On a donc associé & tout t de Gn H un polyndme homogéne P de degré n tel
que

P(X) = B(X 9 eve 9 X) .
L'identité de polarisation montre que l'application B k—=> P est injective.
On définit la norme de Hilbert-Schmidt du polynéme P comme étant la norme dans

®n H du tenseur symétrique associé,

(4.27) Calcul des coefficients et de la norme d'un polyn8me homogene du type
2N
Hilbert-Schmidt : Rapportons H & une base (ei)ieI « Supposons que t € Gn H
s'écrive '

Okl Okh Okl (O]
e. Qessd €, e. Peee® €. '
t _ z Jl Jh akl...kll 3 Z Jl Jh (klg..:kh.)% akloo.k-h
= T : s = T ¥ : -
(22 kNE o J1rttdn (e, teualey 2)7 k]t Jyeeedy

(O} O) 1
La somme étendue de manidre que (e1 1 cee ejhl)/(kl!...khQ)g décrive une base

orthonormée de Qn H:doncona J; eee J différents, et k1 «++ k variables
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avee 2 kj =n.0na
.-.kh 5
”t“ (31...Jh) (k ...k -I—i_ Jl...ilhl

Alors la fonction polynomiale P homogéne de degré n associde t associe &

Q-

tout vecteur x de H , de composantes x. = (x ; ei) » le nombre

En effet, en utilisant (27.1), il vient

P(x) = (t 3y T® oee @ X)

= Z(akl. "% %n

)(e O...Oej ,X®o--®x)

3yeeedy n
k ...k
=Z 1 h ? X) oo (e- )X) oo e (e. ’X)
J oooJ J J J
1 k1 2 n
‘v/-"—‘"‘“ N e
k. fois k, fois e
1 2
ooa k
= Z 1;]1 eece Xl.{h .
choo h Jl n

(4.28) PROPOSITION. - Soit P wun polynSme homogine de degré p de Hilbert—
P

Schmidt sur H . Soit Q un polynSme homogéne de Hilbert-Schmidt de degré q sur

H . Alors PQ est de Hilbert—Schmidt homogdne de degré p + q s et 1'application

produit P 5 Q ==> PQ a une norme inférieure ou égale & 1 ,

~ A
Démonstrations : Soient t et t' dans @ H et @ H respectivement asso-
ciés aux polyn8mes P et Q . On commence par remarquer que 1'appllcatlon t,
t?! —> t @ t' est bilinéaire de norme 1 de @) H x® H dans ® H « De

plus, posant R =P.Q , on a

R(x)

P(x).Q(x) = (t ® t* , @pﬂ x)

(sym t ® t* , ®p+qx) .

Donc R est défini par t" = Sym t ® t' , et

el s lit® s =|

5. Modification de la théorie dans le cas d'espaces complexes.
WWWWWMMM

On indique bridvement ci-aprés comment la théorie peut 8tre adaptée au cas d'espa-

ces de Hilbert complexes.,

Si H est un espace de Hilbert complexe, on note 'H son antidual : ensemble

des formes antilindaires continues sur H . On a un "anti-isomorphisme" d'e. v.

entre HY et 'H : g => 2
H* —> 'H

x ==> 4(x) F—=> % = 3(x) = (Z 5 %) .
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Cette application est isométrique : Alors que l'on notait (2 » x) 1la forme bi-
lindaire de dualité sur H x H' , la forme sesquilinéaire antidualité est notée
Cflx) ou Cflx) . Tout espace de Hilbert complexe est isomorphe & son antidual,

d'ou la possibilité de définir (xllxz) pour x, et x,€H.

Au paragraphe 1, on considérait 1'application B

£
HIXHZXHIXHZ >C
(x, 5 %, 5 4, 5 8y) > (£, 10> (£,]0,)
qui est lindaire par rapport aux deux derniers facteurs et antilinéaire par rapport

aux deux premiers. Cette forme donne lieu & la forme sesquilinéaire
H1®H‘2 H1®H2 —>C
et cette forme définit un produit scalaire complexe sur l'espace vectoriel Hlt&H2 .

Au paragraphe 2, il remplagait naturellement les espaces LZ(Qj) j=1, 2 par

les espaces complexes correspondants.
Au paragraphe 3, on part de
'EQF —> £(E , F)

2 ® £, b—> (e —> Z(eile,\fi) .
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