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Séminaire Paul KREE 6=01
Equations aux dérivées partielles

en dimension infinie

1re année, 1974/75, n° 64 9 p.

PROTENSEURS DISTRIBUTIONS

par Paul KRéE

1. Introduction et rappels.

Soit Oi un ouvert de l'espace vectoriel réel de dimension finie Xi « Si p et
q sont deux entiers positifs, on note = ( Xi) ® (@a X:'i_c) 1'espace des ten-
seurs de degré p + q sur le complexifié Xg de Xi » qui sont contravariants par
rapport aux p premiers facteurs, et covariants par rapport aux q derniers fac-
teurs., On dit que ces tenseurs sont de variance (g) o On note 02(01) 1'espace
@(Oi) ® F des fonctions € & support compact définies sur Oi a4 valeurs dans
F ;3 et on munit cet espace de la topologie de L., SCHWARTZ, Le dual de cet espace

est un espace de propagateurs ou tenseurs distributions
b t ~rd = 0! !

qui sont covariants par rapport aux p premiers facteurs, et contravariants par
rapport aux q derniers facteurs. Dans cet exposé, on étudie les protenseurs dis-
tributions ou systémes projectifs de tenseurs distributions. De fagon & mieux faire
apparattre les difficultés dues & 1l'introduction de fonctions et de distributions a
valeurs vectorielles, on limite 1l'exposé au cas ou 0 =X , toutes les distribu-

tions vectorielles considérées étant & coefficients distributions intégrables.

(141) Motivations.

(a) Soit T = (Ti) une prodistribution (bornde) sur l'espace de Hilbert réel X,
et cherchons & définir la dérivée premidre globale DI' de T , Adoptons les coor—
données, décrites ci-dessous en (2,6). La dérivée globale de Ti est caractérisée

par la collection de ses dérivées dans n directions orthogonales @

aTi aTi
(1.1.1) DTi = (—T § eoee —-ﬁ> € B'(Xi ) Xi) Y
[e2. X

Lorsque 1 varie, les DTi vérifient certaines relations de cohérences., Par

exempley, si 1'on a une surjection sij de Xi sur Xj sy ON a

o, gaTj/axk 8i 1<kgn!
(1.142) Si'(""k') =
J X 20 si n'<k<n

D'ol la nécessité d'étudier ces 8tres mathématiques.

(b) I1 ¥ a aussi la nécessité d'étudier la généralisation en dimension infinie
des champs de tenseurs, des champs de formes extérieures, en vue par exemple d'étu-

dier les complexes ...
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2. Déf initions .

(2.2) Protenseurs distributions q fois contravariants : Pour tout 1 ,

notons (B(Xi ’ ®q X;) 1'espace des fonctions indéfiniment dérivables

c
——— 1
Xy >@)q X1
dont toutes les dérivées sont bornées. Si i > j » on a une injection canonique de
c C z . .
(B(XJ,@ X') dans (B(X @qu): (p'-—-—>@ )ocposj.Ondeflnlt
cyl(x ’ &)q X'°) comme la limite inductive des aa(x1 ’ @q x'°)

c
(2.3) Notons que cyl(X ’ (Z, X)) = B, l(X) ® (@ . En effet, montrons

d'abord qu'on a une application blllnealre

By (8) x (& &) 2> 8, (0 @Q, x°) .

Soient s, avec € BX, et X, =X A « Soit t € xt® s'ex-
CP (PJ ° J (P ( ) ? J / ®

primant comme combinaison 11nea1re de prodults tensorlels de vecteurs appartenant a
un sousw-espace XB' de dimension finie de = ., Soit alors i supérieur a J et

i' . Notons qu'on a des injections canoniques
J q' J q

&), X =&, 1’ et ®, X —Q, .

On pose
a(?p;‘b):((pj asi)®to

(244) Définition de (B'q (X) : Un protenseur distribution T sur X , q

fois contravariant, est une forme lindaire T sur (Bc 1(X ’ @ %x'®) dont la res-

triction & chaque (B(X ’ ® X' est représentée par une dlstrlbution Tl 2

\

valeurs dans @ X 9 & coefflclents distributions bornées

\ C
= (r,) avec T, € 8'(X; , @q X;)

L'espace vectoriel de ces protenseurs distributions est noté aségl(x) o

(2.5) Exvplicitons la relation de cohérence entre les T, ¢ Soit s,. une sur-
xP i ij

jection canonique : Xi —_— Xj s« On a des injections canoniques

® o)+ @ X —>@K° et @01+ @K —>Q X,

Supposons que

~ c (¢
$ =@ o8y =gy o8y avec o € 8%, » QXL et (Pjeas(xj,®x5).
Alors

(2.5.1) (Tj ’ cpj) = (Ti ’ cpi) .

(2.6) Explicitons la relation de cohérence en termes de coordonnées : On a

Xj ~ X /ker sij . On identifie ce quotient & un supplémentaire 'fj de ker Sij
dens X, o On pose dim X, = n et dim X, =n' , On rapporte X, 4 une base

formée par la réunion d'une base de XJ et dfuné base de kexr Si4 D'ou des coor-

J
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donndes

n

(Xi 9 eee 2 Xﬁ) = (Xi 9 eee 9 XI'I ? eee 9 Xﬁ) = (X’ ? X") .

— 1d
Pour tout T = (Ti) € chl(X) s ON a

Z kl kq
Ty =40y x uik, d"k1® eee ®dx, 7

1 q

En considérant Tj comme un tenseur distribution sur 25 g O 8 ¢
Ll zq

T. = T dx ® oo¢® dx ?
J j:l;l....ﬁq Ll £q
o les indices k, ... kq décrivent {1 s..ss n} et les indices
o0 o0 e n' L]
£1 Zq{l ) ’ }
Alorss la relation de cohérence s'écrit : :

bieoed

@60 ¥ ¥ e BKy) 5 ¥ (45eeeat) 5 (1)} weed

4
qu)=(Til qt(Y ° Sij)) .

#*
(2.7) Application linéaire ‘chl(x) _— (@q %) : Drapres (2.3) et (2.4),
tout protenseur distribution T , qui est q fois contravariant, définit une forme

bilinéaire sur @cyl(x) xcgh(EF) s donc T définit une application linéaire de
. c
i Y (=
@byl(x) dans le dual algébrique de ng(k<) .

(2.8) Définition des protemseurs q fois covariants ¢ Un protenseur g fois

. (3 . 3 ’ . Hc
covariant sur X est une application linéaire T de @byl(x) dans §ah(u )

dont la restriction a chaque B(Xi) est représentée par un protenseur distribution

Ti sur Xi s & valeurs dans Cgh‘x%c) A coefficients distributions intégrables :

_ (¢]
T = (Ti)i avec T, € ‘B'(Xi ,@q X} ) .

(X) .«

L'ensemble de ces protenseurs est noté @'
g-cyl

(2,9) Relations de cohérence entre les T, : Avec les mBmes conventions qu'au

i

point (2.5)9 on a
(209-1) (Tj ? Y) = (Ti 2 ¥ oo sij)
pour toute Y dans @(Xj) et toute surjection sij o Si Ti et Tj sont donnés

par leurs coordonnées covariantes, on a

4 L
(Tj ’Y) =Z(Tj‘£ z 'Y) dx1® o..®d.Xq
’ o0

(2.92) 1 a k K

- 1 q
(Ti 9 Y ° Slj) = Z (Ti;k Olqu ’ Y ° Sij) dx ® eae ® dx

La relation (2.9.1), valable pour toute V¥ , équivaut donc aux deux systdmes
d'égalité

s ¥) = (

s ¥ o S..)

(a) V Y £} V ('el L 'e‘q) ( Ti;ﬁlo.-zq 1)

T,
3,1,1...1:q
(2.9.3)

(d) 7 v, pour toute famille k1 soe kq dont 1l'un des éléments est su~



6-04

périeur & n'

,Yos.j)=0.

(Ti;k oo ek 1
q

1
Dans le cas hilbertien, on suppose que la base de Xi définie en (2.6) est or—
thonormée de facon a égaler composantes covariantes et contravariantes ; donc
(2.6.1) dquivaut a (2.9.3a), Mais 1les composantes des Ti définissant un proten-
seur contravariant ne vérifient pas forcément (2.9.3b). On a donc, dans le cas hil-
bertien, une injection stricte de l'espace des protenseurs covariants de degré q

dans l'espace des protenseurs contravariants de degré gq .

(2.10) Définition des protenseurs distributions mixtes ¢ Définissons par exem-

ple les protenseurs distributions de degré 3 , covariants par rapport au premier
facteur, et contravariantspar rapport aux deux derniers facteurs. On rappelle
d'abord qu'en dimension finie, tout tenseur distribution mixte Ti sur Xi ) &
coefficients distributions intégrables

kpky By

1 e dxk2® kaB ’

définit canoniquement une application lindaire

C
as(xi ’ Xi) ->®2 X!
k.. sk k
) 2
2, ¢ dx, —> %<1 i (Tisk

1
*2 1,%)&1‘2@%3

Cette application est indépendante des coordonnées x! cee X dans Xi » les

T, = 2 Ti;k

3

coordonnées dans l'espace dual étant notées X, eee X oo L'ensemble de ces formes
lindaires ou de ces tenseurs mixtes Ti est noté Biz(Xi) .

(2411) On définit 1'ensemble @,2 (X) comme 1'espace des applications li=
1,cyl s

P 'C ‘ =C . . N ) 'C
néaires de chl(x s X ) dans Qgé(,. s dont la restriction & chaque B(Xi,Xi )

est représentée par un tenseur mixte ‘I‘i € @iz(Xi) .
A tout T e @izcyl(X) est associée une application linéaire
?
LCy\¥ ~C
(2011-1) (ch_l(x) — (.’-‘4 ) ® (@2 ] ) ]

Cette application lindaire est notée

(2.1142) o —> Ix o(x) ar(z) .

by

Réciproquement, toute forme linéaire de ce type, dont la restriction a chaque
@Kxi) est représentée par un tenseur distribution Ti € &%2(Xi) s définit un é1é-

2
'
ment de Bi,cyl(x) .

(2.12) Topologies sur les espaces de protenseurs distributions : La situation

est analogue & celle du §1. On définit la topologie naturelle dans @é?cyl(o)
9
comme la moins fine rendant contimues les applications T > Ti s 1 décrivant 1I.

On définit @B&zéil(o) comme l'espace des protenseurs distributions T = (Ti) de
9
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variance (g) sur 0 , tels que les Ti aient leurs coefficients dans @@"“(oi) .

Soit T wune base de filtre dans cet espace., On dit que (Tk)k converge cylindrique—
. . k

ment vers T si, pour tout i et toute ¢ de @@ﬁyl(oi) s (77, P o Si) con-

verge vers (T , ¢ o si) dans «Egp Xg) ® «ED'XiC) .

3¢ Opérations sur les protenseurs distributions.

Toutes les opérations relatives aux prodistributions, étudiées dans le §1, se pro—
longent aux protenseurs distributions, avec certaines particularités dues aux pro-

priétés de 1'algdbre des tenseurs,

(3413) Produit tensoriel dans le but : On a caractérisé tout protenseur dis-

tribution par une application linéaire de @Cyl(X) dans un certain espace vecto-
riel E dépendant du nombre d'indices covariants et du nombre d'indices contrava-
riants, Cette caractérisation permet de définir simplement le produit tensoriel de
deux protenseurs distributions T et U sur X , 81 T et U définissent des
applications linéaires o et B de &%yi(x) dans E et F respectivement, et
si y est l'application bilinéaire canonique de E x F dans EQ® F , alors le

protenseur distribution T ® U est défini par 1l'application linéaire

E'p!""'"> \J(CYC'B ’ BC}S) .

. 1
] t
Par exemple soient T € (chl(X) et Ue ez’cyl(x) . Alors

L) - C 1
E=(2)+ F=Q(=), ToUesy (X .

(3.14) Contrabtion ¢ Soit T wun protenseur distribution sur X , de variance
(g) s c'est=a~dire p fois contravariant et q fois covariante Si pq # O , on
peut contracter T sur deux facteurs de variance différente, Par exemple, soit
T e @éicyl(x) caractérisé par 1'application lindaire (2.11.1) 3 on peut composer
cette application linéaire « avec 1l'application de contraction § du facteur
contravariant avec le premier facteur covariant. Plus précisément, § est définie

a partir de l'application trilinéaire § .
_C\¥* C C c
(27)" x 8 x5 —>=
(x3835m > (x, €)M
Alors, 8§ o o caractérise un protenseur distribution sur X une fois covariant,

et noté [T]l .

(3.15) Transformation de Fourier ¢ Soit T un protenseur distribution sur X

de variance (g) caractérisé par une application linéaire de @cyl(x) dans un

certain espace vectoriel E ., Pour tout € dans X' , on pose

f(g) = J (exp(-olilx 4 €))) ar(x) o

C'est une fonction sur X' & valeurs dans E i et dont la restriction Ri a

tout sous-espace Bi =4, de dimension finie de X' est une fonction continue a
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valeurs dans «gb B ) ® «E@ A, ) e« D'ailleurs si T = (Ti) s OU Ti est une dis-

tribution vectorlelle sur X = X/A s alors on a Ri %i "

(3.16) Image par une application linéaire : Soit 4 une application lindaire

faiblement continue de X dans l'e, v. 1. Cc. Se Téel Y , et soit T wun proten~
seur distribution q fois contravariant sur X . L'application £ d4définit une ap-
plication linéaire B .
! 'C — ’c
B,y (Y » @;q ) —> @cyl(x ’ 69& Xt7)
~ c
= t. —> ! . S.
RS IS @y 457 o0y 00509
o s, 9 4. et t. sont définis comme dans (4.24) de 1'exposé 1. On peut définir

J
4(T) par transposition de B :

(3.16.1) vys; o (e(r),¥) =(T, 8¥) .

Dans le cas particulier ob ¢ est surjective, alors chaque appllcatlon z est
bijective, et B identifie ﬁcyl ,CZ)Y‘ 4 un sous~espace de §§ X' .
De méme, Cgh £'¢  identifie & X'® ., On peut alors définir £(T) 31 T est un
protenseur sur X de variance g) avec p et q quelconquey en utilisant ces
deux identifications $

(3.16.2) v ¥ (47 »¥) =(7, %) .

Le m8me phénoméne se produit si 4 est & image dense.
(3.17) Produit tensoriel : Le produit tensoriel de T et de U , de varian-

ces (g) et (z) respectivement, est T ® U de variance (g : :) o« Si

(p+x)(qg+s)>0,

on peut faire suivre l'opération ® d'une contraction j on définit ainsi un pro-

duit tensoriel contracté.

(3.18) Convolution : Le produit de convolution du protenseur distribution
= (Tl) de variance (p) » et du protenseur distribution U = (Ul) de variance

( ) s est le protenseur dlstributlon V = (V ) de variance (i : ;) « On a
d'allleurs Vi = Ti * Ui pour tout i , le signe % désignant le produit de con-
volution des distributions vectorielles Ti et Vi relativement & l'application
bilinéaire de produit tensoriel. On obtient V en formant d'abord T ® U , puis en
prenant son image par l'application somme., On peut éventuellement intercaler entre
ces deux opérations une contraction sur des couples d'indices de T et de U ., Si
on contracte les premiers indices (resp. les deux premiers indices), le tenseur ob-
tenu est noté [T * U]l » (resp. [T % U]2) « Si en particulier p =8 et q =1,

et si 1'on contracte sur tous les indices, on obtient (T % U) ., On a alors :
NN A A
T *xTU)=(,U).
Si on nteffectue aucune contraction, on a

N a -
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On dit encore que T @ (resp. [T® ]1 » Tesp. ('f y ) est le symbole de 1'opé-
rateur de convolution U —>T % U (resp. U ~—>[T U] ; resp. U —> (T % U)) .
Cet opérateur est dit de degré (g) (resp. g - 1 » TESD. (: ;)) .

(3.19) Exemples.
(a) Opérateur D de symbole ~- 1 E® et de degré ( ) ¢ Clest 1'opérateur
U—>T%U avec T(E) =+=1E .51 U= (U ) » pour tou‘b i, (DU) est le

gradient de U « Par exemple, gi X est hllbertlen, et si

'oo.)k
P
(3.1941) U, ZUM3 reenrhy dxk ® oo ® d.x.k ® dx21® cee ® dxf&q ’
alors
( Z kllcoo’k
(3.19.2) (DU), =23, U, X, Beee® dX, © AX~ Reed® dx,
i by Eihgreentl kg % 4, 3

L'opérateur D est 1'opérateur de dérivation totale ; il peut &tre itéré pour

former des dérivées d'ordre supérieur de T .

’ . z bt 1 - .
(b) Opérateur div de symbole += 1[E® ] de degré ( 0 ) : Dans le cas hil-
bertien, l'opérateur div associe au protenseur U =T, avec Ui exprimé par

i
(3.19.1)s le protenseur div U tel que :
k ’c.o,k

(3.19.3) (aiv U); Z(Zk ak 1.2 ,...I:z )dx.k ®...®dxk ® dle ®...® dx,
P

(¢) Soit V wun vecteur de X . L'operateur d/av de derlvatlon dans la direc—
tion V est l'opérateur de convolution de symbole (E 5 V) V= 1 et de degré (8) .

(d4) On suppose X =X, ® X, , ou X, est de dimension finie, D'ou X! =X!@® X!,
17 72 1 1% %2

et tout & de X' s'éerit d'une fagon unique g = €, + &, avec gl € Xi et

€, € X} o Alors on peut modifier les exemples (a) et (b) en y remplagant E par
§1 o On obtient ainsi 1l'opération de dérivation et l'opérateur de divergence dans
la direction d'hyperplan définie par X1 .

4o Symétrie et antisymétrie.

Soient q un entier positif, et Y wun espace vectoriel complexe. On rappelle
qu'on définit le produit tensoriel symétrique @ Y (resp. antisymétrique /\ Y)
comne le sousw-espace de @ Y correspondant par la propriété universelle aux ap-
plications g-lindaires symetrlques (resp. antisymétriques) sur Y . L'opérateur
de symétrisation Sym (resp. d'antisymétrisation Antisym) est un projecteur de
® Y sur O Y (resp. A Y) . On définit aussi des opérateurs lindaires Sym et
Antlsym dans ((X) ¥ . si par exemple § € @ Y) est définie par la forme g=
linéaire 4 sur Y s on pose ¢

(Symz)(yl’ ee e ’yq):—‘('lls'zo,z(yo_ ? eooe 'yO') H

1 q
la somme étent étendue aux permutations o de {1 5 ees » q} &

Une application linfaire m d'un espace vectoriel Z dans @q Y (resp. @q Y)s
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est dite symétrique si mz = Sym(mz) pour tout z de Z . Définition analogue de
1'antisymétrie, En appliquant ceci & Z = @cyl(X) et aux appllcatlons lindaires
caractérisant les protenseurs distributions de variance ( ) ou (g) s on définit
les protenseurs distributions symétriques (resp. antisymetrlques). Les protenseurs
distributions antisymétriques q fois covariants sont encore appelés procourants d
de degré q . L'opérateur d appliquant les procourants de degré ¢ dans les pro-
courants de degré q + 1 est défini composant D avec l'opérateur d'antisymétri-

sation. On a d2 =d o d =0 ., Les protenseurs distributions symétriques sont im-

portants, car les dérivées successives DT , D2 T eee d'une prodistribution T

sont symétriques.

(4¢20) Prodistributions &-vectorielles : On introduit une généralisation de

la notion de protenseur distribution, qui intervient dans la détermination de va-
leurs au bord de protenseurs distributions. On limite la présentation au cas con-

travariant,

On se donne un certain foncteur & contravariant de la catégorie nﬁ(X) s dans
la catégorie des espaces vectoriels complexes de dimension finie. Plus précisément,
pour tout i dans I , on se donne un e. v. complexe Z' de dimension finie, et
pour tout couple (i ’ j) avec 1 > j s on se donne un morphlsme injectif @(s .)

ij
de 25 dans Zi o On suppose que 1'on a:

(4.20.1) i >j >k entratne @(sjk o sij) = @(sij) é(sjk) N
Pour tout i,
— 1
8(1a(x,)) = 14(2}) »
On note 2! = Ui z} la limite inductive des 2! . On note 2, le dual de 3Z} ,
et oy 1j la transposée (surjective) de @(s ) . Notons que la limite projective du
systdme projectif (Z » 0y ) est le dual algebrlque L de 2. Par exemple,
pour le foncteur Xi —-— Xic s ON a Z' (E' ) « Et pour le foncteur
—- x1C 1©
Xi >Xi ® Xi )
*
ona '™ = (E'c ] E'c)
Pour tout i , on définit 1'espace &Kxi ’ Z{) des fonctions € & dérivées

, . . . - . . '

bornées de Xi dans Zi e Soit chl(x » Z') 1la limite inductive des (B(Xi ’ Zi)'

(4.21) Prodistributions &-vectorielles bornées : Une prodistribution &

vectorielle bornée sur X est une forme lindaire T sur B (X s Z') dont la
restriction a chaque B(Xi ’ Zi) est représentée par une dlstrlbutlon Ti Y

valeurs dans Zi » & coefficients distributions intégrables.

(4022) Prodistributions @-vectorielles & décroissance rapide : Soit

cyl(x s Z') 1'espace des fonctions cylindriques sur X A& valeurs dans Z' , du

type ® = o 8; 5 avec i€l et o€ L(Xi ’ zi) o Une prodistribution -

vectorielle sur X & croissance lente est une distribution @=~vectorielle T sur
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X » dont la restriction a chaque BCXi » Zi) est représentée par Ti s & coeffi-

cients distributions a décroissance rapide sur Xi « Donc T se prolonge en une

forme linéaire sur Ecyl(x s Z') o L'cnsemble de ces prodistributions est noté

?
£ a(® e 2) .

(4.23) Coefficients d'une prodistribution @~vectorielle & décroissance trés

rapide ¢ On reprend les hypothdses (4.24) de 1'exposé 1 du cas scalaire,

Si dim Zﬁ = m(n) , on se donne pour tout n wune base € 1 ees 2 Ep de Zﬁ .
On suppose

¥n, {el ? see em(n—l)} est une base de Z! . .

Autrement dit, les bases des espaces Za forment une suite croissante,
Pour toute T de Eéyl(x s Z) » on définit la suite de ses coefficients
o, (1) = (T 1 g @ ¢y)

avee k = (k1 ’ k2 ’ eoe 9 kn) $ 1<4<my O Cette suite caracté-
rise T , De plus, la condition de cohérence des Tn est traduite par 1l'ensemble
des relations

1
valable pour tout n et pour tout k = (k1 oo kn) s lorsque 4 < m(n) .

ak $k2yo..kn,0;£(T) = akl"."kn;z(T)
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