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Séminaire Paul KREE 5-01
Equations aux dérivées partielles

en dimension infinie

ire année, 1974/75, n° 5, 10 p.

TRANSFORMATION D'UNE PROMESURE DE PROBABILITé
EN UNE VRAIE MESURE

/
par Paul KREE

0. Introduction.

Soit (X 5 U) wun couple d'espaces vectoriels (e. v.) réels en dualité séparante,
et soit R un processus lindaire basé sur U , définissant une probabilité cylin-
drique p sur X . Soit (Y , V) un autre couple d'e. v. en dualité séparante, et
soit £ wune application faiblement continue de X dans Y ., Soit &' wune tribu
sur Y contenant 1'algdbre de Boole des cylindres de Y ., Considérons les proble—

mes suivants,.

(0.1) Probldme 1 : A quelles conditions (sur £ » X , Y 5 &) , 4(u) définit-

elle une vraie probabilité sur (Y , &') ?

(0.2) Probldme 2 : A quelles conditions le processus S =R o 4' est-il dé~
composé par une variable aléatoire (ve a.) A & valeurs dans 1'espace mesurable
(Y 4,8') %

Naturellement si la variable aléatoire )\ décompose S , alors A définit une
probabilité sur &' , cette probabilité étant la loi de A + Le premier probldme
concerne les classes d'isonomie de processus linéaires. Dans le cas particulier ou
z(u) définit une probabilité de Radon sur (Y , 6') , 6! étant une certaine to-
pologie sur Y , L. SCHWARTZ dit que £ est "radonifiante", Le deuxidme probléme
concerne les processus linéaires. Dans le cas particulier ol l'espace probabilisé
(Q » G 9 P) est défini par une probabilité de Radon P sur un espace topologique
Qs et o A est P-Lusin mesurable, L., SCHWARTZ dit que 4 est "décomposante'.

Ces probldmes sont trds importants. De trés nombreux points de vue peuvent &tre
considérés pour leur résolution. Nous allons évoquer ces points de vue en faisant

un bref rappel historique.

WIENER a démontré que le mouvement brownien sur R peut 8tre défini & 1'aide
d'une mesure, dite mesure de Wiener, sur l'espace des fonctions continues sur R .
En termes de probabilités cylindriques, cela signifie que l'injection £ de HI(I)
dans é)(I) transforme la probabilité cylindrique gaussienne canonique v sur
OHl(I) en une vraie probabilité £(v) sur CQ(I) : clest la mesure de Wiener.
Suite & une question de GEL'FAND, SAZANOV et MINLOS ont donné une réponse affirma-
tive au probldme 1 dans le cas suivant : X et Y hilbertiens, £ de Hilbert-
Schmidts R continu., Puis ils en déduisent que toute probabilité cylindrique conti-

nue sur le dual d'un espace nucléaire est une vraie probabilité [1]. Cette théorie
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hilbertienne ne suffit pas dans les applications ; par exemple, elle ne permet pas
de montrer 1l'existence de la mesure de Wiener. Leonard GROSS a fait une théorie
donnant une réponse & (0.1) dans le cas od | est la promesure normale canonique
sur 1l'espace de Hilbert X , Y étant un espace de Banach, 4 étant convenable.
La considération de ce cas particulier est justifiée, vu 1'importance considérable
de la promesure normale canonique, L. GROSS appelle le triplet (X , 4 » Y) un

triplet de Wiener.

L. SCHWARTZ a utilisé la théorie des applications p-sommantes de Pietsch pour
donner une réponse affirmative au probldme 1 dans le cas ou p est une promesure
de type p >0, 4 est p-sommante, X a la propriété d'approximation métrique,
Y est réflexif. L. SCHWARTZ a aussi affaibli ces hypoth¥ses, et il a prolongé ses
résultats au cas o p = 0 . Puis il en déduit une réponse au probléme 2 en utili-
sent un théordme de Prokhorov (voir [7], exposés 1 et 13). Puis il a étudié de
nombreux cas concrets (applications diagonales entre espaces de suites, injections
entre espaces de Sobolev) en donnant des conditions suffisantes pour que ces ap-
plications soient p~radonifiantes. C'est cette dernidre théorie que nous allons

évoquer ici, en dégageant quelques théordmes qui nous semblert importants.

le Applications p-sommantes,

(1.3) DﬁFINITION. - Sojent X et Y deux espaces de Banach, p >0 , et 2

une gpplication linéaire continue de X dans Y ., On dit que u est p-sommante

s'il existe une constante C (positive finie) telle que @

(1.3.1) Y n, Xl...Xn e€eX , Z:=1 ”z(xl)“p < Cp sup“x,nsl(zl(xi,px')'p) .

(1.4) Remarques.
(a) I1 suffit que 1l'on ait cette inégalité pour des Xy contenus dans une partie

dense de X 3

(v) Les applications p-sommentes de X dans Y forment un e. Ves noté
m (X 5 ¥) o L' inf des constantes C , telles que 1l'on ait (1.341)s est noté
np(z) o L'application £ ==> np(z) est une norme sur np(X » Y)

(c) Supposons que 1'on ait quatre espacesde Banach et trois applications lindai-

res continues

7 Bsx4tsydsp,

Si 4 est pesommante, alors q ¢ 4 o m est aussi p-sommante, et 1'on a ¢

q

ﬂp(quom)sllml .
En effety, si D = (np(z))P ’

2lq o 4(mlz NP < [l Z [l4@(2))]® < ||g|PeDesup Z“x,“\q | (mz,,x) [P .

.n?(z).



Or

(mzi ) X') = (Zi » m'(x')) et [m' x| < [|m|| ||x?|

D'ou

Zla s 4 oz < fPn.]

o gy > 1o 5 217

(1.5) Exemples d'applications p-sommantes,

(a) Soit m wune mesure de probabilité de Radon sur l'espace compact K , et soit
CG(K) 1'espace des fonctions continues sur K muni de la norme du sup . Alors,

pour tout p > 1 , 1l'injection de c(K) dans Lﬁ(K) est p~sommante,

En effet

S yllP = T Ty ()17 an(t)
Y Y

(v) L'opérateur (a o) ¢ L7 —> zp s de multiplication par une suite
o= (al ces ap ...) de zp s est p-sommante si 1< p <+ =,

En effet, notons m 1la mesure sur N donnant la masse 1 & chaque point, et v
la mesure sur N affectant la masse |an|p(§:|an|p)-1 au point n . On décompose

(0 ) en le produit de trois applications ;

.e°°-—-—Id>.e: Id>1?.f’) (“')>£p

(X1,X2..o) ——> (XI,X2..-) —— (X19X2¢oo) —> (Q’lxltdzxznto) .

Les deux applications extr8mes sont continues ; on démontre comme au point (a)
que l'application du milieu est p-sommante. Vu (1.4.c), 1'application composée est

p—-somnante,

(e) Toute application continue du Banach X dans le Banach Y admettant une

factorisation,

X_g_>'{?,m_.£.§‘_:.)_>zp_§_>'¥ ’

ou ¢ et B sont continues, (a ) étant 1'opérateur de multiplication par une

suite de zp s est p-sommante si p >1.

Ceci résulte de (b) et de (1.4.0). En particulier, tout opérateur de Hilbert-
Schmidt est 2-sommant, Tout opérateur nucléaire entre espaces de Banach, est 1~
sommant, Le remarque suivante est essentielle pour 1'utilisation des opérateurs p-
sommants pour étudier la transformation linéaire d'une probabilité cylindrique en

une vraie probabilité,

(1.6) Remarque : Soit 4 € E(X N Y) s X et Y étant des espaces de Banach,
AMors, pour que £ soit p-sommante, il faut et il suffit qu'il existe C >0 tel

que 1'on ait, pour toute mesure positive p sur X a support fini,

+oo
(1.6.1) IY “y”p as(p) < c? SuP”§“51 I_m ||P dg(pw) o
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En effet, soit

u=2xi%i; Ay 205 in=1.
AMors

Pl an) = Il a2y g 6y ) = 5oy DI asgy

= Doy Gl = ZOGYE )7,
et
[ 1ol ag(u) = T 1617 a3, O (x,)) = Sl (x) 1P = I (e 2P
On voit donc que 1'inégalité (1.6.1) est Squivalente &
)2 ”z(xi/P x,)||P < oF sup 2 | (g x;/P x) P,
clest-a=dire & 1'indgalité (1.3.1).

7
(1.7) THEOREME (Existence d'une mesure de Pietsch). - Soit 4 € £(X , Y) , X

et Y étant deux espaces de Banach ; soit p >0 . Alors, pour que £ soit p-

sommante, il faut et i1 suffit qu'il existe C > 0 et une probabilité de Radon m

sur la boule unité B de X' faible, felle que

(1.701) i x€X, le(x)| < ol x4 €)IP an(e))¥? .

De plus, 1' inf des C , tels que 1'on ait (1.7.1), est égal 2 nb(Z) .
Preuve,

(a) La condition est suffisente, car
S ax )P < P d T Gz, 5 )P an(e) < 0P sup 3 [(x; 5 £)IP

(b) Pour montrer que la condition est nécessaire, nous prenons 4 € nb(X y Y)
et nous cherchons m vérifiant (1.7.1) sous forme d'un élément du dual de 1'espace
C(B) des fonctions continues bornées sur l'espace compact B . Soit x=(x1...xn) ’
une suite finie d'éléments de X tels que tous les z(xi) soient non nuls. A une

telle suite, on associe 1'élément suivant P de ¢(B) .
B—>R
g > 3 lalx)|IP - (m, ()P X x5 9P

Lorsque x varie, ces fonctions forment un c8ne convexe I' de C(B) . Ce c8ne
I est formé de fonctions atteignant un minimum < O , donc il est disjoint du c8ne
convexe ouvert ¢t formé par les fonctions continues strictement positives sur
B . Vu le théordme de Hahn-Banach, il existe une mesure m' sur e(B) qui est po-
sitive sur ¢ et qui est négative sur T . Donc m' est une mesure positive. Di-

visant m' par sa masse, on obtient une probabilité m sur B telle que :

PN W eexg s D 0GPt e))® 2T 1Gye0) [P anCe)

N n=

dtou 1'indgalité voulue en prenant N =1,
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(1.8) COROLLAIRE 1, - Toute application p-sommante est forcément gq-sommante

5i ¢>p.

En effet, vu 1'inégalité de HSlder, on a, avec r =gq/p et (1/r) + (1/r?) =1,

Dl o ate) < 6 1=, 0[PP ([ an(e)) /=

@] < @ 1, e)P aE@)Y? <o [, e)]2 anle))V .

(1,9) COROLLAIRE 2 (Théordme de factorisation de Pietsch)e. = Soit £ une ap-
plication p—sommante du Banach X dans le Banach Y , Soit m 1la mesure de
Pietsch sur la boule unité B du dual faible de X , Alors on a un diagramme com—

mutatif
X < (B) I Lﬁ(B)
(1-90 1) ul k
S -—1-1-——> Y
2

ou Jj est l'injection canonique de (BO(B) dans Lﬁ(B) ’

ob v est l'application x —> y_ avec ‘px(g) =(x 4 E) »

ou S est le sous-espace fermé de Lﬁ(B) s engendré par les fonctions

Ew—> (x5 E) y ot k son injection canonique dans Lﬁ(B) ’

ob uw, est telle gue uz(\vx) = u(x) pour tout x .

Notons que u (q, ) est défini d'apres 1'inégalité (1.7.1). Cette m8me inégalité
montre que u, s défini comme indiqué sur le sous—espace de P engendré par les
‘l’x s est continue & valeurs dans Y ; donc u, est défini sur S par prolongement
continue.

(1. 10) Remarque.

(a) On ne peut pas dire que toute application p-sommante se factorise 3 travers
une injection de Co dans 1P , car on ne sait pas en général prolonger U, s daé-

finie sur S , en un opérateur continu de 1’ dans Y.

(b) Ce corollaire 2 montre cependant que 1l'injection de CO dans IP est 1texem-

ple typique d'application p-sommante.

2+ Lemmes d'approximation.

un processus lindaire de type (> 1) , basé sur le

(2.11) IEMME. - Soit R,
dual d'un espace de Banach X , et décomposé par une V. a. 3 4 valeurs dans un

sous=—espace vectoriel ii de dimension finie de X . On suppose que “R ||* .

Alors il existe une suite @I:; de Vi as Stagées Q —> K.z telle que les processus
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Rri‘ = ( @? » o) vérifient

[

n

IRy - Ri”; < (a)/n .

Démonstration. - Comme 3, est & valeurs dans un sous-espace de dimension finie

de X 5, 0on a Qi € LP(Q » X) . On approche Qi par une fonction étagée Q? telle

que
ey - agnl? @) VP < a/n
On pose 5 = @in/(l +(/n)) , et 1'on introduit les processus lindaires
R{D = (@f v o) et R_f.Ll = R1%/(1 + (1/n)) &

On a

=25 = Frizay 4715 < mrrazmpImnlly + IRI5) < orizmf(a/mien)

]
>

et
[R5 = Ryl < [R5 = REPIG + IRf = Ry[l3
1 A
2 IR3I% + £ = (20)/n s

(2412) LEMME, — Soit X un espace de Banach tel que le dual X' =U ait la

propriété d'approximation métrique :

T1 existe une famille filtrée (Lj)jeJ d'opérateurs de rang fini de U tels que

up gl <15

pour tout u de U

zj(u) - U .

Soit R wun processus lindaire basé sur U tel que ”RH; = A . Alors il existe

une famille filtrée (@z) de v. a. étagées a valeurs dans X telles que les pro-—
cessus RZ = (@2 » o) vérifient
%*
”Rnup <A,
pour tout u de U
Rz(u) ~> Ru dans LP .

Démonstration : Le processus linéaire Sj =R o 23 est représenté par une v. a.

3 valeurs dans un sous-espace de dimension finie de X . En effet, la restriction
Rj de R a Uj étant décomposée par une v. a. pj a valeurs dans Xj = X/Ug ’
il en résulte que le processus R o 4., est décomposé par la v. a. 33 ° p'j . Vu le
lemme, il existe une suite (Rg.l)n de processus linéaires décomposés par des V. a.

étagées et
sup ”R?“; <e

n ¥*
IRy = 845 € (24)/n .
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I1 nous suffit alors de montrer que, pour tout uweU, (Rg u)jn tend vers Ru
dans IP selon le filtre imagé du filtre produit sur J x N , Ceci résulte de la
convergence de (R? u)n vers Sj u , cette convergence étant uniforme par rapport

\

a Jj e

3« Un théoréme typique.

(3.13) THéOREME. -~ Soient X et Y deux espaces de Banach, et € np(X y Y)

avec 1 < p < » . On suppose que X' a la propriété d'approximation métrique. Soit

R un processus lindaire de type p basé sur X' . Alors S =R o 4' est décompo~

sé par une variable aléatoire ¢ d'ordre p & valeurs dans Y s et

(3.13.1) (1417 @) ® < (e |R

Démonstration : On note d'abord que le théoréme (3.13) est évident si R est dé

composé par une v. a. étagée A\ & valeurs dans X : S est alors décomposée par
L o X s et (3.13.1) résulte de (1.6.1). Dans le cas général, vu le lemme 4d'ap-
proximation (2.12), il existe un ensemble d'indices I muni d'un filtre F , et
une famille (Ri) de processus linéaires décomposés par des v. a. étagées 8

avec
11* < IIRI*
Iyl <
(R; w);, —>Ru dans I°(q) .
Alors les V. a. ¥ = 4 o 8 vérifient
1y, 1? @)V < ).

Elles décrivent donc un borné de IP(Q , Y) .

¥*
Ri“p < np(z).

RH'; .

(a) Si Y est réflexif, la boule unité de IP(Q s Y) est faiblement compacte.
Donc il existe un filtre plus fin F!' sur I , et ¢ dans LP(Q s Y) 5 tel que

(1.13,2) ¥ vev=¥' , (y;,v) => (yv) selon F' dans P(Q) faible.
Or les processus R, o YARES Sy sont tels que, pour tout v de V ,
(1.13.3) (s; »v) = (y; » v) =R (4" v) —>R(4" v) = Sv

suivant F dans IP(Q) fort. En comparant (1.13.2) et (1.13.3)s on voit que
S(v) = (y » v) » et S est décomposé par § .

(b) Dans le cas ot Y n'est pas réflexif, on utilise la factorisation de Pietsch
(1.9.1) pour l'application p-sommante 4 . Comme le sous-espace S de GP(B) est
réflexif, on peut appliquer ce qui vient d'8tre démontré & 1'application u, o Joe
Donc R, = Ru! j' est décomposé par une V. a. ¥ a valeurs dans S . Il en ré=-

2 2
sulte que R o 4! = R1 ° ui est décomposé par la V. a. u, o Yy o

(3.14) Applications.

(a) Un opérateur de Hilbert—Schmidt est 2-sommant, Un tel opérateur décompose
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donc tout processus linéaire de la classe d'isonomie de la promesure normale cano-
nique.
(b) Le théordme (3.13) permet de montrer 1l'existence de la mesure de Wiener. A

cet effety, on introduit :

- pour tout réel ¢ , l'opérateur Ga de 8'{3) de convolution par la distribu~
tion G de T. F.
o

¢ (6) = (1+£)?2

[Rappel ¢ s réel, et Ga est une isométrie Hs(g) —_— H§+a(3) 1

1'opérateur (1 + x2)1/P de multiplication par la fomction (1 + x2)1/p s

la mesure de probabilité @ sur R telle que dw(t) = dt/m(1 + t2) :
- un opérateur d'extension e : Hl(I) —_— Hl(g) avec I =[0, 1]
-~ 1'opérateur r de restriction & I des distributions définies sur R .

On rappelle que Ga est une isométrie de LP(E) sur l'espace des potentiels de

Bessel Lp’a(g) et que, d'aprés le lemme de Sobolev, on a une injection continue
de 1P'*(R) dans C’%(}g) si o>1/p.
Dans ces conditions, on factorise de la manieére suivante 1l'injection de OHI(J)

dans CO(I) :
( 1/2)+¢ H(1/2)+6(3)

1(J:) s> B1(1) 2o ml(R) ——2lf20Fe

(1 + x )1/10 S CO(B) . Lg(ﬁ) (1 + t2)-1/P . Lp(],})

2G/2)me 21/ (r) s () x> (1)

Comme la promesure gaussienne vy est de type p pour tout p >0 , on peut réa-
1iser la condition 4 = ¢ >+ pour tout ¢ tel que O < e < 1 o L'injection de
C (~) dans Lp(R) est p-sommante d'aprds (1l.4.a). Vu (1.4.c), il résulte que
1tinjection k de 1(I) dans é)(I) est p-sommante. Vu le théordme (3.13),
tout processus linealre de la classe d'isonomie de y donne, par composition avec
k', un processus décomposé par une V. a. & valeurs dans CO(I) o La loi de cette

Ve a, est la mesure de Wiener.

(3.15) Remarque.

(a) Le lemme de Sobolev donne aussi une injection continue de Lp'a(g) dans
1'espace CB des fonctions holdériennes d'exposant f si O <B <1, et
a>1/p+B.

Le raisonnement précédent peut donc &tre modifié en remplagant CO(I) par CB(I)
si 0<8g <-% .

Le raisonnement d'existence de la mesure de Wiener, classique en théorie des pro-

babilités, est plus simple que le raigonnement précédent, L!'intér&t de la présente
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démonstration est qu'elle s'applique & des cas beaucoup plus généraux (voir [ 3],
[4D).
4 Un théordme de dualité.
La figure est la suivante :
Y <= Q
. :
P(q) B v 2y
(4416) THEOREME,

(a) Soit -(Y ’ V) un couple d'espaces de Banach en dualitéy et 0 < p <« , Soit
2010 Y 12 201t

S un processus linéaire de V dans 2 (q) qui est décomposé par une v. a. A

dlordre p de ( dans Y , Alors S est (Y y p)-somante car
Isv,|IP = IoloG s v) P ap(w)
(4.16.1) NGO uﬁg}” s v) P an ()

<TREIP @ supy ) 1avy) P sup 2 (o) P

(b) Soit U wun autre espace de Banach. Si S est obtenu en composant 1'applica—

tion lindaire o ¢ V —> U avec un processus linéaire R sur U de cotype p »

alors o est (Y » p)-sommante.

En effet,

1vll = [[R(ew )]l = Oflow,]

En reportant cette minoration de Sv, dans (4.16.1), on voit que o est p-

gsommante,

Ce théoréme de L, SCHWARTZ est appelé "théoréme de dualité" pour la raison sui-
vante ¢ Soient deux couples d'espace de Banach en dualité et deux applications 1li-
néaires continues o et B

p sur X Loy <A Q

U <27

avec B' = o . Supposons que l'on connaisse une probabilité cylindrique particulié-
re p sur X de cotype p telle que 1'on sache, par exemple en appliquant le
théordme (3.13) que 5(u) est décomposée par une v. a., d'ordre p & valeurs dans
Y . Alors le théordme (4.16) montre que « est p-sommante, Par une nouvelle ap—
plication du théoréme (3.13), on peut déduire que l'image par « d'une probabilité

cylindrique v de type p s quelconque sur V , est une vraie probabilité sur U .

(4417) Exemple : Soient X et Y deux espaces de Hilbert, et 4 un opéra-
teur de Hilbert-Schmidt de X dans Y , Soit R un processus linéaire sur X de
™ : R(u) = exp(- % ”11”2) . Par application du théordme (3,13), S = R4' est dé-
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composé par une V. a. & valeurs dans Y . Comme R est de cotype p pour tout

p > 0 , le théoreme de dualité montre que 4' est p-sommante pour tout p >0 .
Et une nouvelle application du théoréme (3.13) permet de voir que le composé d'un

processus de type p > 1 » avec un opérateur de Hilbert-Schmidt est décomposé.

[1]

[2]

(3]

4]

(5]

L6]
7]
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