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4-01Séminaire Paul KREE

Equations aux dérivées partielles
en dimension infinie

1re année, 1974/75, n° 4, 17 p.

PROBABILITÉS CYLINDRIQUES ET PROCESSUS LINÉAIRES

par Paul KRÉE

1. Introduction.

Nous allons étudier des prodistributions particulières, à savoir les probabilités

cylindriques ou promesures de probabilité. L’importance de ce ces particulier pro-

vient de la possibilité d’une interprétation probabiliste duale : Si (X, U) est

un couple d’espaces vectoriels (e, v.) réels en dualité séparante, X et U étant

munis de la topologie faible ; à toute promesure de probabilité m sur X , on

peut associer une application linéaire de l’espace U dans un espace de variables

aléatoires (v, a . ) .

(1.1) Une telle application est appelée un processus linéaire basé sur U .

Cette dualité se prolonge dans toute la théorie. Par exemple, à la notion d’image

d’une promesure de probabilité par une application linéaire ~ ~ il correspond la

notion duale de composition d’un processus linéaire avec l’application transposée

de g , Cette situation est analogue à celle de la théorie des fonctions générali-

sées où la plupart des opérations sur les fonctions généralisées peuvent être défi-

nies en transposant des opérations sur les espaces de fonction d’ épreuve. D’ailleurs,

ceci n’est pas un hasard. En effet, la théorie des fonctions généralisées a été in-

ventée par S. SOBOLEV et L. SCHWARTZ parce que la théorie usuelle des fonctions 
ne

, permet pas de résoudre certaines équations aux dérivées partielles : problème de

Cauchy pour l’équation des ondes par exemple. Une distribution T sur R n’est

’ , 

plus caractérisée comme le serait une fonction par la famille des nombres T(t) ,
’ 

mais par la forme (T , (p) en particulier, une fonc-
’ 

tion localement intégrable f définit la forme linéaire9

1 (p)20142014&#x3E;~ f ( t ) dt .

: Or l r étude des applications conduit à définir des "processus" qui ne sont pas des

processus stochastiques usuels, c’est-à-dire des familles (Xt) de variables aléa-

toires indexées par le temps t . Ceci a amené GEL’FAND [2] à développer la théorie

des processus généralisés sur R . Un tel processus généralisé est défini par une

application linéaire de dans un espace de variables aléatoires. En particu-

lier, soit un processus classique représenté par une application f de R

dans l’espace des fonctions mesurables sur un espace probabilisé Q . Si f est

dans la classe d’équivalence d’une application f localement intégrable de R

dans une classe de Lebesgue avec 1 ~ p ~ 00 , alors on peut associer au

processus (X.). le processus généralisé

(1.1.2) ç -&#x3E; J f(t) dt ,
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formule semblable à (1. 1. 1) . L’idée d’introduire les processus linéaires, ou appli-
cations linéaires d’un e. v. dans un espace de v. a. , et d’introduire la probabili-
té cylindrique normale canonique d’un Hilbert-, est due à I. E. SEGAL [~5~.

Notons cependant qu’un processus usuel n’est pas un processus généralisé même si
f ~ L~ ~(P ~ LP(O)) . En effet, le processus généralisé, associé à f , ne change

pas si l’on modifie les Xt pour t , décrivant une partie négligeable N 

Il ne change pas non plus si l’on modifie les X en dehors d’un ensemble de proba-
bilité nulle de Q .

( 1. 2) DEFINITION : Dans tout ce qui suit, (X, U) est un couple dIe. v.

réels en dualité séparante ; X et U sont en général munis des topologies fai-

bles U) et j(u , X) , notées 03C3 pour simplifier.

( 1. 3) Rappels et notations.

(a) Le dual de l’e. v. (X, j) est U : (X , cr)’ = U ;

(b) Une topologie localement convexe e sur X est dite compatible avec la dua-

lité avec U si (X, = u ;

(c) On munit X du système projectif n (X) = (X. , s..} ’où X. = A.

décrivant la bonne famille F c (X) des sous-espaces vectoriels formés de codimen-

sion finie ;

(d) Pour tout i, U. = A7 = (u ~ U ; (x , u) = 0 pour tout x E Ai} est un

sous-espace vectoriel de dimension finie de U. Lorsque A. J. décrit F c (X) ,
Ut = A7 décrit la famille F (X)~ des sous-espaces vectoriels de dimension finie
13- c

de X .

(e) Si (0, 0 , p) est un espace probabilisé, on suppose la tribu S complète,
et l’on note l’espace des classes d’équivalences d’applications mesurables

de Q dans R qui sont égales presque sûrement, c’est-à-dire P-presque partout.

Pour 0  p  ~ , on définit de même la classe des classes d’équivalence
des v. a. ayant un moment d’ordre p.

(1.4) DÉFINITION.

(a) Un processus linéaire basé sur l’e. v. relatif à l’espace probabilisé

(0 , r; ,p) est une application linéaire R ~ U dans 

(b) Soit R’ un autre processus linéaire basé sur U , relatif à un espace pro-

babilisé (0’ , 0’ , pt) . On dit que R et R’ t sont isonomes si R et R’ t as-

socient à toute partie finie (u ... u ) de U deux ensembles isonomes de va-

riables aléatoires, autrement dit les v. a. vectorielles ... Ru) et

(R’ u ... R’ un) ont même loi;

(c) La restriction du processus R à U sous-espace vectoriel U’ de U est

la restriction à U’ de l’application linéaire R,
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( 1.5) DEFINITION. - Soient (X, u) un couple d’espaces vectoriels en dualité

séparante, e une topologie localement convexe sur X telle que U = (X . e) t ,
et CL la tribu borélienne correspondante, on dit qu’une v. a.

f : (O. 5)2014&#x3E; (X , 

décompose le processus linéaire R basé sur U et relatif à (0, ~ , P) ~,

pour tout u de U ~ on a p. s.

R(u) =u 0 f

on écrira

u 0 f = (f , u) .

Plus explicitement, il est clair que toute application mesurable

f : (Q , S)2014&#x3E; (X , àg)
définit un processus linéaire u ~2014&#x3E; u c f . Nous verrons que la réciproque est

fausse.

Un problème fondamental de la théorie est de savoir quand un processus linéaire

est décomposé. En effets du point de vue probabiliste, si on ne s’intéresse qu’à ce

processus linéaire, on peut alors remplacer (0, t; ,p) par (X, tL ~ f(P)) et

les v. a. Ru par les applications (u y f) . Et du point de vue pratique (heuris-

tique) , faire des épreuves sur le processus linéaire revient alors à choisir un

point w de X , au hasarda selon la loi P. Examinons d’abord un cas particulier.

(1.6) LEMME. - Tout processus linéaire basé sur un espace de dimension

finie est décomposé par une et une seule v. a. fi à valeurs dans le dual Ul
de U..

En effet, si f existe , on doit avoir

(l.6.l) u ~ Ui , R.’ u = (u , f) .

Rapportons U. J. à une base £1 ... ~n , et soit ei ... en la base duale, ce qui

donne une identification 
.

(1.6.2) ~ll 1=1 ~i ~i 20142014~ 

L’application f = f o a est définie par n application f1i ... f.. De (1.6. 1),
il résulte que :

f~ = R.(El) -~ ! ~=~i~n~ ’
et l’application 0153-l o f décompose R..

(1.7) Probabilité cylindrique : Si R est un processus linéaire, basé sur un

espace vectoriel U de dimension quelconque, on peut appliquer le lemme précédent
à R. , = U. OE F (X)L . On rappelle que la transposée de l’injection canoni-
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que de U. ]. dans U est la surjection si de X sur U’i étant identifié

au quotient x. - X/U.. Si U. et U. sont deux sous-espaces vectoriels de di-
i i 1 J

mension finie de X’, le lemme (1.6) montre qu’ il existe des applications

f. : 0 .."r&#x3E; X. et f.: 0 ..-.&#x3E; X..

(1.8) La f amille des f. est cohérente au sens suivant: Si 

alors f. = s .. o f . où s .. est la surjection canonique de X . = sur

J lJ 1 - l~ 1 ].-

x . ~ X/U..
J J

En effet, soit dim U. J = n et dim p . Rapportons U , J à une 

que l’on complète par E 
1 

... E 
p+n 

de façon à obtenir une base 
de Ui . Soit 

p
e 
1 

... e 
n+p 

la base duale de Xi .. Identifiant ainsi X . à et X . à R ,
on voit que s., est la projection canonique (xl...X ) ~ (Xl...X ) . CommelJ 1 n+p 1 n

f. = (RE 
1 

... RE ~ , s .. o f . est (RE 1 ... = f ..
1 1 n+p J.J 1 1 n J

Vu la transitivité de la notion d’image d’une mesure, on voit que les lois de

probabilités m. ]. -- f . 1 (p) des v, a. f. ]. sont cohérent0153 au sens suivant:

m . = s .. (m.) pour toute surjection canonique si . . Xi ~ X..

(1.9) PROPOSITION.

(a) La donnée d’un processus linéaire R basé sur l’e. v. U, en dualité 

rante avec X , est éuivalente à la donnée d’un système cohérent d’applications

mesurables f. : 0 ~ Xi ;
(b) La donnée du processus linéaire R entra2ne la donnée d’une promesure de

probabilité m = (m.) sur X , telle que, pour tout i, m. - f . (p) . S1 R et
1- 1 1 ...~r~ .r

RI sont deux rocessus isonomes basés sur U , les promesures de probabilité cor-

respondantes m et m’ sont identiques.

(c) Etant donnée une promesure de robabilité quelconque m = (m. sur 

dualité avec U , on peut trouver un rocessus linéaire R basé sur U tel ue

l’on ait m. = f.(P) pour tout i, (f.) étant le système cohérent des applica-
1 1 ].

tions f . : 0 -~-&#x3E; qui caractérisent R .
-...._... ].

Preuve.

(a) et (b) sont clairs. Soit m ~ m. ]. une promesure de probabilité sur X , et

cherchons à lui associer un processus linéaire R . Soit (~j)j une base algébri-
JJ

gue de U . La restriction R. 1. de R à un sous-espace vectoriel U. 1. de dimension

finie est caractérisée par la famille finie ~i des v, a. k décrivant

la partie finie de J correspondant aux vecteurs formant une base de

U.. Or la loi conjointe des RE ! (k E 03A6j), est la loi m.. Lorsque i varie,

ces lois conjointes forment un système de lois sur les espaces R , qui sont

compatibles au sens d’un théorème bien connu de Kolmogorov. D’après ce théorème,

les Re. ]. existent; et par conséquent, le processus linéaire R existe.
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(1.10) Remarque.

(a) Si l’on 
examine la , preuve 

de (1.9.c), on . 
voit que l’on a , ident . if ié , par le

choix d’une base, U a R(r) , espace des sultes de nombres réels indexés dans
I , mais nuls sauf un nombre fini. On sait que le dual algébrique de R est
. 

.

D t autre part, on a un plongement

X --&#x3E; RI

X ~&#x3E; (x , £.).m
et la probabilité construite P était une probabilité sur R3 , Autrement dit, une
probabilité cylindrique est représentée en général par une vraie probabilité P

sur le dual algébrique de U

X c u*
.

.

.

U

mais cette probabilité n’est pas portée en général par la partie X de U~’ .

(b) Soit (X, U) un couple d’espaces vectoriels réels en dualité, et soit m

une mesure de probabilité sur une tribu L de X contenant l’algèbre de Boole a

des cylindres. Alors pour toute surjection canon.ique si : X ~ Xi , on peut
poser i = si(m) . On définit ainsi une promesure de probabilité  - ( i) sur

X . Si a engendre L, alors  - 0 entraîne m = 0 ; et l t application m ~ 

est une injection des probabilités sur L dans l’ensemble des promesures sur X .

2. Transformation de Fourier.

(2.11) DEFINITION. - Soit R un processus linéaire basé sur un e. v. réel

U . La transformée de Fourier de R est la fonction : 

U --&#x3E; C

u ~.-..,.&#x3E; iRu)

(2.12) Remarques préliminaires:

(a) Pour tout sous-espace vectoriel Ui de dimension finie de U , on a :

A
i J.

(b) En particulier, si U i est engendré par un vecteur E ~ 0

Autrement dit, R est la transformée de Fourier de la loi de la v. Rel.1
(c) Plus généralement, si U. J. admet une base E 1 ... 

R U Z.. _ e - iR(03A303BBj E . ) - ex (-. i 03A303BBj R~j)].

Donc, RBUi est la transformée de Fourier de la loi conjointe des ’V’. a.
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REl ... Or cette été notée m. dans (1.9.c). Donc, le résultat

suivant.

(2.13) PROPOSITION. - Soit m une promesure de probabilité sur X . Alors la

T. F. d’un processus linéaire quelcooque _de la classe d’isonomie de m coïncide

avec la T. F. de m .

(2.14) Nous utilisons deux propriétés classiques:

(a) Soient X. et X. deux espaces vectoriels de di-mension finie et d’une appli-

cation linéaire de Xi dans X.. Soient m’et m" des lois de probabilité sur

X. et X.. Alors .t(m’) = m" si, et seulement si, mil = É’ o.t’ ;
i J

(b) Soit X. ]. un e. v. de dimension finie. Alors, pour qu’une fonction complexe

ç sur Xl soit la transformée de Fourier d’une mesure de probabilité sur Xi ’ il
faut et il suffit que 03A6 vérifie les trois conditions suivantes:

ç continue;

W(°) = 1 ;

ç définie positive: V n , V xl... , x 
OE Xi’ V al ... aN complexes,

1,J i j 1. J 
’

La propriété (2.14.b) est le théorème de Bochmer. On a alorà la proposition ,

suivante qui prolonge naturellement (2.14.b).

(2.15) PROPOSITION. - Soit 03A6 une fonction ,à valeurs complexes définies sor
U . Alors pour que 03A6 soit la T. F. d’un processus linéaire basé sur U , il faut

et, il suffit que 03A6 vérifie ££s trois conditions suivant£s :

(a) La restriction de 03A6 à tout sous-espace U. ]. de dimension finie est conti-

nue ;

(b) W(°) = 1 ;

(c) La restriction de 03A6 à tout sous-espace U. de dimension finie est définie
1

positive.

Démonstration: La condition est nécessaire d’après les remarques préliminaires.

Montrons qu’elle est suffisante. Il suffit de montrer d’après (1.9.c) que l’on peut
trouver une probabilité cylindrique m = telle que, pour tout on ait

É = R. ru.. Le théorème de Bochmer montre que, pour tout i, la transformée de
1 1. 1

Fourier inverse de Ui est une loi de probabilité sur X.. La propriété
(2.14.a) montre que le système des lois m. 1. est cohérent, car la transposée d’une

surjection s .. : X . --&#x3E; X. est l’injection de U. dans U..
1J 1 J J 1

(2.16) Inégalités vérifiées par une fonction Q vérifiant les conditions de

la proposition ( 2 . 1 5 ) : 
..
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(a) Pour tout ueU , )$(u))~:l ;

(b) Quels que soient u v dans U y

)$(u) - ~(v))~ ~ 2(~(0) - Re ~(u - v)) .
Donc, si 03A6 est continue à l’origine, alors $ est uniformément continue.

Démonstration. - Remplaçons U par le sous-espace U. engendré par les vecteurs

u et v . H existe une loi de probabilité m sur le dual de Ui telle que :

? w ~ U~ ; $(w) = J e"~ 
On a donc :

~(u)) ~ J = J = 1 .

D’autre part, si a et b sont des nombres réels, on a

= = (e~~)-l)(e-~~Li) = 2-2 cos ( a - b) .
D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc :

k(u) - ~(v)t’ = )J (e-~) - e-~~) 
~ J te-~ - e~~~~ dm,(x) . J dmjx)

= 2 f ((l-cos x(u-v)) = 2($(o)-Re $(u-v)) .

(2.17) Probabilités cylindriques et vraies probabilités : Soit (X ~U) un

couple d’e, v. en dualité séparante. Une probabilité cylindrique m sur X est

définie par une famille cohérente de probabilités m, sur les espaces X. = X/U~ .
On note s. la surjection canonique de X sur X :

(2.18) DÉFINITION et LEMME. - Pour tout i , et tout borélien 03B2i de Xi,
l’ensemble C est appelé un cylindre, et est une base du cylindre

C . L’application :

(2.18.1) C = --&#x3E; m~(p~) = dm~
est une forme linéaire additive sur l’algèbre de Boole C(x) formée par les cylin-
dres de X 

Preuve.

(a) Pour montrer que C(x) est une algèbre de Boole, il suffit de montrer que la

= s-1i(03B2i) et D 
= s-1j(03B2j)est un borélien de X. = X/U.. Posons Uk " Ui + Uj, Ui et Uj 

" Uk

=~j~ ~
On a

C = (~ . s~-~P,) = s~(~) ; D = ~(~) .
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Autrement dit, deux cylindres quelconques ont une même base. D’où

C uD= f~) e C(X) ;
(b) Montrons que l’application (2.18.l) est bien définie, c’est-à-dire que le

second membre ne dépend pas de la base choisie pour représenter C . Supposons :

C = = 

et montrons que m.(p.) = m.(p.) . On introduit encore X défini comme précédem-
ment. On a

~i) = ~j) ’ ~ki~) = ~ ’ ~~) = ~ ’
d’ou

~(P~) = m~) .
C’est le point de vue ensembliste de la théorie des promesures. Du point de vue

des formes linéaires, rappelons qu’une promesure de probabilité définit une forme

linéaire positive sur (B .(x) .
3. Relations entre certaines tribus d’un e, v, t.

Soit X un e. v. t. On étudie à présent les relations d’inclusion ou d’égalité

qui existent entre la tribu Ë engendrée par les cylindres~ la tribu (B,- de

Baire, et la tribu borélienne B0. On a toujours .

~"~z" % ’
Notons que les résultats qui suivent restent vrais si l’on remplace F 

c 
par une

bonne famille quelconque.

(319) THÉORÈME. - Soit (K ) une suite croissante de compacts de X , et

K . Alors ? 

Preuve : II suffit de montrer que (B-fR c: (B 

(a) Soit M = la partie de (B (x) formée par les fonctions B mesura-

de leurs restrictions au compact Kn.D’après le théorème de Stone-Weierstrass, M == (B - )K est dense dans l’espace

C"(K) muni de la norme de la convergence uniforme. Comme les éléments de

sont ((B Kn)-mesurables, les éléments de ("(K) sont également

(? c )-me surab le s .

(b) On sait que (B est engendré par les ensembles Z = f" (o) ~ où f décrit

CP(X) . Donc Z nK~ ßZ|K, et Z nK== Vu (a),

f"~(o) n K .

Donc B K c: (B JK ; soit finalement ßZ|K = (B JK pour tout compact K de X .

(c) Appliquons ce résultat aux K .
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V B e ? , V n , 3 L ~ (B , K ;
comme les suites K et L’ == ~km LK sont croissantes, on a :

= n (~Kn) = (~nL’n) n R ~

On a donc E-fRc S R ; soit R.

(3.20) COROLLAIRE. - Si X est le dual d’un espace de Fréchet U , X étant

muni de la topologie faible, ou de la topologie de la convergence compacte, alors

"c -"Z - °

En effets soit V une suite décroissante et fondamentale de voisinages convexes

équilibres de l’origine de U . Les polaires V de ces voisinages forment une

suite croissante d’ensembles compacts de X qui recouvrent X . On peut donc ap-

pliquer le théorème (3.19) avec R = X .

](3.2l) PROPOSITION. - Soit U un espace de Fréchet séparab,le, et soit X son

dual, muni de la topologie faible ou de la topologie de la convergence compacte.
Alors sur X ~ on a (B = ~ == ~ ~

II suffit de montrer S . Soit (u~) un système fondamental de 

nages ouverts de zéro dans U ~ et soit (y.) une suite partout dense TI . Pour

tout n , U est un convexe ferme appartenant à (B car :
n c

|(x , yi)| Î  1 pour tout i tel que yi ~ Un}.
En outre, U est un compact métrisable. Soit A ferme dans X . Posons

~ = A n U~ ."
Dans le compact métrisable de type dénombrable U0n , la topologie admet une base

d’ouverts appartenant à S . Le fermé A de U 0 est un G , et chaque ouvert
" c n n cr

est une réunion dénombrable de la base contenue dans ßc , donc A 
n 

A =UA~e ~ .
(3.22) LEMME. - Soit U un e. v. t. 1. c. où il existe une suite dense, et

soit X son dual. Soit V une suite de parties de X , convexes, équilibrées,

03C3-(X , U)-fermées et ëquicontinues. Alors C=U (v) appartient à la tribu de X

engendrée par les ensembles cylindriques.

En effets V = (V ) y et V est un voisinage de zéro dans U , convexe équi-

libre, o- ferme pour la topologie X) , donc fermé pour la topologie ini-

tiale de U . Vu le leumme de HAHN-BANACH, V est l’adhérence de son intérieur.

Donc, il existe une suite de points de V n tels que :

Vn= (V0n)0 = ~k {x ~ E; t(x , 1 l) .

Donc V eB et C = U V =(B .
ne ne’ &#x3E;
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(3.23) PROPOSITION. - Soit U un e. v. t. 1. c. s. de topologie t ~ U’ =X

son dual, et soit Y un sous-espace vectoriel de X . S’ il existe une topologie
v. t’ sur U , métrisable , moins fine que t , donnant Y comme dual de

(U , t’) , alors Y 

Preuve : Soit (u ) une suite fondamentale de voisinages de 0 dans (U , t’) .
Chaque (u ) étant un voisinage de 0 pour t , U est une partie de X , con-

vexe équilibrée pour la topologie 03C3(X , U) fermée et équicontinue. On a G===U U .
Vu le lemme (3.23)~ on a G e (8 .

c

(3.24) Exemples.

(a) Prenons pour U ~ l’espace de Schwartz B ~ muni de la topologie usuelle. On

a X = C’ . Montrons que 6’ e Bc .En effets 5* est le dual de D , muni de la

topologie induite par S .

(b) On voit de même que (&#x26;~ ~ H~ ~ ... appartiennent à la tribu cylindrique de

~ .

(3.25) THÉORÈME (Forme ensembliste du théorème de Prokhorov). - Soit X un

e. t. Soit CL une algèbre de Boole de parties de X . Soit m une forme additive

(finie) positive sur GL qui est F-tendue :

(3.25.1) fermé e a , avec F = A et 

On suppose :

(3.25.2) V e y B K compact tel que A ~ 03B1 , AnK=§ ====&#x3E; m(A)  ~ ,

alors m est 03C3-additive sur CL .

Preuve : Raisonnons par l’ absurde : supposons qu’il existe une suite (An) ~ 03A6 ,

(A 
n 

e QL) ~ et cy &#x3E; 0 tels que i~(A.) ~ cy pour tout n . Soit F = A ~ tel que
~(A~) - 2"~ (y et posant F~ = F~~ F~ ~ on a~ pour n ~ 2 ~

~n~==~n~ ~~2~i-~ ~
~n~ ~~~=2~~~~

Donc m(F~) &#x3E; cy/2 . Prenons e  o/2 ~ et soit K tel que (3.25.2). On a
(F’) ~03A6 , et la suite des F’ n K est une suite décroissante de compacts non

vides (car e  (y/2) . Par conséquente l’intersection de ces compacts serait non
vide, ce qui est contradictoire, car (Fn)~03A6 .

(3.26) LEM!"0152. - La promesure normale canonique d’un espace de Hilbert sépara-
ble ne définit pas une vraie probabilité sur la tribu borélienne.

Soit B(R) la boule de rayon R centrée à l’origine de l2 . Soit 03BD de T. F.

03BD(u) = exp ( l 2)
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Si v définissait une vraie probabilité P , on aurait 1 = P(B(R)) .
donc

(3.26.1) V e &#x3E; 0 , il existerait R avec P(B(R) ) ~ 1 - £ .

Soit m = s (v) la probabilité normale réduite sur l’espace euclidien Rn .
Soit B n (R) la boule unité de rayon R de cet espace. 

= dx .

Passons en coordonnées polaires

P(B(R) ) 6 sn exp(- ~ r2) dr ,
où s 

n 
= im" /r((n/2) + 1) est la surface de la sphère unité de dimension n - 1 , 

plongée dans # . D’où :

PBR»  (203C0)-n/2 n03C0n/2 0393(n/2) R0rn-1 dr = 

Rn 2n/2 0393((n/2) + 1) ’
Or cette quantité tend vers zéro lorsque n tend vers + ~ . On trouve donc

P(B(R)) = 0 pour tout R ; d’où une contradiction avec (3.26.l).

4. Quelques propriétés algébriques.

(4.27) Translation par un vecteur a de X: Si R est un processus linéaire

on définit son translaté par le vecteur a de X

U ..!L&#x3E; 
(4.27.1)

u t20142014&#x3E; Ru + ( a , u) .
A 

_

La T. F. du nouveau processus est R(u) = 6(exp("- iR(u))) =(exp(- i(a , u»)~(u) .

(4.28) Image par une application linéaire d’une probabilité cylindrique. Com-

posé d’un processus linéaire avec une application linéaire : Soient deux couples

U) et (y, U) d’e. v. en dualité séparante, R un processus linéaire basé

sur U représenté par une probabilité cylindrique m sur X. Soit £ une appli-

cation faiblement continue de X dans Y , et soit l’application transposée

X 20142014&#x3E; Y
..

-R- u l’ V

On définit le composé de R avec ~’ par S = définit l’image de m

par l comme étant la probabilité cylindrique sur Y représentant le processus
R 1) j~’ . La T. F. du nouveau processus est :

= v))] .

D’où

(4.28.1) §(v) = R(~’ v) .
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(4.29) Somme directe de processus linéaires: Soient R et S deux processus

linéaires basés sur des espaces vectoriels U et V respectivement, on définit

T = R (f) S par

lV = U EB V -&#x3E; 

(u E9 v) -&#x3E; Ru + Sv o

il ne faut pas confondre cette opération avec l’opération "somme des deux proces-
sus linéaires", cette dernière opération n’étant définie que si les processus à ad-

ditionner R et S sont définis sur le même espace U , et R + S étant défini

sur U . L’opération ~ est très importante dans les applications, lorsqu’on doit

étudier simultanément deux processus.

(4..30) PROPOSITION. - Soient 1 , 112 et v is4 probabilités cylindriques
sur X , Y et Z = X Et) Y représentant respectivement les processus R , S et
T .

( a) Supposons R e t S indépendants : V N, V P , V (u1...un) , V (v1...vp)’
,)£s lois conjointes des deux v, a, vectorielles suivantes sont indépendantes

... ~~l ° ° 
Alors on peut construire v à partir de 1-11 et 112; et l’on écrit

’J = 1 ~ 1-L2 .

(b) Mais, dans le cas général, on ne peut pas construire 03BD à partir de 1 et

de 2 .

Démonstration: Par définition, v représente T = R © S .

(a) on définit d’abord 03BDij 
= (J’i.(V) ,où J , ij est la surjection canonique de

X x Y sur X. x Y.. Vu la condition d’indépendance, on trouve
1. J

"ij = si (111) ~ ~j (112) .
Lorsque 1 et j varient, On obtient ainsi Un système projectif. Or Si Ck est

un sous-espace fermé quelconque de codimension finie de Z = X EB Y , où W

est le produit des projections canoniques U. et V. de C|k sur les facteurs U
1. J k

et V . D’où

Ck :J U. Cf) V..
D’où, sur surjection canonique

cr: Z/ (U7 Et) -&#x3E; 

on peut de la mesure si( 1) ~ Sj( 2) , avec
s . : X -&#x3E; X/U7, s.: Y -&#x3E; Y/V: .

J. 1 J J

En faisant varier Ck , on obtient ainsi la probabilité cylindrique sur Z = X$y

qui représente T .
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(b) il en est déjà ainsi si dim X = dim Y = 1 , car il existe sur R2 une infi-

nité de probabilités gaussiennes ayant des projections données sur les axes.

5. Processus linéaires continus.

(5.31) Rappel sur les divers types de convergence :
- Définition de la convergence en probabilité d’une famille de v. a. :

(X ) 2014&#x3E; X en probabilité P((JX - XJ) &#x3E; 5) 2014&#x3E; 0 ;
- La convergence en loi d’une famille de v. a. est la convergence étroite des

lois de probabilité de ces v. a. ;

- La convergence en moyenne (d’ordre p ) est la convergence dans L (dans L )
CV en probabilité =&#x3E; CV étroite =&#x3E; CV vague

11 
, 

11
CV en moyenne d’ordre p ===&#x3E; CV en moyenne

De plus, la ev presque sûre (ev ponctuelle presque partout) implique la ev en
probabilité s’il s’agit de la CV d’une suite, et la CV en loi implique la CV en

probabilité s’il s’agit d’une CV vers une v. a. constante.

(5.32) Définition de la continuité, type et cotype d’un processus linéaire :
Soit (X. , XI) un couple die. v. en dualité, X’ étant muni d’une topologie locale-

ment convexe t telle que (X ’ , tl ’ = X .

(a) Un processus linéaire est continu si R est une application continue :

(X’ , t) 2014-&#x3E; munie de la topologie de la CV en probabilité ;

(b) Soit p &#x3E; 0 ; R est de type p si R est continu et à valeur dans 

(c) R est de cotype p si R est injectif, à valeur dans et si

R : t) 2014&#x3E; Im est tel que R est continu.

(5.33) Remarques.

(a) Si t est définie par une norme, soit B la boule unité de Alors :

R est de type P ====&#x3E; ~R~*p  sup03BE~B~R(03BE)~p  

(b) On appelle m la loi de probabilité de la v. a. R(g). Alors

= 

Alors

R est de type p =&#x3E; sup~03BE~1~R(03BE)|p = ~m~*p .
(c) Caractérisation par les normes , t étant définie par une norme.

R est de type p ===&#x3E; C~u~ ,
P

R est de cotype p =&#x3E; ~Ru~
Lp 

 C~u~ 
,
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(d) Les points (a) , (b) et (c) de la définition précédente sont indépendants de

Q : par exemple, si R est de type p (respectivement cotype p ) tout processus
isonome à R est de type p (respectivement de cotype p ). Ceci tient au fait

que les notions de la définition (5.32) peuvent être exprimées en termes de lois.

(5.34) Exemple : On vérifiera que la probabilité normale canonique sur un es-

pace de Hilbert est, pour tout p &#x3E; 0 , de type p et de cotype p. Ceci s’inter-

prête en terme de plongement de la façon suivante : l’espace de Hilbert H est,

comme espace de Banach, isomorphe à un sous-espace de LP pour tout p &#x3E; 0 .

(5.35) THÉORÈME (Caractérisation des processus linéiares continus). - On con-
sidère un couple XI) dIe. v. en dualité, un processus linéaire R basé sur

X’ à valeurs dans On suppose que X’ est muni d’une topologie localement

convexe e telle que (X’ , 9 ) ’ = X . Alors les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

(a) R est un processus linéaire continu ;

(at) R est continu à l’origine ;

(b) L’application 03BE e XI 2014&#x3E; m ~ JH (où JK est muni de la topologie étroite)
est continue ;

(c) R est continue.

Preuve :

Evidemment (a) ====&#x3E; (at).

(a) ===&#x3E; (b) , car la CV en probabilité implique la CV étroite ; (b) =+ (a’ ) , car

la ev étroite vers une v. a. constante (ici 0 ) implique la CV en probabilité.

(b) =&#x3E; (c). On considère (§ . ) convergeant vers 03BE . il faut montrer

2014&#x3E; R(S)

J J

Et l’hypothèse (b) donne

J e (t) -&#x3E; J e dm " (t) = 

Supposons (c) , et montrons (b). D’après le théorème de Paul Lévy, il suffit de

montrer que si Sj 2014&#x3E; ~ ~ alors 2014’&#x3E;m uniformément sur tout compact soit,

d’après la remarque (2.12.b) : J 

’3 tô &#x3E; 0, ===&#x3E; 2014&#x3E; uniformément.

Or vu l’hypothèse (c) , V e &#x3E; 0 ~ V V voisinage de 0 dans X’ , S 1 ... 
entratne

R(S2)! ~ e .
Et d’autre part, pour t :fixé, vu la convergence de vers 03BE , il existe une
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partie F du filtre telle que :

S + 0 V.
Ce qui implique ,

~~ ~0 ’ ~ ~0~ ’ R(ts)1 ~ E .
On signale une variante uniforme du théorème (5.35).

(5.36) THÉORÈME. - Soient L un ensemble d’indices, et une famille

de processus linéaires. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) est une famille équicontinue de processus linéaires ;

(a’ ) Les applications linéaires Rae sont équicontinues à 1~origine ;

(b) Les applications = loi de la v. a. R.&#x26; (S) sont équicontinues
en tout point ~ de X ’ ; .

(c) est un ensemble équicontinu d’applications.

6. Exemples de processus linéaires.

(6.37) Mouvement brownien sur 1 = (0 , 1) : Un bruit blanc gaussien sur 1

est tout processus linéaire R sur H = L2(r) de la classe d’isonomie définie par

la probabilité normale canonique sur H (i. e. tout R tel que

R(u) ==exp( -~)ju~ ).
Intuitivement , le mouvement brownien B est le mouvement d’une particule dont la

vitesse est un bruit blanc gaussien et tel que B(o) = 0 . De façon précise, B

est solution du problème de Cauchy stochastique :

(6.37.1) B( = (bruit blanc gaussien)
(6. %, i) 

(B~=0 .
On cherche, par la théorie variationnelle des problèmes aux limites (théorie de

SOBOLEV) un espace de Hilbert K de distributions sur 1 tel que le problème (6.
37* l) définisse un isomorphisme p : K 2014&#x3E; H . On appelle p l’isomorphisme cor-

respondant au problème déterministe

H 

( (6.37.2) ~
L 0 ( ) 20142014H’20142014201420142014K’

(~"’1 ) 1
Dans le cas déterministe, il faut résoudre, au sens des distributions

(f’(t) = n(t) n arbitraire dans 
(6.37.3) (f(o) ~ =0 .
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Posons

Hl = Gl * L2(r) = (f; J (1 + g2)IÍ(g)12 dS  oo}

OH! g e H et g(o)=0) muni de la norme :

11h11 = inf{llgli. avec et g(o)=0) .
H

Alors l’application

g e Hl 2014&#x3E; g’ e 

est un isomorphisme , d’inverse noté J. 

J : 2014&#x3E;g avec de .

Un mouvement brownien est alors représenté par RJ’ = B .

(6.38) Processus de Orstein-Uhlenbeck : Les fonctions de Bessel G 
s 

étant dé-

finies par leurs transformées de Fourier

Gs (s) = (1 + IIsIl2)-S/2 .
Posons

HS =G * L2(R) .
On considère un bruit blanc gaussien L sur L 2(g) , et son opérateur de corré-

lation CL défini par

fi (C u) 
Donc ici CL est l’identité de L2, et on a le diagramme :

L2(R) G1* H1(R)
CL T i -;M = ~2~

L 2(0) 1 L 2(R) 

où * ) oC- o (G * ) = G2 * est un isomorphisme de sur 

M = est le processus de Orstein-Uhlenbeck basé sur R-l(l!) .
Remarques : On peut considérer la ligne supérieure comme représentant un système

physique et une probabilité cylindrique sur Hl , la ligne inférieure comme son in-
terprétation en termes de processus linéaires : c’est l’interprétation duale, ana-

logue à l’interprétation duale intervenant en théorie des distributions. En termes

physiques, "faire passer dans une boite de réponse impulsionnelle G ", se traduit
en termes mathématiques par la composition de L avec G ~ . On obtient ainsi un

processus linéaire M dont la classe d’inonomie est représentée par la probabilité

cylindrique sur H .

(6.39) Processus du type Poisson : On rappelle que la loi de Poisson TL de

moyenne À est la loi de probabilité.

= Ill exp(- À) Àn/m! ôn .
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La transformée de Fourier de cette loi est

TIÀ(u) = J exp(- iux) d03C003BB(x) = exp(- X) 1 É exp(- inu) = exp(- X + À exp(- iu) .
La loi de Poisson centrée est 

B) = Z nr 03B4n-03BB(x) .
On a

== ~À(u) .
Soit (00’ f;O ,m) un espace mesurée la mesure m sur S~ étant positive de

masse finie. Un processus de Poisson de paramètre a &#x3E; 0 sur 03A90 est un processus

R basé sur de transformée de Fourier.

f --&#x3E; = exp[- a(1 + i J fdm)] .
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