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Séminaire Paul KREE 4-01
Equations aux dérivées partielles

en dimengion infinie

ire année, 1974/75, n° 4, 17 p.

/ ’
PROBABILITES CYLINDRIQUES ET PROCESSUS LINEAIRES

par Paul KRﬁE

l1e Introduction.

Nous allons étudier des prodistributions particulidres, & savoir les probabilités
cylindriques ou promesures de probabilité. L'importance de ce ces particulier pro-
vient de la possibilité d'une interprétation probabiliste duale : Si (X » U) est
un couple d'espaces vectoriels (e« v.) réels en dualité séparante, X et U étant
munis de la topologie faible ; & toute promesure de probabilité m sur X , on
peut associer une application linéaire de l'espace U dans un espace de variables

aléatoires (v. a.)e.

(1.1) Une telle application est appelée un processus linéaire basé sur U .
Cette dualité se prolonge dans toute la théorie. Par exemple, & la notion d'image
d'une promesure de probabilité par une application linéaire £ , il correspond la
notion duale de composition diun processus linéaire avec 1l'application transposée
de 4 . Cette situation est analogue & celle de la théorie des fonctions générali-
sées ou la plupart des opérations sur les fonctions généralisées peuvent 8tre défi-
nies en transposant des opérations sur les espaces de fonction dtépreuve., D'ailleurs,
ceci n'est pas un hasard. En effet, la théorie des fonctions généralisées a été in-
ventée par S. SOBOIEV et L. SCHWARTZ parce que la théorie usuelle des fonctions ne
permet pas de résoudre certaines équations aux dérivées partielles : probleme de
Cauchy pour 1l'équation des ondes par exemple. Une distribution T sur R n'est
plus caractérisée comme le serait une fonction par la famille des nombres T(t) ’
mais par la forme linéaire ¢ F——> (T ’ @) sur @(B) s en particulier, une fonc-

tion localement intégrable f définit la forme linéaire,
(1.1.1) (p)-——>\rf(t) o(t) at .

Or 1'étude des applications conduit & définir des "processus" qui ne sont pas des
processus stochastiques usuels, c'est—a—dire des familles (Xt) de variables aléa-
toires indexées par le temps t . Ceci a amené GEL'FAND [2] & développer la théorie
des processus généralisés sur R . Un tel processus généralisé est défini par une
application linéaire de @(@) dans un espace de variables aléatoires. En particu-
lier, soit un processus classique (Xt>t représenté par une application f de R
dans l'espace des fonctions mesurables sur un espace probabilisé Q . Si f est
dans la classe d'équivalence d'une application f localement intégrable de R
dans une classe de Lebesgue LP(Q) avec 1 < p £ » » alors on peut associer au

processus (x le processus généralisé

6t
(1.1.2) o> | £(t) o(t) dt »
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formule semblable & (1.1.1). L*'idée d'introduire les processus linéaires, ou appli-
cations linéaires d'un e. v. dans un espace de V. a., et d'introduire la probabili-
té cylindrique normale canonique d'un Hilbert, est due & I, E., SEGAL [5].

Notons cependant qu'un processus usuel n'est pas un processus généralisé m8me si
fe L]l.oc(B- ’ LP(Q)) . En effet, le processus généralisé, associé & f , ne change
pas si 1l'on modifie les Xt pour t , décrivant une partie négligeable N de R .
I1 ne change pas non plus si 1l'on modifie les X
bilité nulle de Q.

; oP dehors d'un ensemble de probe-

(1.2) DEFINITION : Dans tout ce qui suit, (X ’ U) est un couple d'e. v.

réels en dualité séparante ; X et U sont en général munis des topologies fai-

bles o(X y U) et o(U , X) , notées o pour simplifier.

(1+3) Rappels et notations.

(a) Le dual de 1'e. ve (X 5 0) est U: (X ,0)' =U 3

(b) Une topologie localement convexe 0 sur X est dite compatible avec la dua-
1ité avee U si (X , 8)' =

-e

(c) On munit X du systdme projectif HC(X) = {Xi Sij} you X, = X/Ai » A
décrivant la bonne famille FC(X) des sous—espaces vectoriels formés de codimen—
sion finie 3

(a) Pour tout i , Ui=A'J.':= fueU; (xyu) =0 pour tout x€ Ay} est un
sous-espace vectoriel de dimension finie de U . Lorsque A, décrit FC(X) R
Uy = A‘]!'. décrit la famille FC(X)"‘ des sous-espaces vectoriels de dimension finie
de X .

(e) si (0 sy © 4 P) est un espace probabilisé, on suppose la tribu & compldte,
et 1l'on note LO(Q) 1'espace des classes d'équivalences d'applications mesurables
de Q dans R qui sont égales presque sfirement, c'est-a-dire P-presque partout.
Pour 0 < p £ » » on définit de m8me la classe Lp(Q) des classes d'équivalence

des v. a. ayant un moment d'ordre p .

(1.4) DEFINITION,

(a) Un processus linéaire basé sur l'e. ve U , relatif & l'espace probabilisé

(s Gy P) est une application lindaire R de U dans LO(Q) ;

(b) Soit R! un autre processus linéaire basé sur U , relatif & un espace pro-

babilisé (Q' 5 &' , P') . On dit que R et R' sont isonomes si R et R' as-

socient & toute partie finie (u1 coe un) de U deux ensembles isonomes de va—
riables aldatoires, autrement dit les v. a. vectorielles (Rul eoe Run) et

(Rt u

L R? un) ont m&me loi 3

(¢) La restriction du processus R & U sous—espace vectoriel U' de U est

la restriction & U' de l'application linéaire R
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(1.5) DEFINITION, - Soient (X 4 U) wun couple d'espaces vectoriels en dualité

séparante, © une topologie localement convexe sur X telle que U = (X 5 0)',

et @b la tribu borélienne correspondante, on dit qu'une ve. ae

décompose le processus linéaire R basé sur U et relatif & (Qy) &, P) 8i,

pour tout u de U, 0n ap. s,

R(u) =u o f
on écrira

Uoef=(fsu).

Plus explicitement, il est clair que toute application mesurable
£: (0,8 —>X,8)

définit un processus lindaire U k> u o f . Nous verrons que la réciproque est

fausse.

Un probldme fondamental de la théorie est de savoir quand un processus linéaire
est décomposé. En effet, du point de vue probabiliste, si on ne s'intéresse qu'ad ce
processus lindaire, on peut alors remplacer (Q » &, P) par (X, By s £(P)) et
les v. a¢ Ru par les applications (uy f) o Et du point de vue pratique (heuris—
tique), faire des épreuves sur le processus linéaire revient alors a choisir un

point w de X , au hasard, selon la loi P . Examinons d'abord un cas particulier.

(1.6) LEMME, - Tout processus linéaire Ri » basé sur un espace de dimension

finie Ui; est décomposé par une et une seule v. a. fi a valeurs dans le dual U&

de U, .
— 1

BEn effety si f existe, on doit avoir
(1.6.1) u €U, Ryu=(u,f).

Rapportons Ui a une base €y ses €y 0 et soit &y ees la base duale, ce qui

donne une identification
Ut %5 5"
(1.6.2) Z; =~

iog X1 03— (x5);
L'application ¥ =f o o est définie par n application fi veo £ o De (1.6.1)s

il résulte que :

1 —3 3 n —
fi = Ri(sl) eee fi = Ri(en) ?

et 1'application o ' o £ décompose R, .

(1.7) Probabilité cylindrique : Si R est un processus linéaire, basé sur un

espace vectoriel U de dimension quelconque, on peut appliquer le lemme précédent

by

a Ri = R['Ui ’ Ui € F;(X)L . On rappelle que la transposée de l'injection canoni-
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que de U, dans U est la surjection s; de X sur U, , U! étant identifié
au quotient X, = X/Ui o Si Uy et U. sont deux sous-espaces vectoriels de di-
mension finie de X , le lemme (1.6) nontre qu'il existe des applications

f.:+ Q=-—>X
1

et f. : -—>X. o
i J 0 J

(1.8) LEMME, - La famille des fi est cohérente au sens suivant : Si UiDU. ’

N,

° fi ou s.. est la surjection canonique de Xi = X/Ui sur

alors f. = s,.

1J
X. =X/U, »
J / J

En effety soit dim Uj =n et dim Ui = p o Rapportons Uj a4 une base EyeeeEp 9

que l'on compldte par ess € de fagon & obtenir une base de U, . Soit

€n+1 p+n n+
ey e+s €y, la base duale de X, . Identifiant ainsi X; 2 R P ot x, a R,
on voit que sij est la projection canonique (Xl"'xn+p) —> (xl...xn) . Comme

fi = (Rel e0e R€n+P) [} Sij ) fi est (Rsl e 0 Ren) = fj .

Vu la transitivité de la notion d'image d'une mesure, on voit que les lois de
probabilités m, = fi(P) des v. a. f; sont cohérentes au sens suivant

m, = Sij(mi) pour toute surjection canonique 55 X; —> Xj .

(1.9) PROPOSITION.

(a) La donnée d'un processus linéaire R basé sur l'e. ve U , en dualité sépe-

rante avec X , est équivalente & la donnée d'un systéme cohérent d'applications

mesurables fi : 0 ——>-Xi 3

(b) La donnée du processus lindaire R entratne la donnée d'une promesure de

Erobabilité m = (mi) sur X , telle que, pour tout i , m, = fi(P) «S1 R et

R! sont deux processus isonomes basés sur U , les promesures de probabilité cor-

respondantes m et m' sont identiques.

(¢) Etant donnée une promesure de probabilité quelconque m = (mi) sur X , en

dualité avec U , on peut trouver un processus lindaire R basé sur U tel que

1'on ait m, = fi(P) pour tout i, (fi) étant le systéme cohérent des applica=-

tions fi : Q--> Xi » qui caractérisent R .

Preuve,

(a) et (b) sont clairs. Soit m = m, une promesure de probabilité sur X , et
cherchons & lui associer un processus linéaire R . Soit (ej)j une base algébri-
que de U o La restriction Ri de R & un sous-espace vectoriel Ui de dimension
finie est caractérisée par la famille finie 8, des V. a. R(ek) s k décrivant
la partie finie de J correspondant aux vecteurs (ej)jeJ formant une base de
Ui o« Or la loi conjointe des Rek ’ (k € @i) s est 1la loi m, e Lorsque 1 varie,

. L. . ) card &; .
ces lois conjointes forment un systéme de lois sur les espaces R 1 4 qui sont
compatibles au sens d'un théordme bien comnu de Kolmogorov. D'aprés ce théordme,

les Rei existent ; et par conséquent, le processus linéaire R existe.
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(1.10) Remarque.

(a) Si 1'on examine la preuve de (1.9.¢), on voit que 1l'on a identifié par le
choix d'une base, U & R I » espace des suites de nombres réels indexés dans
I , mais nuls sauf un nombre fini., On sait que le dual algébrique de R(I) est
‘Bl o D'autre part, on a un plongement

X —> R’

X """"> (x ? ei)i

et la probabilité construite P é&tait une probabilité sur _BI o Autrement dit, une
probabilité eylindrique est représentée en général par une vraie probabilité P

sur le dual algébrique de U
c u*

>

Clese

mais cette probabilité n'est pas portée en général par la partie X de u* .

(b) Soit (X , U) un couple d'espaces vectoriels réels en dualité, et soit m
une mesure de probabilité sur une tribu % de X contenant 1l'algébre de Boole
des cylindres, Alors pour toute surjection canonique 8; ¢ X --->Xi » on peut
poser ; = si(m) « On définit ainsi une promesure de probabilité = (ui) sur
X .51 & engendre & , alors py =0 entralne m =0 ; et 1l'application m —>

est une injection des probabilités sur & dans l'ensemble des promesures sur X .

2¢ Transformation de Fourier.

7/
(2.11) DEFINITION, - Soit R un processus linéaire basé sur un e. v. réel

U . La transformée de Fourier de R est la fonction ¢

U —>C

u —> & exp(~ iRu)

(2.12) Remarques préliminaires :

(a) Pour tout sous-espace vectoriel Ui de dimension finie de U 5, on a ¢
A S
R[Ui : RrUi

(b) BEn particulier, si Ui est engendré par un vecteur €4 #0
(Rlv,) (re,) = 8(expl~ iR(re,)]) = &exp(~ in(Re,))]
Autrement dit, ﬁfel‘g est la transformée de Fourier de la loi de la v. Re:1 .
(¢) Plus généralement, si Ui admet une base By eoe €y 9
»
- = - .RZ . = - i Z R - .
(RIv,) () n, ey) = omp(= 1R(Z Ay €))] = Boxp(= 1 T ny Re)]

Doncy ﬁlUi est la transformée de Fourier de la loi conjointe des v. a.



4~06

Rey oo« Rey o Or cette loi a été notée m, dans (1.9.c). Donc, on a le résultat

suivant.

(2.13) PROPOSITION, = Soit m une promesure de probabilité sur X . Alors la

T, F, d'un processus lindaire quelconque de la classe d'isonomie de m coIncide
D qt g Soeue

avec la T, Fe. gg m .

(2414) Nous utilisons deux propriétés classiques :

(a) Soient Xy

cation lindaire de Xi dans Xj . Soient m' et m" des lois de probabilité sur

et Xj deux espaces vectoriels de dimension finie et d'une appli-

Xi et Xj o Alors 4(m!) = m" si, et seulement si, o' =mt o gt 3

(b) Soit Xi un e, v. de dimension finie. Alors, pour qu'une fonction complexe

3 sur Xi soit la transformée de Fourier d'une mesure de probabilité sur Xi s 11

faut et il suffit que § vérifie les trois conditions suivantes @
$ continue 3
5(0) = 13
$ définie positives ¥V n , V Xy eee s X € Xi s ¥ 8y see By complexes,
Zi’j ai'zﬁ @(xi - Xj) >0.
La propriété (2.14.b) est le théordme de Bochmer. On a alors la proposition

suivante qui prolonge naturellement (2.14.Db).

(2.15) PROPOSITION, — Soit & une fonction & valeurs complexes définies sur

U . Alors pour que & soit la T. F. d'un processus linéaire basé sur U , il faut

et il suffit que & vérifie les trois conditions suivantes ¢

(a) La restriction de & & tout sous—espace Ui de dimension finie est conti-

(b) 8(0) =1

(c) La restriction de § & tout sous—espace Ui de dimension finie est définie

positive.

Démonstration : La condition est nécessaire d'aprés les remarques préliminaires.

Montrons qu'elle est suffisante., Il suffit de montrer d'apres (1.9.c) que 1l'on peut
trouver une probabilité cylindrique m = (mi) telle que, pour tout u; s on ait
ﬁi = ﬁifUi . Le théordme de Bochmer montre que, pour tout i , la transformée de
Fourier inverse de ﬁrUi est une loi de probabilité sur U{ = Xi . La propriété
(2.14.2) montre que le systéme des lois m est cohérent, car la transposée d'une

surjection s,. : X, —> X, est l'injection de U, dans U, .
ij i J J i

(2416) Inégalités vérifides par une fonction & vérifiant les conditions de

la proposition (2.15) :
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(a) Pour tout ueU , |a(u)| g1

(b) Quels que soient u EE. v dans U ,

ls(u) - 3(v)|2 < 2(3(0) - Re 3(u = v)) .

Donc, si & est continue & 1l'origine, alors & est uniformément continue.

Démonstration. — Remplagons U par le sous—espace Ui engendré par les vecteurs

u et v . I1 existe une loi de probabilité m, sur le dual de U; telle que :
vweu s a(w) = ™ an(x) .
On a done :
la(w)] < o™ am, (x) = [ an (x) =1 4
D'autre part, si a et b sont des nombres réels, on a
leiaheibl = |eib|2.|ei(ayb)-1|2 = (ei(a’b)—l)(e-i(a-b)-l) = 2=2 cos(a - b) .
D'aprés 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc :
la(w) = ()] = | (3wE) _ x)y ap ()2
< { ‘e—i(u,x) _ e-i(u,x)lz dmi(x) 5 I dmi(x)

= 2 [ ((1-cos x(uv)) dm,(x) = 2(3(0)-Re &(u=v)) .

(2.17) Probabilités cylindriques et vraies probabilités : Soit (X ,U) un

couple d'e. v. en dualité séparante. Une probabilité cylindrique m sur X est
définie par une famille cohérente de probabilités m, sur les espaces X, = X/Ui .

On note 8y la surjection canonique de X sur X

(2.18) DEFINITION et LEWME. - Pour tout i , et tout borélien B, de X, ,

l'ensemble C = szl(ei) est appelé un cylindre, et By est une base du cylindre

C . L'application :

(2.18.1) C = s’i'l(ei) -— mi(ai) = Iai dm,

est une forme lindaire additive sur 1'algdbre de Boole ¢(X) formée par les cylin-

dres de X o

Preuve,

(a) Pour montrer que C(X) est une algdbre de Boole, il suffit de montrer que la
réunion de deux cylindres C = s}l(ai) et D= sgl(Bj) est un cylindre. Or Bj
est un borélien de X: = X/Uj . Posons Uk = Ui + Uj ’ Ui et Uj = Uk entratne
U';: et U*J% > Ul*c . Soit X _= X/Ui'; . Posons

1

B = S;'t(si) r By = 31:3(53) .

On a

0 = (g o 97 (By) = s (B) 5 D=l (BY)
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Autrement dit, deux cylindres quelconques ont une méme base. D'ol

cuD=s'(e upn e CX) ;
(b) Montrons que 1l'application (2.18.1) est bien définie, c'est=a-dire que 1le
q q

second membre ne dépend pas de la base choisie pour représenter C , Supposons :
-1 -1
s; (By) = 53 (Bj) )

et montrons que mi(si) = mj(Bj) . On introduit encore Xk défini comme précédeme

mente On a

Si;(si) = S;;(Bj) ’ 55 (m) = my skj(mk) =

m,(8;) = mj(s.) .

J
C'est le point de vue ensembliste de la théorie des promesures. Du point de vue

des formes linéaires, rappelons qu'une promesure de probabilité définit une forme

(X)

linéaire positive sur chl

3, Relations entre certaines tribus d'un e. v. t.

Soit X un e. ve t. On étudie i présent les relations d'inclusion ou d'égalité
qui existent entre la tribu @b engendrée par les cylindres, la tribu BZ de

Baire, et la tribu borélienne &b .« On a toujours

[and [nd
@c BZ @O .
Notons que les résultats qui suivent restent vrais si 1l'on remplace Fc par une

bonne famille quelconque.

(3.19) THéOREME. - Soit (Kn) une suite croissante de compacts de X , et

it U® 8. R = 68 [R
soi R = =1 Kn o« Alors 7 =B, .

Preuve : Il suffit de montrer que @ZfR celr.

(a) Soit M = @gy (X) 1la partie de &p(X) formée par les fonctions B, mesura-
bles, et soit %n cyl(X)lK 1'ensemble de leurs restrlctlons au compact K .
D'apres le théoréme de Stone-Weierstrass, M = B FK est dense dans l'espace
CP(K ) muni de la norme de la convergence unlforme. Comme les éléments de

cyl(x) rK sont ((B rx{r)-mesurables, les éléments de GO (K ) sont également

(B ﬁK )—mesurables.

(b) On sait que BZ est engendré par les ensembles 2 = f-l(O) s ou f décrit

@) . Done ZnKeBJK,et z0K-= (£[%)71(0) € 8 Tk + Vu (a),
£71(0) nK e B, nK.
Donc @ZFK c BcﬁK 3 soit finalement BZEK = Bctk pour tout compact K de X .

(c) Appliquons ce résultat aux Kn .



¥ Be B tn, 3L €6, BNK =1 NK ;

Z’

come les suites K et L! = nk;m L, sont croissantes, on a @
= - =3 1

BNR U(BnKn)”ULnnKn U(LnnKn)

W) n@Uk)=(U L) nre BOFR .

On a donc BZrR c @crh s soit @ZrR = @ch .

(3.20) COROLLAIRE., — Si X est le dual d'un espace de Fréchet U , X étant
muni de la topologie faible, ou de la topologie de la convergence compacte, alors
B =08

c

Z.

En effet, soit Vn une suite décroissante et fondamentale de voisinages convexes
équilibrés de 1l'origine de U . Les polaires Vi de ces voisinages forment une
suite croissante d'ensembles compacts de X qui recouvrent X . On peut donc ap-

pliquer le théoreme (3.19) avec R =X .

(3.21) PROPOSITION, — Soit U un espace de Fréchet séparable, et soit X son

dual, muni de la topologie faible ou de la topologie de la convergence compacte.

AMors sur X 4 on a @c = @Z = &b .

I1 suffit de montrer que B, < B, . Soit (Un) un systime fondamental de voisi-
nages ouverts de zéro dans U , et soit (yk) une suite partout dense U ., Pour

tout n Ug est un convexe fermé appartenant a Bc car ¢

0 X
Un ={xeX; I(x ’ yi)l <1 pour tout i tel que y; € Un} .
En outre, Uﬁ est un compact métrisable. Soit A fermé dans X . Posons
0
An-.A.nUno
Dans le compact métrisable de type dénombrable UO s la topologie admet une base

n
d'ouverts appartenant a @c . Le fermé A de Ug est un Gb » et chaque ouvert

est une réunion dénombrable de la base contenue dans @b s donc An € Q: s et

A.'-'—'UAnE@c.

(3,22) IEMME, ~ Soit U un e. v. t. 1. c. ol il existe une suite dense, et

soit X son dual. Soit Vﬁ une suite de parties de X , convexes, équilibrées,

o(X , U)-fermées et équicontinues. Alors C = U (Vn) appartient & la tribu de X

engendrée par les ensembles cylindriques.

En effet, Vn = (Vg)o y et Vg est un voisinage de zéro dans U , convexe équi-
1ibré, o fermé pour la topologie o(U 4 X) , donc fermé pour la topologie ini-
tiale de U o Vu le lemme de HAHN-BANACH, Vg est 1'adhérence de son intérieur.

Donc, il existe une suite (ai)k de points de Vﬁ tels que @

Vn_:(vg)o_:ﬂk{xEE; l(x,aﬁ)l<1}‘

Done V e ®8 et C
n c

UV € B8
n c
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(3.23) PROPOSITION, — Soit U un e. V. te l. Co 8. de topologie t 4 U' =X

son dual, et soit Y un sous—espace vectoriel de X . S'il existe une topologie

d'e, vo t' sur U , métrisable, moins fine que t , donnant Y comme dual de
(U, ') , alors Ye B, .

Preuve ¢ Soit (Un) une suite fondamentale de voisinages de O dans (U , t') .
Chaque (Un) étant un voisinage de O pour t , Ug est une partie de X , con-
vexe équilibrée pour la topologie o(X , U) fermée et équicontinue. On a G=U Uﬁ .

Vu le lemme (3.23), ona G e @b .

(3.24) Exemples.
(a) Prenons pour U , l'espace de Schwartz ® , muni de la topologie usuelle. On
a X =0' ., Montrons que &' € 8, « En effet, & est le dual de ® , muni de la
topologie induite par & .

(b) On voit de m8me que o, 7° » oo appartiennent & la tribu cylindrique de

o .

(3.25) THﬁORﬁME (Forme ensembliste du théordme de Prokhorov). — Soit X un
es te Soit (& une algdbre de Boole de parties de X o Soit m wune forme additive

(finie) positive sur @ qui est F-tendue :

(3.25.1) ¥ Aed , ¢, AF fermé e &, avee Fc A et n(F\A)<e .
On suppose @

(3.25.2) ¥ ¢ 5 3 K compact tel que Aed 4 AnK=273 == m(A) < g

alors m est g-additive sur @ .

Preuve : Raisonnons par 1'absurde : supposons qu'il existe une suite (An) ¢ 3
(A.n € d) s et o> 0 +tels que m(An) > o pour tout n . Soit Fn = An s tel que
1 ' -
m(Fn) > m(An) ~ 2 o et posant Fn = ﬂk=2 Fk » O @y, POUTr n > 2 ,
n
t - -
R AC A Uni=2(Ai F;)
-
1] -—
m(An\ F!) SO,Z:___?_ 2735 .
Donc m(FA) > a/2 . Prenons ¢ < /2 5 et soit X tel que (3.25.2). On a
(Fﬁ)-¢@ s et la suite des Fﬂ n K€ est une suite décroissante de compacts non
vides (car ¢ < ¢/2) . Par conséquent, l'intersection de ces compacts serait non

vide, ce qui est contradictoire, car (Fn)lé o

(3.26) LEMME. — La promesure normale canonique d'un espace de Hilbert sépara—

ble ne définit pas une vraie probabilité sur la tribu borélienne.,

Soit B(R) 1a boule de rayon R centrée & l'origine de 22 e Soit y de T. F.

Su) = exp(- 3 |[u?) .
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Si y définissait une vraie probabilité P , on aurait 1 = limp P(B(R)) .
donc

(3.2641) Ve>0, il existerait R avec P(B(R)) > 1-¢ .

Soit m = sn(\)) la probabilité normale réduite sur l'espace euclidien R- .

Soit ‘Bn(R) la boule unité de rayon R de cet espace,

(8(8) < 5,(8,(R)) = Jj (2™ 2 expl- I oy

Passons en coordonnées polaires

p(3(R) < (™2 J§ 0 o expl= 4 #2) ar
n/

ol s = nm 2/F((n/2) + 1) est la surface de la sphére unité de dimension n - 1,
plongee dans ‘g? « Dtou @
p(B(R)) ¢ (om)™ n/2 nnn/2 f A1 g o R® .
Maj2) 0 22 1((n/2) + 1)

Or cette quantité tend vers zéro lorsque n tend vers + « ., On trouve donc

P(B(R)) = 0 pour tout R ; d'oh une contradiction avec (3.26.1).

4. Quelques propriétés algébriques.

(4.27) Translation par un vecteur a de X : Si R est un processus lindaire,

on définit son translaté par le vecteur a de X
v 25 19()
(4.27.1)
Up—=>Ru + (a ,u)

La Te Fe du nouveau processus est ﬁ(u) = &(exp(~ iR(w))) =(exp(~ i(a , u)f(u) .

(4.28) Image par une application linéaire d'une probabilité cylindrique. Com~

posé d'un processus lindaire avec une application linéaire : Soient deux couples

x ,U) et (Y, U) d'e, v. en dualité séparante, R un processus lindaire basé
sur U représenté par une probabilité cylindrique m sur X ., Soit 4 une appli-

cation faiblement continue de X dans Y , et soit 1'application ttansposée

R g

On définit le composé de R avec L' par S =R o 4' . On définit 1'image de
par 4 comme étant la probabilité cylindrique sur Y représentant le processus

R » 4' « La Te F. du nouveau processus est :
S(v) = Hexp(~ ir(2' v))] .
D'oh

(4.2841) 8(v) = (2 v) &
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(4.29) Somme directe de processus linéaires : Soient R et S deux processus

linéaires basés sur des espaces vectoriels U et V respectivement, On définit

T=R®S par
W=U®aV—>1(q)
(W@ v) =—>PRu + Sv .

I1 ne faut pas confondre cette opération avec l'opération "somme des deux proces~
sus linéaires", cette dernitre opération n'étant définie que si les processus & ad-
ditionner R et S sont définis sur le m8me espace U 4 et R + S étant défini
sur U ., L'opération @® est trés importante dans les applications, lorsqu'on doit

étudier simultanément deux processus.

(4430) PROPOSITION, — Soient By v Bo et v les probabilités cylindriques
sur Xy Y et Z=X®Y représentant respectivement les processus R, S et
T .

(a) Supposons R et S indépendants : YN, VP, ¥ (ul...un) y ¥ (vl...vp),

les lois conjointes des deux v. a. vectorielles suivantes sont indépendantes

(Ru1 Run) ’ (er1 Svp) .

Alors on peut construire v & partir de Wy et by 3 et 1'on écrit

\)=|J.1®p,20

(v) Mais, dans le cas général, on ne peut pas construire v & partir de et
P D p'l__.

.d.?.l-l'g‘

Démonstration : Par définition, v représente T =R ® S ,

(a) On définit a'abord Vij = cij(v) s OU Oy 3 est la surjection canonique de

X xY sur Xi x Yj o Vu la condition d'indépendance, on trouve

Vij = si(ul) ® sj(uz) .

Lorsque 1 et J wvarient, on obtient ainsi un systéme projectif. Or si Ck est
un sous~espace fermé quelconque de codimension finie de Z=X@Y , CECWk s ou W
est le produit des projections canoniques Ui et Vj de C; sur les facteurs U

et VvV, D'ou

L L

D'ou, sur surjection canonique
. L L antm’ °
ot z/(Ui@vj) >z/ck,
on peut associer & Z/Ck 1'image par o de la mesure si(ul) ® sj(uz) s avec

. ¥ e L . Y e L
sy ¢ X > X/U7 » s; 2 ¥ >Y/VJ..

En faisant varier Ck s on obtient ainsi la probabilité cylindrique sur 2 = XaY

qui représente T .
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(b) I1 en est déja ainsi si dim X =dim Y = 1 s car il existe sur R2 une infi-

nité de probabilités gaussiennes ayant des projections données sur les axes.

5 Processus linéaires continus.

~—~~

(5.31) Rappel sur les divers types de convergence @

-~ Définition de la convergence en probabilité d'une famille de Ve a. @

14

(X ) —>X en probabilité <=>1V 6 >0 , P({lx, - x|} > 8) —>0;

- La convergence en loi d'une famille de v. a. est la convergence étroite des

lois de probabilité de ces v. a.

- La convergence en moyenne (d'ordre P ) est la convergence dans L1

(dans 1P)
CV en probabilité ==> CV étroite => CV vague
CV en moyenne d'ordre p ==> CV en moyenne

De plus, la CV presque sfire (CV ponctuelle presque partout) implique la CV en
probabilité s'il s'agit de la CV d'une suite, et la CV en loi implique la CV en

probabilité s'il s'agit d'une CV vers une v. a. constante,

(5432) Définition de la continuité, type et cotype d'un processus lindaire ¢

Soit (X , XY un couple d'e. v, en dualité, X' étant muni d'une topologie locale-

ment convexe t telle que (X' , t)! =X,

(a) Un processus linéaire est continu si R est une application continue :

(Xt 5, t) =—> LO(Q) mnie de la topologie de la CV en probabilité ;

(b) Soit p>03 R est de type p si R est continu et & valeur dans LP(Q);

(¢) R est de cotype p si R est injectif, & valeur dans LP(Q) , et si

~

R: (X', t) —>In RCLP(Q) est tel que ﬁfl est continu.

(5¢33) Remarques.
(a) Si t est définie par une norme, soit B 1la boule unité de X' . Alors :
R est de type p <== “RH; A Sup§EB”R(§)“p < o,
(v) On appelle n la loi de probabilité de la ve. a. R(E) « Alors
I, = 320 161 an()V® = (| 1)) P ap) V2
Alors
R est de type P <> Sup”g“g].”R(g)”p = “m”; *

(¢) Caractérisation par les normes, t &tant définie par une norme.

R est de type p <==> |[Rull; < C|y »

R est de cotype p <=> ||Ru| P 2 Cfluf| o
L
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(d) Les points (a), (b) et (c) de la définition précédente sont indépendants de
Q ¢ par exemple, si R est de type »p (respectivement cotype p ) tout processus
isonome & R est de type p (resPectivement de cotype ©p )e Ceci tient au fait

que les notions de la définition (5.32) peuvent 8tre exprimées en termes de lois.

(5034) Exemple : On vérifiera que la probabilité normale canonique sur un es—
pace de Hilbert est, pour tout p > 0 , de type p et de cotype p . Ceci s'inter—
préte en terme de plongement de la fagon suivante : l'espace de Hilbert H est,

comme espace de Banach, isomorphe & un sous-espace de P pour tout p >0 .

(5435) THEOREME (Caractérisation des processﬁs linéiares continus), = On con-

siddre un couple (X , X') d'e. V. en dualité, un processus lindaire R basé sur

Xt & valeurs dans LO(Q) . On suppose que X! est muni d'une topologie localement

convexe © telle que (X' , 6)' =X . Alors les propriétés suivantes sont équiva-

lentes ¢

(a) R est un processus linéaire continu ;

(a') R est continu & 1llorigine ;

(b) L'application £ € X' —>m_ € I (ob M est muni de la topologie étroite)

g

est continue 3

(e) R est continue.

Preuve ¢

Evidemment (a) <= (a').

(a) => (b). car la CV en probabilité implique la CV étroite ;(b) == (a'), car
la CV étroite vers une v. a. constante (ici O ) implique la CV en probabilité.

(b) ==> (c). On considdre (gj) convergeant vers £ , I1 faut montrer
&~ ~
R(g,) —> R(g)

(o]
-it
R(E.) = I 1t g .
() =4d e %,
Et 1'hypothdse (b) donne

I e_it dmg (t) —> f e—it dmg(t) = ﬁ(g) .
J

Supposons (c¢), et montrons (b). D'aprés le théordme de Paul Lévy, il suffit de
montrer que si £, —> E , alors ﬁg —_— ﬁg uniformément sur tout compact soit,
d'aprés la remarque (212.D) J

Pt>0, |t <ty = ﬁ(tgj) —> R(t€) uniformément.
Or vu 1'hypothdse (c), ¥ ¢ >0 , ¥V V voisinage de O dans X', § =E, €7
entraine
|R(g,) - R(E)| s e .

Et d'autre part, pour t fixé, vu la convergence de §j vers E , il existe une
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partie F du filtre telle que :

. -1
Vier;s gj € E + to V.
Ce qui implique
vte -ty +t,0, lﬁ(tgj) - R(te)] <€ »

On signale une variante uniforme du théoréme (5.35).

(5¢36) THﬁOREME. ~ Soient L un ensemble d'indices, et (Rz)zeL une famille

de processus lindaires., Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) (Rz)L est une famille équicontinue de processus lindaires ;

(a') Les applications linéaires Rﬂ, sont équicontinues & l'origine 3

(b) Les applications @, : E > mg = loi de la v. 8. Rl(g) sont équicontinues

en tout point g de X' ;

~
(c) (Rz)z est un ensemble équicontinu d'applications,

6. Exemples de processus linéaires,

(6.37) Mouvement brownien sur I = (0 , 1) ¢ Un bruit blanc gaussien sur I

est tout processus linéaire R sur H = LZ(I) de la classe d'isonomie définie par

la probabilité normale canonique sur H (i. e. tout R tel que
1 2
R(u) = exp( -5 I L

Intuitivement, le mouvement brownien B est le mouvement dtune particule dont la
vitesse est un bruit blanc gaussien et tel que B(O) = 0 , De fagon précise, B
est solution du probléme de Cauchy stochastique :
B! =R, (bruit blanc gaussien)
(6.37.1) vt

B0 =0 .

On cherche, par la théorie variationnelle des probldmes aux limites (théorie de
SOBOLEV) un espace de Hilbert K de distributions sur I tel que le probldme (6.
37.1) définisse un isomorphisme g : K —=> H , On appelle 6 1'isomorphisme cor-

respondant au probléme déterministe

H -ﬁ-i-> K
( (6.37.2) dl
12( ) <— H' < X!
Ok
Dans le cas déterministe, il faut résoudre, au sens des distributions
£1(t) = n(t) n arbitraire danms L2(I)

(6.37.3)
£(0) =0 .
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Posons

H =G % 12(1) = {r; [ (1+e2)|8E)° ae < =)
OH1 = {ng ; 8€ ut

Inf| = inf{llg] , avee &lI
H

et g(0) = 0} muni de la norme :

h et g(0) =0},

Il

Alors l'application
geul —>g € 1%(1)
est un isomorphisme, d'inverse noté J .
J: he LZ(I) -—> g€ il avee g(t) = J‘Z h(e) as .

Un mouvement brownien est alors représenté par RJ' =B .

(6.38) Processus de Orstein-Uhlenbeck : Les fonctions de Bessel Gs étant dé-

finies par leurs transformées de Fourier
i~ 2\=8/2
B (e) = (1 + |12
Posons
s 2
B =¢ % L°(R) .
On considére un bruit blanc gaussien L sur LZ(E) » et son opérateur de corré-

lation CL défini par

2
vou, s e L°(R) » (cp uy s wy) 5

2 L°(R)

Donc ici CL est 1'identité de L2 s et on a le diagramme ¢

= a[(Lul).(Luz)] .

G, *
12(R) —i—> H'(R)
¢, T Oy = Gy *

12(0) < L3(R) <g—p- EF1(R)
1

ou CM = (G1 * ) o CL ° (Gl * ) = G2 % est un isomorphisme de H—I(R) sur Hl(R).
M= L(G1 % ) est le processus de Orstein-Uhlenbeck basé sur H—I(E) .

Remarques ¢ On peut considérer la ligne supérieure comme représentant un systéme
physique et une probabilité cylindrique sur H1 s la ligne inférieure comme son in—
terprétation en termes de processus lindaires : c'est 1'interprétation duale, ane-
logue & 1l'interprétation duale intervenant en théorie des distributions. En termes
physiques, "faire passer dans une bolte de réponse impulsionnelle G1 ", se traduit
en termes mathématiques par la composition de L avec G1 % o On obtient ainsi un

processus linéaire M dont la classe d'inonomie est représentée par la probabilité

cylindrique sur H1 .

(6.39) Processus du type Poisson : On rappelle que la loi de Poisson ﬂk de

moyenne )\ est la loi de probabilité.

m, (A) = S5 exp(= A) A%mt 6 .
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La transformée de Fourier de cette loi est

ﬁx(u) = f exp(~ iux) dnk(x) = exp(= ) Z'%; exp(= inu) = exp(~ A + A exp(~ iu).

La loi de Poisson centrée est

dﬂi(X) = ﬂX(X - ) = 2 exp(~ A) %; ) (X) o

=)\

On a
ﬁi(u) = exp(- iu)) ﬁx(u) .

Soit (QO ’ GO » ) un espace mesurd, la Mesure m sur GO étant positive de
masse finie. Un processus de Poisson de paramdtre a >0 sur QO est un processus

R basé sur Ll(QO) de transformée de Fourier.

£ —> R(f) = exp[~ a(1 + 1 ) fdm)] .
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