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UTILISATION DE LIMITES INDUCTIVES GﬁNﬁRALISéﬁS
D'ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

par Paul KREE

Oe Introduction.

(0e1) Rappelons d'abord la notion classique de limite inductive d'espaces lo-~

calement convexes [1].

Soit (Ea ’ iaB » o et B € A) un syst®me inductif d'espaces vectoriels sur le
corps A=R ou C . Soit E 1la limite inductive de ce systéme ;3 1l'injection ca-
nonique de Ea dans E est notée ia . On suppose que chaque Ea est muni d'une
topologie localement convexe ta compatible avec sa structure dlespace vectoriel,
Alors t:=3££;ta est la topologie localement la plus fine sur E rendant conti-

nues les applications ta °

On a augssi la notion de limite inductive stricte. Ces notions sont utiles dans la
théorie des distributions [6] et dans la théorie des mesures de Radon sur les espa-

ces localement compacts.

(0.2) Dans [ 3], GARLING a généralisé la définition ci-dessus de '_1_:551’ t, en
imposant aux applications ia d*8tre seulement continues sur des parties fixées
des espaces E_ . Puis dans un deuxidme article [ 2], FREMLING, GARLING et HAYDON
ont utilisé cette généralisation pour faire apparattre l'ensemble des mesures de
Radon borndes sur un espace complétement rérulier X comme le dual topologique de

1ltespace des fonctions continues bornées sur X muni d'une topologie adéquate.

Dans [5]; les résultats de GARLING sont utilisés pour définir les vraies distri-
butions sur un espace de Banach, Ces applications motivent cet exposé des résultats
de GARLING.

1. Limites inductives généralisées (gg S-limites inductives),

Tous les espaces vectoriels (e. v.) considérds sont pris sur le corps A =R ou
c.

o et B €A) un systéme inductif

(1.3) DEFINITION. — Soit (5 » i, *
d'e, v. Chaque Ea est muni d'une topologie localement convexe ta 333 pour tout

o » on donne une partie Sa non vide de Ea 5 on pose S = (Sa) . On note ja 1ls

restriction de ia a Sa . La S-limite inductive des ta est la topologie loca-

lement convexe la plus fine t sur E = lim Ea qui rende continues les applica-

tions Ja .
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On pose

t=81limt .
—_

L'ensemble des topologies localement convexes sur E qui rendent continues les
ja est non vide. I1 suffit alors de prendre pour t 1la borne supérieure de ces
topologies. Donc la topologie, définie dans la définition ci~dessus, existe, et

est unique,

(1.4) La topologie t a la propriété universelle usuelle des topologies limi-

tes inductives :

Si v est une application linéaire de E , dans l'espace localement convexe F ,

alors v est continue si, et seulement si, vja est continue pour tout « dans

A,

Pour pouvoir développer une théorie, GARLING fait quelques hypoth®ses restricti-

ves sur les SQ » ces hypothéses étant vérifides dans 1'étude des applications
visées,.
(1.5) Dans la suite, on suppose que
(a) La réunion des ia(sa) engendre algébriquement E ;
(b) Quels que soient o et B dans A , il existe vy dans A tel que
i (S ) + S,) © S H
(c) 81 3. (s) = jB(SB) » alors J g = 551 j, ©st continue ;

(a) Chaque Sa est disqué, c'est-a-dire que quels que soient x et y dans

Sa » quels que soient les scalaires AN et p tels que In] + lpl.s 1 5 alors

)\X+p.yESa.

(1.6) On déduit de ces restrictions :
(e) Va>0, Yoaeh, VpeA; ja(sd) c ajB(SB) :
(f) La réunion des ja(sa) est égale & E .

Notons que (e) est évidente si a > 1 , car il suffit alors de prendre f =¢o .

Si a <1, on introduit n entier tel que n < /o <n+1; puis on applique la

propriété (15 (b)) n + 1 fois, avec «o = B .
La propriété (f) résulte des propriétés (a) et (e).

Le lemme suivant, énoncé dans A. GROTHENDIECK [ 4], simplifie 1'étude de la conti-
nuité des applications ja intervenant dans la définition de t « En effet, ce

lemme permet de remplacer la condition de continuité de ja par la condition plus

simple de continuité a 1l'origine de ja H

(1,7) IEMME, - Soient E et F deux espaces localement convexes, 23_ A une
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partie convexe équilibrée de E . Soit i une application lindaire E —~>F (ou

une semi-norme si F est égal au corps de base R ou C Je Soit j =ifA 1a res-

triction de i & A . Alors J est uniformément continue sur A si, et seulement

sis J est continue & l'origine.

Démonstration, = L'uniforme continuité entratne évidemment la continuité en tout

point, Réciproquement, supposons j continue & 1l'origine, et soit V un voisinage

de 1l'origine dans F . On cherche un voisinage U de 1l'origine de E tel que
x et yeA; x-yeU=>jx)-jly ev.
(a) Si i est linéaire, on cherche donc U tel que
x et year, X-y€EU=> i(x - y) €V,
Or A étant convexe équilibré, on a
X-y€A~-A=2A.
I1 suffit donc de trouver U tel que
i(cAnU) eV,
et cette condition s'écrit encore
ianiv)etv.

Or l'existence de U vérifiant cette condition résulte de la continuité de j &

1torigine,

(b) On fait un raisonnement analogue si i est une semi~norme, en utilisant
1'inégalité

lilx) = 3(»)| g3z -y) .

. . . . ' _
(1.8) La notation rjeJ(Pj) ¢ Soit (Pj)jeJ une famille de parties de l'espa

ce vectoriel E . On note (Pj) 1l'enveloppe disquée de la réunion des P

Ties g
(1.9) PROPOSITION. - La famille des parties T ,(j (8 nV)) , o V,

décrit la famille des ta-voisinages disqués de l'origine de Ea » forme une base

de voisinages de 1l'origine de E pour la topologie *t ,

Preuve, = La famille des parties ja(sa n V&) forme une base de filtre

raeA
d'ensembles disqués absorbants, puisque les Va jouissent de la m8me propriété.

(a) Montrons d'abord que la famille de ces parties vérifie les axiomes d'une base

de voisinages de l'origine pour une topologie localement convexe t' @

() Pour toute partie Fi de la famille et tout A compris entre 0 et 1 , il

existe Fj contenu dans XFi .

(B) Pour toute partie F, de la famille, il existe F; tel que Fy + Py ©Fy o

Prouvons (¢) : On se donne F, = r(ja(sa n Va)) .
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Dtaprés (1.6.e), il existe B tel que
Jal8y) = Miglsy) < 3g(sy)

D'aprds (1.5.c), étant donné un voisinage VB de 0 dans EB s i1 existe un
voisinage W& de O dans E tel que

ja(sa n wa) c jB(SB n va) .
Par suite, ja(sa n wa) c xja(sB) n jB(sB n va) .
Donc
ja(Sd n wa) c ij(sB n VB) .
A fortiori,
roteA ja(sa n Wa) <A r&éﬂ ja(sa n va) *

Ce Q¢ Fo Do

On démontre de m8me (B), en utilisant (1.5.b) au lieu de (1.6.e).

(b) I1 reste 3 montrer que t! =t ., Pour chaque indice « , 1'application
ja s Sa —> (E , t') est continue de sorte que t' © t , puisque t avait été
définie comme la topologie la plus fine rendant les ja continues. Réciproquement,
si V est un voisinage disqué de O dans (E , t) s comme ja est continue, de
Sa dans (E s t) 5 on peut trouver un tarvoisinage Va de 0O dans Ea tel que
j V )<V . Donc
J(s,n7) n

Va2 raa(sa nv,) s

et t' est plus fine que t . Finalement, t = t' , et la proposition est démon-
tréeo

(1.10) COROLLAIRE.

(a) Une partie disquée V de E est un t-voisinage de O dans E gi, et seu-

lement si, pour tout o » j;I(V) est un voisinage de O demns S pour la topo=

logie induite par ta .

(b) Une semi-norme p sur B est t—continue si, et seulement si, pour tout

@9 Do ja est une semi-norme continue sur (Ea ’ td) .

(1.11) Remarques.
(a) Soit B une partie de A telle que (jB(SB)>B€B soit cofinale dans
(ja(sa))aEA . Alors la topologie t , définie précédemment, coIncide avec la topo-

logie analogue, déduite en remplagant B par A .
(b) En particulier, si l'ensemble d'indices est dénombrabley on peut toujours
. . s . .
choisir une suite d'indices (ah)n§y telle que (Jah(san))nﬁN soit cofinale dans

(ja(sd) ) en * €t telle que
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Vn €N,

i () gs  (s_..).
o B 1 o+l
Donc, lorsqu'on aura un ensemble d'indices dénombrable, on pourra supposer

ji(si) < ji+1(Si+1) °

Et m8me, si (bn)nEN est une suite de nombres positifs tous supérieurs & 1 , on

peut supposer

(s;..)

b, 3;(8;) =3

I1 suffit d'utiliser (1.5.b).

i+1t i+l

2e Eption de S-limite inductive stricte,

Nous identifions dés lors chaque Ea 4 une partie de la limite inductive E , On
sait que ja : Sa —> E est continue pour tout « , ce qui signifie que la topo-

logie induite par t sur Sa est moins fine que celle induite par ta .
Question : Dans quels cas ces topologies coIncident-elles %

On aimerait avoir un énoncé analogue & celui des limites inductives strictes con-
cernant les limites inductives usuelles d'espaces localement convexes (voir, par
exempley, N, BOURBAKI [1]. chap. II, 82, n® 4 et 5). Naturellement, 1'énoncé souhai-
té doit se réduire & 1'énoncé classique, dans le cas particulier ou Sa = Ea pour

tout @ . Ceci motive le théoréme suivant.

e N
(2.12) THEOREME (GARLING). — On se donne un syst®me inductif dénombrable

(En ’ tn) d'espaces localement convexes. On se donne, pour tout n , une partie

disquée Sn gg En sy la suite Sn étant croissante et vérifiant :

(a) On suppose que, pour tout n , t_ et % induisent la m&me topologie sur
gugs 2 n — n+l a:

Sn « Alors, pour tout n , t et tn induisent la méme topologie sur Sn .

(v) On supposes en plus, que, pour tout n , Sn est une partie fermée de Sn+1’

» Alors une partie quelconque B de E est

pour la topologie induite par tn+1

t=bornée si, et seulement si, B est contenu dans un Sn et si B est une partie

t_~-bornée de E .,
n ——————— n

Par analogie avec la terminologie usuelle, si le gystéme S des Sn vérifie
toutes les hypothéses énoncées dans ce théordme, on peut dire que t est la S-
limite inductive stricte des topologies tn relativement au systéme S des Sn .
On notera que la preuve de ce théordme (voir [2]) est trés différente de la preuve

classique concernant le cas particulier des limites inductives strictes usuelles,

3. Distributions bornées sur un e. v, réel X, de dimension finie [6].

(3.13) On utilise les résultats et les notations de L. SCHWARTZ pour la théo-
rie des distributions ; & ceci prés que les distributions intégrables de L,

SCHWARTZ seront appelées distributions bornées.
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Rapportons Xi a une base quelconque, les coordonnées du point x de Xi étant
notées Xy o0 Xy 9 eee 9 X e L'espace ﬁk(Xi) défini dans 1'introduction est muni

de la norme
o = [ldl = 2|, |q supl(3/30)% o(x)]

On peut munir Bk(Xi) de la topologie t°° associée & cette norme, ou de la to-
pologie tK de la convergence uniforme des 3% (B/Bx)a ¢ sur tout compact de
Xi « On note B 1la boule unité de @ (X ) . L’espace ® (X ) est le sous-espace
de B (Xi) formé par les fonctions a support compact. L'espace B? (X ) des dis-
tributions bornées d'ordre au plus k est le dual de @k(X ) muni de la topologie
induite par t, . Soit A 1l'ensemble des multi-indices o = (al Secey an) de lon-

a

gueur Ial =2 q y inférieure ou égale & k . L'application @ __>.{ad 03 oF€ A}
g a un sous-espace topologique du produit de A exemplaires de

identifie ® (X
1'espace 0 (xi) . Le théordme de Hahn-Banach montre que toute T de @'k(xi)
stécrit

(3.13.1) T = ZIaISk o By,

ou les sont des mesures bornées sur Xl « Cette formule montre que la forme
linéaire sur ® (X ) , associée A toute T € B (X ) 5 s'étend canoniquement en une
forme linéiare sur ék(x ) o I1 suffit de poser, pour toute f de @k(x ) @

(3.13.2) T(f) = lim, (;. £) ,
ou (g ) est une suite de fonctions plateaux ¢; € ®(X ) qui tend vers 1 dans
((Bk(X ) s t ) » chaque gj valant 1 au vo:Lsz.nage de l'orlglne.
(3.14) LEMME.

(a) B'k(X) est le dual de Bk(X) muni de la topologie localement convexe la

plus fine tk qui coincide avec tK sur B .,

(b) Les ensembles équicontinus L de formes lindaires sur (Gk(X) ’ tk) sont

les ensembles de formes linéaires sur @k(x) qui vérifient simultanément les con-

ditions (i) et (ii) suivantes :

(i) Elles sont uniformément bornées pour £t

sup{|4(p)] 5 £ €L, 9geB} <=,

(ii) Elles vérifient uniformément la condition suivante, V ¢ , 3 compact K de

X;» 371>0

y4e€L, ¥ ¢@€B avec 2 supxeKlaa ¢(x)| <1 ; alors lz(¢)l <e

(¢) Finalement (ii) peut &tre remplacée par :

(ii)* Vv e , 3 compact K de X0
"4€L, ¥¢oeB avec ¢ nulle sur K 3 alors I2(¢)| <e

Les conditions (ii) et (ii)' sont appeldes "conditions du type (e K) "
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Démonstration. - Il est clair qu'un ensemble L de formes linéaires sur Gk(Xi)

qui vérifie (i) u (ii) , vérifie aussi (i) u (ii)'. Pour montrer la réciproque, on
utilise une "echnique de troncature par fonction ¢ " qui sera fréquemment utili-

sée par la suite,

Si ¢ € Qk(Xi) est égale & 1 dans un voisinage de l'origine, posons

¢5(x) = ¢(x/3) pour j=1,2..

Notons qu'il existe une constante C > 0 telle que pour tout Jj , les fonctions
gj et 1-Qj sont des multiplicateurs dans Bk(Xi) s de norme inférieure & C . Soit
L un ensemble de formes lindaires vérifiant (i) u (ii)'. Soit j tel que ¢
vaut 1 sur K , et soit K' le support de gj . Montrons que L vérifie (ii),
et plus précisément :

Ve »,¥MsVLeL,VpeB avec supxeK'laa w(x)l <1 o>

3.14.
(3014.1) alors |a(g)] < Cle + 1) .

En effets |4(¢p)] < [4(go)| + |2(1 = Qo) .

Comme [[(1 = ¢)¢| < C » et comme (1 = g)o est nulle sur K , le deuxidme terme
est majoré par Ce . Comme ||Cq| < C » le premier terme du second membre est majoré
par CT =>CT . On a donc montré (3.14.1). Ceci entratne (ii) si 1'on choisit ¢
et 1 suffisamment petits. On a donc montré (c).

La topologie tk est une S~limite inductive stricte car elle coincide avec la
topologie localement convexe la plus fine sur @k(Xi) qui cofncide avec tK sur
By 2By 3B g ees § et (b) résulte de (1.7).

I1 reste & montrer (a), c'est-a~dire que B'k(X) est l'ensemble des formes 1li-

néaires 4 sur Bk(X) qui vérifient

Sup{l.@(cp)l » o € B} < »,

"¢e» 1K, peB, ¢ nulle sur K => [4(0)] <¢ »

(3,15) EXERCICE.-Image d'une distribution par une application de classe c” .

La notion de distribution bornée est trés utile pour 1'étude de cette image.

On- considére deux ouverts O < R et Uc Rz s et une application 1 de classe

(oe]

C de O dans U vérifiant 1'hypothése suivante :

(3,16) Pour tout compact K de U et pour tout j >0 , la norme de DY n

est uniformément majorée sur nrl(K) « I1 en est par exemple ainsi si 1 est li=-

néaire,

(3.17) Définition d'une application T-propre : Soit T € ®1(0) . L'applica~
tion m est dite T-propre si, pour tout compact X de U , la restriction de T

a n-l(K) est une distribution bornde.

Ceci signifie également que, pour tout ( € ®(U) , posant E =( o T » ET est
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une distribution bornée sur 0 .

(3.18) Définition de m(T) si m est Twpropre et vérifie (3.16) : Pour

toute '¢ dans ®(U) , on pose :
(‘l’!Tacp)=(T,(PnTr).

On définit ainsi une distribution 7T sur U dont la restriction & tout ouvert

relativement compact de U est une distribution bornée.

(3.19) Propriétés de transitivité : Soient V wun ouvert de ", et ¥ une a

application € de U dans V . On suppose que T et x vérifient 1'hypothése

(3416)e 11 on est de mBme de ¥ o T o Soit T une distribution sur O .

(a) BEn général, si m est T-propre et si x est (T )=propre, X o m n'est

pas T-propre.

(b) Cependant si x o m est T-propre, alors m est T-propre, x est m(T)=-

propre. De plus 3%

x(nT) = (x o m(T) »

4o Mesures de Radon bornées sur l'e. l. C. S. réql X .

On munit BO(X) (resp. Bgyl(x)) de la norme

o => Il = sup, o) -
On note t (resp. t') la topologle correspondante. Soit B (resp.B') la
boule unlte fermee de ® (X) (resp. B (X)) . Soit % (respe t') la topologie
sur B (X) (resp. B y (X)) de 1la convergence unlforme sur les parties compactes
de X . Soit t (resp. t') 1la topologie localement convexe la plus fine sur

BO(X) (resp. (x)) qui coincide avec t sur B (resp. ti sur B') .

cyl

(4.20) LEMME, - Le dual de (mgyl(x) s t1') est 1'ensemble des mesures de

Radon sur X . Pour qu'un ensemble L de mesures de Radon sur X représente une

partie équicontinue du dual de (mgyl(x) , t') » il faut ot il suffit que I véri-

fie les deux conditions suivantes :

(1) sup{le(p)| » 2€L, 9B} <=
(ii) v e, 3 compact K de X , I TM> 0,
V4e€eLls, Veop€B, SqueKlw(X)l <Mo> lE(w)l-S €

On peut remplacer (i) u (ii) par (i) u (ii)? avec

(ii)' ¥es» 3compact K de X ,
¥4e€lL, Yo€B, ¢ nulle sur K, |£(¢)l Le

Evoquons la démonstration : Comme t est la topologie localement convexe la plus

fine sur &P(X) qui coincide avec tK sur B 5 2B ... » il en résulte que t est



une S-limite inductive stricte,

D'autre part @gyl(x) est dense dans (@O(X) » t) : ceci résulte de [2] (théo—
réme 11), ou peut &tre démontré directement en appliquant convenablement le théore-
me de Stone-Weierstrass. Comme (eﬁyl(x) » t') est un sous-espace topologique de
(&P(X) » t) » ces deux espaces ont m&me dual, et vu [ 2] (théordme 1), ce dual est
l'ensemble JX) des mesures de Radon bornées sur X . La caractérisation (i)u(ii)
des parties équicontinues de T X) résulte de la théorie des S-limites inducti~
ves. Pour montrer cue (1) u (i1) équivaut a (1) u (ii)', on utilise la technique de
troncature déja évoouée, mais ici les fonctions { sont moins évidentes car X

n'est pas forcément localement compact. On peut prendre
1 si (=) g1
(40201)  gx) = {017 - |o(=)1%)/(30%) 81 Mg lolx)] < 2 .
0 si [gx)| % 2n
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