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Séminaire Paul KREE 11=01
Equations aux dérivées partielles
en dimension infinie
ire annde, 1974/75, n° 11, 16 p.

PROPRIETES LOCALES D'ESPACES DE TYPE SOBOLEV
EN DIMENSION INFINIE

par Bernard LASCAR

Soit X un espace de Hilbert réel. On peut définir, relativement & X , des es-
paces analogues aux espaces de Sobolev usuels, la mesure de Lebesgue étant rempla-
cée par la prodistribution normale canonique y de X , Ces espaces sont étudiés
par Paul KREE [8] dans le cadre de la théorie des prodistributions sur X . L'objet
de ce travail est d'étudier les propriétés locales de ces espaces, ce qui permet de
construire des analogues aux espaces H (0) , et d'étudier le probldme de Dirichlet

pour des ouverts réguliers. Mais le cadre choisi est différent de celui de [8],

puisqu'un espace de Wiener abstrait X -45 0 est utilisé, et que nous étudions

les images par i des prodistributions du type Sobolev sur X , L'outil essentiel
est 1'utilisation de fonctions d'épreuve X - ¢® , introduites par L. GROSS dans
[3], dont certaines peuvent &tre prises & support compact, ce qui permet de définir

une notion de support, et de donner un théoréme du type Paley=-Wiener,

1. Notations et lemmes.

Nous utilisons un couple d'espaces X.GE-> Qs ou X est un espace de Hilbert
séparable, Q' <> X &> () formant un triplet de Wiener (L. GROSS [3]). Il ne nous
est pas nécessaire d'utiliser la théorie des applications radonifiantes de L.
SCHWARTZ [ 12], car nous nous servirons seulement de promesures gaussiennes sur X .
Un exemple fondamental des espaces utilisés est X = 22 y Q= £2 sy 1 £2‘;4> zi
étant de Hilbert-Schmidt., La norme de X est notée |x| , celle de Q IIx]| » celle
de Q' “x”1 b

Les fonctions X -~ C° , définies dans [1], sont des fonctions universellement

Iusin-mesurables f de () dans un espace de Banach F telles que, pour tout x
X

de (Q » la fonction suivante, définie sur X s h > f(x + h) est indéfiniment

différentiable sur X .

Si X et Y sont des espaces de Hilbert, X ®Y désigne le complété de X ® Y
~
pour la norme tensorielle hilbertienne. Et (:)p X désigne le produit tensoriel sy-
métrique hilbertien complété de p espaces de Hilbert X 3 la norme de ce produit

tensoriel est notée

lp . Le complexifié d'un espace de Banach Y est noté Y© .

Les espaces K°(X) que nous utilisons sont définis par P. KREE dans [7], et nous
utiliserons en particulier le développement en série de polyn8mes d'Hermite, les

propriétés de trace et d'interpolation linéaire (voir [5]s et 1'exposé précédent).

Les X-distributions sur () sont définies dans [8]. Ce sont les prodistributions
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T sur Q qui s'écrivent T = 21;_0 div, 5By 0 ou Wy appartient a 1l'espace
M(Q @ X ) des mesures de Radon vectorlelles a4 variation bornée sur Q4 a
valeurs dans C x° . L'ensemble de ces distributions est noté XB'(Q) . Pour

J ’
toute Ue K°(X) , i(U) € xB'(Q) car, vu [7]y U admet la représentation

U = zl.{ div.(g. \)) s avec g. € L2(Q ,é Xc) .
J=0 J 73 J

Pour ne pas alourdir 1l'écriture, on note i(U) € KS(X) o Nous rappelons quelques

lemmes concernant les produits tensoriels.

IEMWJE lele = Soit g une forme bilindaire sur un espace de Hilbert F , avec
g EF ® F o si h1
valeur dans F , et si h, EC X®F (resp. h EQ X ® F) , alors la forme
(p + q)-llnealre symetrlque sur X o définie par le ;polyn6me h > g(h .h sh .hq) ’

notee g(h1 s h ) » appartient a ®p+q X .

lelay » Bl bpq < O(p, )24l Bl

(resp. h ) est une forme p-linédaire symetrlque sur X &

Démonstration.

g=zi,j Cij ei® Ej v gy base de F .

h1=zi:|a|=p )\i;cx gi®ea s OU ea: h-—>h°[=h11 eee N s ON a
2 _ _ai Y
leglly = ToTT + Bo=2uige; ®eg
1P .09 = 3 Y(2 , C
N gl 070 Bpe) = 2| pag B up,1,5 M #yp Cay)
S0l

2 _ ! 2
ety )l sq = 21y |=prq TyTT (% rpris Ma ip O1)

> c..|?Z ..TY-]L 5 2
s 1oJlClJ‘ |YI=P+q91:J via ( y=0r+8 )‘icv “‘jB)

On utilise alors

1 2 1 2 1
(2 )2<e 2 i =2, . Tg]— .
ﬁrl_ ( y=o+B Mo byp)” S (pra) “y=o+B ) TalT '”‘Jsl BIe
En effet, pour v fixé, de longueur p + q , le nombre de multi-indices o , B ,
vérifiant y = o + B » peut &tre majoré par un nombre fixe dépendant seulement de
p et q s d'ou
2 2 2 ol 2 Bl
c 2. .lc.. 2 |, Lo x 2|, .
”g(hl’hZ)“pﬂz S %(psq) 1sjlclal SREIL TalT ™ jI“‘JBl BIT

Ce qui démontre le lemme,

LEMME 1.2, = Avec les notations du lemme 1.1, on prend F =X , si on note gGX§X

une forme bilinéaire sur X . Si hl est une forme p-lindaire symétrique & valeur
dans X , alors la forme (p+1)-11nea1re gymétrique sur X , définie par

b
he X —=>g(h , h 1oh ) » appartient & CD}H—I X 5 et vérifie ”g(Id,hl)HpHSC(pﬂh]_“p,

, ion. — =5 =
Demonstration h1 io|ozl=p hi:a ei ® ea ’ g 1,3 Cij ei ® e

T WPy _ Y
g(b p B.17) = ZW|= " Z

J
(3)9“1]"‘1):1 ij )\ !

dtou
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2 .7 : I ¢ 2
le(Tasm ey = 21y japes TWIT 15,25 Ca3 Mol
y=ar+(J)
! 2\% 2y%12
€ 2| | T L j%& (2gle 5192 gy 19775
y=c+| |
On remarque, comme dans le lemme 1.1, que pour v fixé, l-yl =p+ 1, le nombre

de termes de la 2e¢ somme reste majoré par C(p) , d'ol

Hg(Idvh)”§+1 € 0(p) 2y, |y jEQ ( iICiJ-lz) x i!xidlz-Tg%?) ,
y=a+(J)
dtol
le(ra s wIIZ,; < o) 2y sy, 122, Iy 1242

ce qui donne le lemme,

LEMME 1.3, = Soit g€ £(X) aveec ge€ X ® X o Soit u une application n-

lindaire symétrique & valeur dans X , et ue((-) X)® X ; alors 1'application n~
yuétrig et R p

linéaire symétrique sur X , & valeur dans X , définie par h € X —> glu hn) ’
appartient & @ X®X , et Hg(u ’ .)“2 ||g“2 “u”

La démonstration est analogue aux démonstrations précédentes.

2 Compléments sur 1!'étude des KS(X) . Support.

Nous commengons par domner quelques définitionms.

DEFINITION 2.4.

Nous notons HSC™(Q) 1'ensemble des fonctions f : @ ->R qui sont X.C%=
différentiables avec, pour tout EN, DJ f est une application dJdP-Lusin-

mesurable de ( & valeurs dans

.
A
;5
HSC (Q) désignera les fonctions f de HSC (Q) qui vérifient, en outre, V Jen ,
El C >0, sup_ d[DJ f(x)” < Cj .
HSCO(Q) désigne les éléments de HSC?(Q) qui ont leur support compact dans Q .
Remargue. - c%® (X) = HSCm(Q) et C:&l b( ) HSCw(Q) avec les notations de

[5]s Les espaces HSC (Q) et XB'(Q) sont en dualité car, si T=2 dlvj quXB'(Q),
on peut poser (T , f) 2 (- 1)J I DJ f(x) du (x) » pour toute f € HSCw(Q)

PROPOSITION 2,5, = Soient f et g dans HSCb(Q) » alors fg est aussi dans
HSC (Q) setona ¥V jeN, ¥xeq, “DJ(fg)(x)”jsC sup ”Dz f(x)“z zauDz g(xﬂ&.

Démongtration, -~ I1 est clair que fg est également une fonction XC* . On va

seulement montrer que les dérivées sont des polyndmes de Hilbert-Schmidt. La formu—
le de Taylor domne (D9(fg)(x)/31)h9 = z+k—3 (0% £(x)/et)n? x (0K g(x)/x!)ns

Pour obtenir le résultat cherché, il suffit alors d'appliquer le lemme 1.1.
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PROPOSITION 2.6, - Soient o dans CU(R) » et f appartenant 3 HSCi(Q) , alors
o o £ appartient aussi a HSC:(Q) s et on a ¢

199 o 2G| < © supyy sl 2@ | = Loup,, Jf1o# £, T

Démonstration., = On utilise ici encore la formule de Taylor pour montrer que,

pour h€X , X €Q, k

Pae @ 5.y oAt S, ptee 5
Jo ,@=1...J fl- kl' ¢ kzl

k1+. . ¢+k£=j
La encore la conclusion est une conséquence évidente du lemme 1.1.

PROPOSITION 2,7+ = Pour tout s € R , 1l'application qui & f appartenant a

HSC?(Q) associe la mesure (fdP) a une image dense dans KS(X) o

Démonstration. - Il est établi dans [8] que les fonctions polynomiales cylindri-

ques sont denses dans KS(X) » ¥ s€R . Il est clair qu'il suffit de montrer la

densité de HSCy(Q) dans KS(X ) » et ceci pour s € N arbitraire,
Soit f € K (X ) polynomiale, i. e, Zé f “DJ f(x)” n <t @ On détermine
R >0 de sorte que Zé I|X1>R”Dj f(x)” du <€

On choisit ensuite [ € Cb(g) avec [ = si |x| <R, ona (fe HSC?(Q) s et
|l£(1 - Q”s < Cg » d'oh le résultat.

PROPOSITION 2.8. — Soit ( appartenant & HSCm(Q) ; on définit, par prolongement
continu, une application Q3 K (X) -> K (x) par u € HSC?(Q) » @ U —>C(Cu,
et el < o(e) [lu], sup(o? ¢, »xen,05h<m) soh meN, ls|sm.

Pour s € N , la proposition résulte directement des propositions 2.5 et 2.7,
pour s e_@+ la proposition s'obtient par interpolation. Pour s E: s on obtient,
par transposition de 1'application définie ci-dessus, une application u —> Qu

qui vérifie (gu ’ ¢) = (u, Gw) sy UE K et @ € K® s d'ou

lgull, = sup(lu » gl o llgll_g € 1) < Il o Mol g

soit
“gu”s <C ”u”s sup(“Dz Q(x)“z ' X 0, 0L8<8) avec —-s<m,

ce qui fournit le résultat.

PROPOSITION 2.,9. - Soit f wune fonction universellement Lusin-mesurable et

bornée sur () , alors la fonctlon Py (x) = IQ f(x + y) dap (y) est dans 1l'espace
HSC (Q) » et on a D" @t(x)“ <ctn/ l£(x + y)|? ap (y)

Si on supposes en outre, f lipschitzienne sur Q , alors ¢, Cconverge unifor-

mément vers f dans (O quand t tend vers O ,

Démonstration. — Cette proposition, et en particulier la deuxi®me partie, est

partiellement montrée dans [ 3]. Nous montrons donc seulement Ie ler point, et en
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utilisant une méthode analogue & celle de L. GROSS dans [3].

I1 s'agit donc de montrer que les dérivées de sont des polyn8mes de Hilbert-—

Schmidt, Soit h € X ,

@y

2
o (x+h) = J £(zym) a +(7) = J £(xsy) exp(-% l}fcl + (ylh)) ap,(y)

on pose g(h , y) = ex‘p(— ((]hl )/t) + (y|h) y on écrit la formule de Taylor pour

exp(--% ll}blz + (y‘tlzh) =1+ f;i:l Zp+2q=n(— 1)p+q ?—— (h|Y)p (h|n)? + Ry » avec
Rl exp(- L2l e 2y 5 )P SR L=l P (aln) s

Pour montrer que est X - C* , il suffit de prouver que

J‘f(x+y) RN(y,h) dPt(y) tend vers O avec Ith+1 .

On écrit

[ #(xey) Ry(ysn) ap (y)

=J}1) as Jr(xy)exp(- 4 Szlhl?ﬁs(y'h)) plq!

Dans la 2e intégrale, on fait le changement de variable Z =y - sh , soit

(zlh)p (h|n)? ap,(2) .

2 oqar ™ (y=sh|n)® (n|n)? ap,(y) .

ff(x+y)RN(y.h)dPt(y)=f; as [t(x+z+sh) Zp+2q=N+1( )Pt Y

On applique alors 1'inégalité de Cauchy-Schwarz :

' £(xey) Ry(yom) a2, ()] < of (2 2= N+1(_1)p+q T = (alw)® (aln)aP? @, (2))% .

or [ (zIn)¥ ap,(2) = o, (8)ml* , aror [ £lasy) R (yon) ap, () = o(lth”) ) et
1'on a

t’P"q

M = (_1)p+q

= S+2qen [ #(ey) (7[0)P (n]n)? @, (3)

Pour compléter la preuve, il s'agit de prouver que ceci est un polynSme de
Hilbert-Schmidt, On écrit :

i w0 (%) lor|= IB|
A A y lol+]8] £ B
- Ah "Zly|=nh Z (1) mj‘f(X+y)y ap,(v) .
Soit Te @n X avec T = Z|Y|=n ’ 'Y s Ou seul un nombre fini des T‘Y sont
non nuls. On a | | | ]
n _ |ol+]p| £7!I~18 B
@0 gp(x)y = 0l 2|1 1y )1 Zagepmy Ty (D) jj———ff&w)yd%W)-

On pose C (y) = 22(y+ (- 1)“1'”'B| (1:"|Cl'|-'|Bl/2‘a'| Y(yi/at B )y . On remarque
que 1l'on a Cy(y) = exp(|y| /217)(a/ay)'Y exp(|y|?/2t) clest-a-dire

cy(y) = (v!)'% g~(lyl/2) “§(t~% ¥) »

1 AN £ > — _|'YI
d'ou 1'on déduit que fcy(y) Cy,(y) d_Pt(y) = 6W, vi ot . Or

@ gy (x)m=3, | T JEGey) € () @ (et (3| 2 (9) apy ()

ator [0 o (x),m)] < [f 2(e) |2 a2, NP L) 2 12 ¢2(y) ap (y)]§ ‘

lyl=n "y "y
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Soit | (D" 0y (x),m)|2 lT |2 (y? 1) x n! t £ (x4y) |2 ap, (y) » d'od
le résultat | D% cpt(x)ll2 < n! t‘n f l£(x + y)|2 ap (y) » ce qui termine la preuve,

Remarque importante, — Si f est lipschitzienne, on a en outre

D" (%) € cg(g ’ én X) .

PROPOSITION 2.10. = S8i (U ) est un recouvrement ouvert de () , il existe une

partition de 1tunité localement flnle subordonnée au recouvrement (U ) formée par

des fonctions (qb) Dy € HSC (Q) s et vérifiant en cutre V J G_ﬁ ’
q,(x eC @x)

Démonstration. — La démonstration de ce résultat est classique, et est donnée

dans [ 1] pour des fonctions ¢l . Nous allons vérifier que 1l'on peut obtenir ce ré-

sultat avec des fonctions X = C° & dérivées de Hilbert-Schmidt,

I1 suffit de montrer que, si B(x , r) et B(x , r') (r < ') sont deux boules
de (s on peut construire une fonction ¢ € HSC?(Q) s vérifiant les hypothéses de
et

r'

la proposition 2,10 et ¢ =1 sur B » ¢= O en dehors de B

D) o e C%(Q ,éj X)

On considdre f(y) = inf(||ly = || » p) avec p>r',ona f<r sur B, et
f>r' sur CB Pt Utlllsant la proposition 2.9, on construit g € HSC (Q) et
méme, avec DJ g € cy ((z Clj X) qui vérifie 0<g<r + ¢ sur B,s g2r' ~¢
sur Br' avec r 4+ ¢ < r' — ¢ . On considére ensuite « € C (R) avec O <ol
et =1 si <1 +¢ =0 pour X >7r' - ¢ jonpose @o=o o g s eton
constate, en utilisant la proposition 2.6, que @ convient,

PROPOSITION 2.11. = Il existe une suite (gn) ) &y appartenant a HSCS(Q) y qui

vérifie les propriétés suivantes

(i) g, > 1 et |gn| < M presque partout pour chacune des mesures dPt .
(ii) DY g, —>0 et ”DJ gn”j < Mj presque partout pour chaque mesure dP, et

pour tout j >1 .

Démonstration, ~ Dans [ 3], GROSS construit une suite de semi~normes cylindriques

pesurables" sur X ” “ qui vérifient, ¥V x € X , z§=1”X”j-$ C|x| s et telles
que, si Kr ={xeqQ; 1“x” <r} , on ait : Kr est relativement compact dans
O et s e gf ’ 11m P (K ) 1 . La construction est évidente si (Q est un es-

pace de Hilbert,

Soit s G‘E+ fixé, on pose fn(x) = I XKn(x +5) dPS(y) s OU XKn représente la
fonction caractéristique de Kn . On note tout d'abord que fn est universellement
Lusin-mesurable sur ( car Kn = ﬂN <0 Kl;rl s . ou les Kl:l sont des ouverts cylindri-
ques 3 la suite KN étant décroissaﬂte, on voit, pour le lemme de Fatou, que
fn(x) est la 11m1te d'une suite décroissante de fonctions contlnues. Par la propo-
sition 2,9, on voit que l'on a fn(x) € HSCb(Q) » et que ||DJ f (x)” <Cs -3 .
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On choisit me€ N tel que n >m implique PS(Kn) > =3 on a alors

wl o

(xek et yek)==>(y-x€K),

2
i -~ ! o = — — i
soit Km c Kn x 5 d'ou fn(x) Ps(Kn x) > Ps(Km) > 3 si x€ K m
)

On a également (x ¢ Kn+ e« Soit

L et TE Kn) = (y-x ¢XK

m
1
fn(x) 1=~ PS(Km) =3 pour x ¢ Kn+m .

Soit o € Ciﬁ@) s =0 si x 2.2/3 sy =1 si x(< 1/3 « On pose g, = aofn,

et on a

gn =1 sur Kn__m
8, = 0 sur CKn+m

® 3
et g € HSib(Q) » |ID7 gylly  Hy + Comme P, (K ) —>1 quand n >+ = pour

— — — Cc i
tout t € R° , on a donc &, —> 1 Pt presque~partout, et Supp g, Knﬂm qui est
compact., D'autre part, il est clair que si x € Kn pour h € X , Ih‘ assez petit,
on a encore X + h € Kn 3 11 en résulte que V j > 1 , Y g =0 sur Kn—m » donc

. n
Y g, —> 0 Pt—presque—partout.

COROLLAIRE 2,12. - Hscg’(-g) est une partie dense de K°(X) , ¥ s €R .

I1 suffit de prouver que, si f € HSC?(Q) » g f tend vers f dans 2 (x)
quand n tend vers 1'infini, et ceci pour s entier positif. Ceci est évident par
le théoréme de Lebesgue en tenant compte de la proposition 2.11.

DEFINITION 2.13.

1° On définit HSCS(O) pour O ouvert de ( comme l'ensemble des f de
HSC?(Q) qui ont leur support compact contenu dans O .

20 Soit u e X (X) = Lg K°(X) . On dit que u est nulle sur un ouvert O de Q
si, pour toute fonction © appartenant a HSCS(O) s ONn a (u ’ ¢) =0 .

PROPOSITION 2.14. — Soit u =g dP avec g € LZ(Q) . Alors u est nulle sur O

au sens de la définition 2.13 si, et seulement si, g est dP~presque-partout

nulle sur O .

Démonstration. = On commence par construire deux suites croissantes d'ouverts QA

et O vérifiant O <0 , © <6, U 0 =0, En utilisant la proposition
n n n n n n
2,10, on choisit ¢ € BSCp(Q) » Ogg S1y g =1 sur O, g =0 sur

CC% . Si &n désigne la suite construite dans la proposition 2.11, on pose
Uy = &n Cp ? et on a
?
. = sl sur O n "N Kn__m
o 20 sur (9 u(xk
n n-+n

. |="' 9 L 1 = 1
Si on pose Kn Kn+m n On s On a Kn compact Kn €0 et wn =0 sur CKn ’

soit Supp ¢n compact contenu dans © . On a donc mn € HSC?(O) et Wn S |
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presque partout sur O , et méme lwnl <1, done h*n tend vers h dans
2
L7(0) pour tout h de L2(O) . Conme g€ LZ(Q) » on-peut trouver h € C%(Q)
avec ||g - h“2 < ¢ « En considérant les Pt(h) s on voit, d'aprés [10], que Pt(h)
converge vers h uniformément sur tout compact, on peut donc construire une suite
2 . , .
h e Hsc]j(g) telle que ¢, h —>g dans L (0) » mais y b e Hsc"o"(o) ety si

g est nulle sur O au sens de la définition 2.13, on a
. 2
lim f A hn dP = 0 = IO Igi dP »

d'loi g =0 presque partout sur Q.

PROPOSITION 2.15. = Soit ue K (X) . Si (Oi)iGI est une famille d'ouverts

tels que u est nulle sur Oi pour chague ie I, alors u est nulle sur
0=U. o-.
i i

Démonstration. ~ Soient ¢ € HSCS(O) s K=8Supp §y » K<0 , K étant compact,
K est recouvert par un nombre fini des ouverts Oi y et CKu Ui Oi contient Q .

s e _
Donc d'aprés la proposition 121 10, on a 1 =q,+ Z;'l=1 Py

§ = Yoy + Z;l o3 ¥ 0 ¥ =2 @ ¥ s et o € HSCH0,) o Done ulpy ¥) =0 et

u(w) = 0 o Ceci permet d'énoncer la définition suivante.

avec Supp 9; € Oi s soit

4 - 2o . z
DEFINITION 2.16. = Si u € K co(X) » on définit le support de u comme le complé-

mentaire de la réunion des ouverts sur lesquels u est nulle,

Remarques.
1° Si ue K° s 8>0, u est une mesure g dP et, d'aprés la proposition

2.14, le support de u , défini en 2.7, coincide avec le support de la mesure &P ,

2° x€(Qy x € Supp u si, et seulement si, pour tout ouvert O tel que

x € 0, il existe ¢ € Hscg(o) avec (w5 ) #0 ,
3° Vu la densité de Hscg(o) des K°(X) , Suppu=¢ signifie u=0,

40 81 ¢ € Hscg(g) et si Supp ¢ nSupp u =f , alors ulp) = 0 : il suffit

dtutiliser la proposition 2.10,
50 Supp(u +v) © Suppu USUpp v 5 [ € HSCS(Q) Supp fu € Supp u N Supp (
6° u € KS(X) y 81 v € K-S(X) et Suppu nSupp v =@ , alors u,ysv)y=0,
Nous donnons maintenant un théoréme du type Paley-Wiener pour caractériser le

support des éléments de K (X) .

THEOREME 2.17. — Soient u un élément de K (X) » et G(g) la transformde de

Fourier de u + Si K est un convexe fermé de (Q » on note aK(ﬂ)=supX€Kl(x,ﬂ)l

avec T € Q' 1'indicatrice de K . Alors, pour que le support de u soit contenu

dans K o 11 faut et il suffit qu'il existe C >0 et m €N tels que

(%) vgea®, el <l + g )" explag(n ¢)) .
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Démonstration, — (x , M) désigne le produit scalaire Q x Q' .

1° Montrons que la condition (*) est nécessaire en suivant [13]. On note Mi le

demi-espace M, = {xeq; |(x|Ni)I < B s ”Ni]]1 1} . On peut trouver les B, »

les N, et une famille I d'indices, de manidre & ce que K = nieJ Mi . On g
— : '
aK(ﬂ) = 1nfieI aMi(n) . On va donc montrer que 1'on a

201 < o1 + g )™ exply, (M)
pour tout demi-espace M, contenant K . On pose donc @(x)=g(Hg”1(|(x|Ni)I-Bi)) ’

ou ge€ C;(@) avec g=0 si x>1,et g=1 si xg 1/2 « On en déduit donc

que l'on a ¢ =0 sur |(X|N )| B + (1/”(,” ) » et =1 sur |(x|Ni)|$Bi+(1/2‘“gH1).
Comme ¢ = 1 sur le support de u, on a u(g) (u , @ exp(= ixg)) » et done

8| < ofZ_o [ D3 exp(= 1x0)2 @@GIF 5 b w3 sl .

I1 est clair que pJ ¢(x) (J) (J (”g“ (|(x|N )| - B. )) x ”g”i (h'Ni)j y et
done HDJ f(x)“ C“g“J s o0 C est 1ndependant de N; » B, Hg”i et, comme
ona D exp(- 1x;) n = (- 1) exp(- 1xg)(g|h) ’ s01t

Il

“D exp(~ ixg ”z Iglz exp(x|n) »

donc
15(¢) | sc(1 + ||glf )™ supfexp(x|n) » x € Supp o} .
Mais pour X € Supp ¢ s On a

x - (N/|lgll,) e y ot xlm) = (== W/llelly) » m) + (g ln/ell, »

soit

I < ey (0 + Ul /el ) < 2+ g ()

aton 4(g)| < (1 + Jlgll, )" exp(on m) .

2° lMontrons que la condition (#) est suffisante., Introduisons la famille (Xi)

des sous—espaces vectoriels de dimension finie de Q' . On a des surjections

s; ¢ Q —> Xi qui sont le prolongement & () de la projection orthogonale

X -—>in « On pose uy = si(u) . On sait, d'aprés [8], que uy; € Ks(Xi) si
u € KS(X) » et que u; converge fortement vers u dans KS(X) pour la base de

filtre & , formée par les sections commengantes de I , ordomné par i< j si
X; < Xj ; d'autre part, il est évident que u = ulXc . On suppose donc que (%)
est vérifide, On note donc que la condition (*), appllquee a ge X » montre que
Supp ug = siZK) . En effet, lexi = si(K

théordtme de Paley-Wiener habituel.

) ! et il suffit d'utlllser alors le

On pose L = ﬂi szl(siZK)) . On a le lemme suivant.,

LEMME 2,18, - Si K est un convexe fermé, on a K =1L = ﬂi szl(siZK)) .

Démonstration. - On a tout d'abord K <L . Comme K est convexe et fermé, X

est faiblement fermé (pour c(Q ’ Q’)) o« Soit x € L § alers, pour tout i€ I, on
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a s, (x) € s, Z ) . Mais pour X; =ER , o E€ Q' est arbitraire, on a
si(x) (§IX)§ . Donc s, (x) € s, Z ) signifie qu'il existe une suite (x ) de K
telle que (xvlg) _— (xlg) . Comme K est faiblement fermé et € arbltralre, on

a xe€K ,d'oh L =K. On va donc montrer que Supp u < L .

Soit x ¢ L . Alors il existe 1 € I avec s, (x) ¢ 8 ZK) ; soit Vi ouvert de
X; tel que V., n siZ K) =@ . On pose W, = -I(V ) Wi est un ouvert de Q .
(W ) n s X) = ¢ . BEn effet, si yes (W )ns ZK),

ona 8; o -l(y) =s; (y) € s, (W 3 =V, et aussi

(y) € 5;5(55K)) < 844(s45TK)) = 8;TK)

soit si.(y) €V, n si<K) » ce qui est imposs1b1e.

Soit j > i ; on va montrer que s

On a doncy pour J =1 sj(wi) n sj(K) =@ . Soit ¢ arbitraire, o € HSC,:(Q)
avec Supp ¢ © W; . On a alors, pour J >1i, uj(¢);f (o(xyx?) uj) ap'(x')=0 ,
car sj(wi) n stK) =% et Supp uj c stK) . On en déduit donc que

li

u((p) lim,'5 uj(q)) =0 .

Donc Wi étant un voisinage de x , ona X ¢ Supp © » soit Supp u L , et

compte tenu du lemme, ceci achdve la preuve.

Remarque, = Compte tenu du théordme donné dans [5], on a une condition nécessaire
et suffisante pour qu'une fonction entidre U(g) sur X'® soit la transformée de
Fourier-Borel d'une distribution de KS(X) ayant son support contenu dans un con—
vexe fermé K de 0 : U(g) exp(—-% gz) e °(x°%) , et U(g) vérifie 1'estimation
(%) pour ¢ € ar® , avec |S|‘$ m . Le théordme 2,17 s'étend aussi & XB'(Q) .

3, Etude d'opérateurs différentiels.

PROPOSITION 3.19. = L'application ¢ —> divj @ » définie sur

cyl b(x) ®@j X p—> cc V1 b(X) ’

se prolonge en une application linéaire continue de X (X) ®(:>j X dans K j(X)

Démonstration. - Si =2 . e_ y Ou e c” (X) et ou seul un nombre
©= “lpl=3 9 "8 98 = “eylsb
fini de termes sont non nuls, on a

ol oG = %) |3 legls 1877 -

On pose (gx-)d v = exp(|x]%/2)(3/3x)? exp(~ |x|%/2)y » et on a

Wy = |B|~:J(m)B :
Utilisant [5]s on écrit g = Z aP R . On peut montrer que 1l'on a
2P x - (- 1>T5' (0 + 0% wee (o + B %

< a+p
soit (%)B¢B=Za( )|B| B[.L"_'T@_)_T;g , d'od

W5 0= 2y |55 % Amaras IBI*J(— o aoﬁ_a—t'ﬁL]%
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Si on pose Cg = ag( 5 !)2 » On aura ”dls = Z&, |CB| (1 + lal)® et

. _ J o+ B)!}
iy o= (= 13 T 1w T ooy o8 L BEE AT,

d'ou
lasvy @5y < %, (VD TIE _ glel 2t lal)®) =Q+B-('Z—;:§%—s:dl(1+la|)-s),
dtou

ys=3 ot+B) !
8, p]=g(1IvD) (1+]a])® 5 A

((o + B)Y/a? B!) représente le coefficient des

latwy a5y < 2, p10812(1rla)® owp, 3

On remarque alors que 2

3 y=or+By | Bl=3

termes en x* dans le prodult (1+x)Yr .. (1 + x)Yq y OU vy = (yl...yq 0 ees) »

donc il est égal a n!/((n - 3)t 3t) , ol yl =n >J . Pour terminer la démons—
tration, il suffit d4'!'étudier
(1 + )5 n! <y (1 +n)° \S
v 3 < <sup(1 , (1 +3)°) = '
(1 N - j)s (n - j)z J! = (1 + 17 - j)s S’j

s . 2
d'ol ”dlvj (p”s_j < Cllol|

O 5% )

PROPOSITION 3.20, - L'application u +—> DJ u y définie sur C v1 b a4 valeur
dans C° b ®(:> X se prolonge en un operateur linéaire contlnu, que nous note-

55

rons de K (X) 3 valeur dans K°~ J(k) ®(:> X . Cet opérateur DJ sera ap=-

pelé opérateur de dérivation de densité d'ordre j .

Démonstration. — On va se contenter de montrer une inégalité

197 o gy, s < I

-OR;

pour u une fonction cylindrique qui est une somme finie de polyn8mes de Hermite

et cela suffira a prouver 3.20.

238, 8] y
|B| —3 Z a ( ) %a oT g Mais

OVBy _
(S;) ®, = [mj_ xa—B ’

Soit u=2 a % e On a DJ u =
o o o

dtou

Iy |B ! at 73
DT = gy o o Kol T o

d'ou 1l'on déduit

_ 2 s=J . !
= %ol (el 3t 2y gy -
. ot (le]): ves ol 3
Mais Zlel=j =8t _ (lal =30t 3r *&on J4 lel=j (=) 1BT o(lal?)

ce qui donne

157 | < ofjull

Ks—jé@jx

PROPOSITION 3.21. — Comme - div est le transposé de D [8]s il en résulte que,

pour tout j o (- 1)? divj est le tranqusé1de R
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Nous allons utiliser ces opérateurs pour construire des opérateurs différentiels

a coefficients variables,

PROPOSITION 3.22. - Si £, . = 20, X » (5 X) désigne les applications linéai-

res continues de (:)z X dans (:>k X , on munit cet espace de sa topologie habi-

tuelle d'espace de Banach.

Soit a(x) € C%(Q ’ Ek k) » et a(x) est X-indéfiniment différentiable, avec
’ — 0 ~ N ~ ~ 2 ]
en outre, ¥ p > i‘e, DP a(x) € Cb(Q , @p X® (@.ﬁ X ®®k X)) .sAlors 1'applica~
tion u ==> a(x).D” u(x) est un opérateur linéaire continu de K (X) dans
s a A
X)) 8Oy X -

Démonstration., - Afin de simplifier les notations, nous nous contenterons de

donner la démonstration pour 4 =k =1,

On pose a(x) = 21'3 aij(x) e; ® ey On a a(x).Du = zi,j aij(x)(Du(x).ej)ei .
On va d'abord montrer le résultat pour s >4 » s € N ; on en déduira le résultat
pour s positif quelconques s > 4 par interpolation. Si s < 4 » on considére
v e Ko é(:)k X . On constate que (a(X).Bz u(x) vy = (- )4, div, Fa(x).v) 5

mais comme = s + 4 >0 5 V b—> ta(x)v est continue de
—~St) A A —-s+f A A
K@ X —>K @), X
~ - A
et donc que u p—> a(x) DE u(x) est continue de K® —> x*e % é(g}k X pour
A

s < 4 . Montrons donc que u —-> a(x) 5 u est contimie de K°(X) —> k¥ é@k X

pour s € N, s >k ,et par souci de simplification avec L =k =1 .

I1 s'agit donc d‘'évaluer les “Dx(a(x) DX u)”x si 0 A<s o On éerit

N = N Al P P ar 3
DMalx) Du) b =%, ey 2 Sror D ayy(x).nt x Di(Du(x).ey) T .

Soit

J pra=r p! al

~ 2 y ~
]!D)‘(a.D\l)l@)\XéX =202 T T O 8y p4(Bux) e )|l5 -
Zi”zj DP aij Dq(ﬁu(x).ej)Hi e« On dis~-

I1 suffit en fait dtévaluer sup
P2qaP+q=A
tingue deux cas., D'abord si p > 1

2%, 2P a4 0 Du(x).e|2 s 2y (5)[0F =, 1) (20 Duce, s -
On a donc

5%, 0P a
J

15 DY DueeyllZ < (T JI0° agyll2) ZinYou(x).e ) o

2 +1 2
Y zﬁ,j”Dp aij”p X ”Dq u”q+1 .
D'autre part, si p=0 , ona q =\ . On étudie Z.”Z, a. . Dx(Du(x).e )“2 . On
A 1" g 1] JUN
éerit D (Du(x).ej) = Zle|=>\ Mg g Jlgli/st » on a

IS )
5y, DM(0u(x)ee,) = 2%y agy a0) et

et
A 2 2
HZﬁ,eij D (Du(x).ej)”k - Zélzj 8 5 stl ’
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et donc
K 2
%[|2 g5 D'(Dulx).e; )”K A A
Mais comme a(x) est un operateur continu X -—>X , on a
515 ags agl% < 2@l 5 Iaggl®
mais ZéIXjBIZ = ”Dx(Du(x).ej)”i et EZHDK(Du(x .. )”K C“D)‘+1 u(x)“x+1 . On

obtient donc, pour tout x € Q ,
A A+1 2
IIp (a,m)<x):b xx < ¢ ol <x)|| x sup(Z; [IDP ag G| (a0 Azp21)

Comme 1'hypothdse faite signifie que le second terme est une fonction bornée sur

0 s le résultat s'obtient d'une maniére évidente.

COROLLAIRE 3.23. - Si on pose P(x »y D) = 1& e 44V aZk.Du y ol 0L +kgm
et ou les (x) gppartiennent a C (Q ’ 2 k) et vé-ifient les hypothéses de la

Eroposition 3 22; on a P(x ’ D) est un opérateur continu K (X) - K~ m(X)

DEFINITION 3.24. — Soit F un espace de Hilbert séparable ; u€ K (X) & F ; on

dit que u est nulle sur un ouvert O de (O si, pour toute ¢ € HSCS(O) ® F, on

2a u(w) =0 . Le support de u est le complémentaire de la réunion de ces ouverts.

PROPOSITICN 3,25. — Soit u € 72(0) QT ., LP support de w ; défini en 3.24,

coincide avec le support de la mesure u € L (Q 9 F)

Démonspration. — Il s'agit de montrer que si u est nulle sur O au sens de la

définition 3.24, alors u = 0 presque partout sur O , Utilisant la démonstration
de la proposition 2,14, il est clair que llon peut consvruire une suite (v ) de
fonctions décomposables appartenant & HSC (O) ® F qui converge vers u dans

2(O ’ F) sy et ceci permet de conclure.

PROPOSITION 3.26. — Soit u € K (X) alors Supp DJ u < Supp u , et on a égale-

ment Supp dlv u € Supp u pour u appartenant & K (X) ®(:> X .

Démonstration, — Démontrons le ler point : Supposons u nulle sur O, Il s'agit

de montrer que DJ u est nulle sur O, Soit ¢ € HSC (O) ® X ’ ¢F§ée§ WB B,
d partie finie. On a (DJ u @) = (- 1)J (u dle w) » mais dle © € HSC ®(0) ,

et (DJ u m) =

Démontrons le 2e point @ € K (K) ®(:> X . Soit o € HSC§(O) » avec u nulle
sur O, On a (divj u o, @) = (— 1)j (u , DJ @) , mais

j .
L <P=11mz5_.1 dea( S’ o5 37 °g ?
ou la limite a lieu dans K (X) ®(:> X , Mais on a (u , (——JB m) =0, d'ou
(u , DJ ¢) =0 . et dle u est nulle sur O,

COROLLATRE 3.27. - §1 P(x ; D)u =2, . div, D‘ w,ona SuppPuC Supp u .
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PROPOSITION 3.28., — Si on pose div D= A-~xgrad yonat A~ xgrad est un

opérateur auto-adjoint, et - (A - x grad) + 1 on réalise un isomorphisme de
K°(X) sur Ks—z(X) .

On note que 1'écriture A -~ x grad est formelle, car A n'est pas en général
défini sur K°(X) .

Démonstration. - La démonstration est évidente, et résulte du résultat suivant :

si u=2 a ® sy on a div Du = - 2 a Ial ® , d'ou - div Dutu = % (1+la|) ’
o o o o o o o o

et la conclusion en résulte.

Nous donnons maintenant un résultat négatif.

PROPOSITION 3.29. - Soit t < s ; l'injection de K°(X) —=> Kt(X) est compacte

8i dimX <+ » , il n'en est plus de méme si dim X =+ o .

Démonstration. — Pour le ler point, la méthode est classique, et résulte du dé-

veloppement en série de Fourier.

En ce qui concerne le 2e point, nous donnons un contre-exemple pour s =1 ,

t = 0 ; mais, & quelques modifications prés, il permettrait de conclure dans tous

les cas.
On cgnstruit une suite (Tk)k , ou T e Kl(X) . On pose TE = sn(Tk) . On défi-
. _ k N k .
nit Tn = Zi’jsn aij %i(xj) » clest-a~dire a, = 0 sauf si o est du type
o= (0 .5. i0 ...) 9 et on pose
k2 1 1 1 1
Ia. l = avec f(k) =2 —
B (1) (a2 T 20 (310
On constate que
k2 k2 . 1 1 1 1
”T” =Z ia..l (1+1)=2___-._—_xz_____ =Z._—"-—\<M.
1 i,5'715 i (1+i)2 3 (j+k)2 (k) i (1+i)2

Donc Tk est une suite bornée dans Kl(X) .

Tk converge faiblement vers 0 : ak. -=>0 quand k ==> + » , En effet, comme

1
on peut montrer que f(k) > l/k » ON a |a§j|2.s (1/(1 + 1)3)(k/(j + k)2) s ce qui
tend vers O quand k tend vers 1'infini, donc Tk converge faiblement vers O
sur le sous—espace engendré par les combinaisons linéaires finies des Ra s done

sur K1 tout entier, car Tk est fortement bornde.

712 = Z,(1/(1 + 1)%) 2, (1/(5 + 1)%)(1/£() =2, 1/(1 +1)° 3¢, done i1 est
impossible que 1l'une des sous—suites de la suite K puisse converger fortement

vers 0 dans L2 .

Nous terminerons cette étude en donnant une nouvelle démonstration plus simple de
la surjectivité dans L2(Q) des opérateurs différentiels & coefficient constant,
le résultat, cité par P, KREE [7]s s'appuyait sur une inégalité montrée par D.
DWYER dans les espaces de Fock., Nous nous appuyons sur une méthode désormais clas—
sique développée par F. TREVES [14].
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THEOREME 3.30. - Soit P(D) = ZIJD -0 2 DY un opérateur différentiel 3 coefficients

constants, alors P et P¥ sont surjectifs dans L2(Q) .

désigne la
p* zm (— 1) diVj(a:?,.) » 8y EGJ X 3 on édcrit

- “( o
que a; = Z|a|=j a, e, de sorte que P(D) a, (3/3x)¥ et

Démonstration. — On va monfrer des inégalités [l < ¢, Pul|

norme L° ) et |[uf

2ol

( ) ZIO{'QHEO{(A ) y

avec .A. = (Al 0 eec 9 j 9 ro) ’ j = a/axj 9 A’g = - ((a/axj) - Xj) H et on a
les relations :

V.s A“,ef-:,l.
3 [J J]

On a alors le lemme suivant qui est purement algébrique.

LEME 3.31. - P*(a) P(a) = 2 }fv‘ p(®) 3y P ()

Pour la démonstration de ce lemme voir [ 10 ]

\
D'ou 1l'on déduit “P(A)ouﬂ2 = Zé E%— (p’(A)u”2 , et dgalement :

;%-HP(Q)(A);uHZ 5 (o4 Q23

» B 7 0)

(p+q)l|

Or (p 92:

pi qg » Car |p‘ et I:QI Loy d'ou :

”ql’f “P(q)(.A)»ull2 SEAPE -13- 1) (8) 2 = Y p(a) .|

ql =m , on en dédust u e HSC (Q) ’ f]u“2 < C“Pu“2 (en supposant

b

et en prenart

par exemple que aq £0 ).

On déduit alors, par des arguments classiques, la surjectivité des L2 de 1'opé-
rateur P¥ 3 pour la surjectivité de 1lopératenr P , on constate que la démonstra-
tion est identique, car P¥(a) = P(4*) , et on utilise les arguments précédents en

remplagant P par P et A par A*
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