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Séminaire Paul KREE 10-01
Equations aux dérivées partielles
en dimension infinie
ire année, 1974/75, n°® 10, 21 p.

CLASSES K® DU TYPE SOBOLEV

par Mirella KRﬁE

Soient 1 <p<L =, et s entier positif. On rappelle que l'espace de Sobolev
wp,s(gn) peut &tre défini comme l'espace des fonctions g de Lp(gn) s dont
toutes les dérivées distribution, d'ordre inférieur ou égal & s , appartiennent &
Lp(ﬁn) « De plus, la théorie des distributions de L. SCHWARTZ permet de définir
trés simplement les espaces de Sobolev et, en particulier, de définir les espaces
wP"’S(gn) de distribution avec p L 4 p' L =1 .

wP?s

Remplagons cette définition de (Bn) par une définition se pr&tant mieux &

généralisation : Wp,s(Bn) est 1l'espace des g € Lp(gn) telles que
DageLp@n’ngn) pour ,j-'——-o,loooS-

On constate alors que 1'on a fait dans les deux exposés précédents tout ce qu'il
fallait faire pour donner un sens & cette définition en dimension infinie. En effet,
on a défini les classes LP vectorielles dans l'exposé 8, et la dérivation au sens
des prodistributions dans 1l'exposé 9. Le lecteur intéressé par le développement de

ce point de vue pourra consulter [6].

Mais ceci est un peu compliqué ; et le cas particulier le plus important est
celui ou X est hilbertien, ou p =v » et o p = 2 ., Dans ce cas, on va donner
une définition directe des classes K°(X) = Wo'3(X) , en utilisant la technique des
séries de Fourier, On va aussi énoncer une propriété de trace. Ces résultats ont

été annoncés dans [ 3].

O« Rappels.

O-1. Rappels sur les prodistributions introduites par Paul KREE [4] et [5].

Soit X wun espace localement convexe, séparé, réel, de dual topologique X! .
Soit Fu = (Ai)ieI une 'wonne famille™ de sous-espaces fermés de codimension finie,
clest=a~dire que F est d'intersection nulle et filtrante & droite, 1l'ordre sur
I étant induit par 1l'ordre inverse de la relation d'inclusion., On pose donc i > j
si Ai c Aj . En considérant, pour tout i , les espaces Xi = X/Ai sy la surjection
canonique sij de Xi sur Xj étant définie pour tout couple (i , j) de I x I

-

tel que i > j , on obtient un systéme projectif T = (Xi ’ Sij) d'espaces vecto-

riels, Notons 8 la surjection canonique de X sur Xi .

(0-1.1) Cas particulier : La %héorie des probabilités cylindriques utilise la bonne

famille maximale Fm de tous les sous—espaces vectoriels fermdés de codimension

finie de X , d'ol le systéme projectif usuel T, e
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Soit X muni d'une bonne famille Fu s on appelle fonction u=~cylindrique une

fonction numérique ¢ » définie sur X , telle que

(0-1.1.1) Aiel, dq t X, =>C1 o=@ o5

En particulier, si 93 est un polynfme, on dit que ¢ est polynomiale u~-

cylindrique, L'ensemble de ces fonctions est noté &a-cyl(x) ou simplement
@;yl(X) si Fu = Fm . Xi est appelée une base de ¢ . Par la suite, toutes les

fonctions numériques considérées sont & valeurs complexes.

(0-1.2) Définition : L'espace X étant muni d'une "bonne famille" F_, on appelle
ZerantLon P u

u-prodistribution T sur X une famille (Ti) de distributions Ti sur les es-—

paces X, , vérifiant le condition de cohérence suivante : pour tout couple (i,j),
tel que i > J , et pour toute ¢ de @(Xj) ’ (@ ° Sij)Ti est une distribution
bornée sur Xi (intégrable au sens de Laurent SCHWARTZ) et Sij(Ti) = Tj .

Si Fu est fixé sans ambiguité, on écrira simplement que T est une prodistri-

but ion,

On se rappelle que l'espace Oc(Xi) des fonctions € , & croissance trés lente
sur Xi » est l'espace des fonctions ¢ indéfiniment dérivables sur Xi stécri-
vant ¢ =Py » ob P estun polyn8me (dépendant de o )y et y une fonction ¢
dont toutes les dérivées tendent vers zéro & 1'infini (voir [1]). Cet espace est
noté E(Xi) s et 1'on note E'(Xi) le sous—espace des éléments de cg(xi) dont la
transformée de Fourier est analytique j; de telles distributions sont dites & dé-

croissance ultra—~rapide,.

(0=1.3) On remarque $

(a) £ -8 est un couple d'e. v. en dualité séparante.

(b) L'ensemble des polynBmes est dense dans £ pour la topologie faible associéde
a4 cette dualité.

En effet, soit ) dans £ et T dans £!' :

i

(a) si (T ’ @) 0 pour tout T de g » i1l en résulte que (¢ ’ @) = 0 pour

toute { dans ® . Donc ¢ est nul.

(b) si (T 4 @) = O pour tout ¢ dans £ , il en résulte que (r y P) = 0 pour
tout polyn8me. Donc toutes les dérivées de T sont nulles & l'origine. D'ou T = 0,

vu 1'analycité de @ .

(0-1.4) Définition : On appelle prodistribution & décroissance ultra-rapide ume

prodistribution T = (Ti) sur X , telle que Ti G'E'(Xi) pour tout i ,

La condition de cohérence des T, entratne qu'une telle distribution définit une
forme lindaire sur l'espace ﬁbyl(x) des fonctions cylindriques ¢ sur X admet—

tant la factorisation (0-1.1.1) avec «; € £(X;) : il suffit de poser

(o) = (Ti ’ wi) .
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On peut donc associer & toute fonction cylindrique ¢ la prodistribution ov »
définie par la forme linéaire suivante ¢

Si y = V5 085 et ¢ = o s; sont deux é1léments de chl(X) s on introduit
k supérieur & i et J , et la forme lindaire s'éerit @

q;h—-—>((p\):¢)=(\)9(9\b)=(\)kocpkq>k)

avec (pkchioski et \l’k::t!’joskj.

Comme en théorie des distributions, la fonction cylindrique ¢ est caractérisée
par la prodistribution ¢v » car ¢v =0 entraine ¢ = O . Par conséquent, pour

simplifier 1'écriture, pour toute ¢ € Ecyl(x), la prodistribution ¢v est notée

parfois ¢ ; mais ceci ne signifie pas que les fonctions cylindriques "sont" des

prodistributions.

0-2. Un cas particulier.

Soit X un espace d'Hilbert réel séparable ; X est identifié & son dual et &

22 » espace des suites de carré sommable, moyennant le choix d'une base orthonormée
(en)n de X .

Considérons la '"bonne famille AO ’ Al 9 ess OU An est le sous—espace fermé
engendré par les e » i>n+ 1. On obtient alors le systéme projectif
m, = (Xn ’ Sn'n) en identifiant Xi = X/Ai a {O} si 1 =0 , et au sous—espace
engendré par {el 3 ees 9 en} si 1i>0.

Soit HO ’ H1 » ese la suite des polynSmes d'Hermite, on pose :

% (t) = 272 (a2 1 (442) .
Si k= (k1 oo kn) et x = (x1 ? eee 3 xn) s on pose

Zﬁ((x) = Kkl(xl) eee Jﬁ( (Xn) .

(0~2.5) Propriété : Vu (0-1.3), pour tout n , la suite (mk) s o0 k déerit la
famille des multi-indices k d'ordre n , forme un systdme libre total dans 1l'espa-

ce E(Xn) muni de la topologie faible associde & la dualité avec E'(Xn) .

De plus, pour tout n et tout k , on a

xk ° Sn+1,n = xkl,...,kn.O *

Pour Tn fixé dans §'(Xn) les nombres (Tn ’ i?) sont appelés les coefficients

de Tn par rapport aux Rk .
En faisant varier n , on peut définir les coefficients suivants.

(0-2.6) Coefficients d'une v—prodistribution T = (T ) e £1(X) : Pour tout n et
n

tout multi-indice k = (k1 ? eee 9 kn) » on pose

a (1) =(®) = (T, » &) »

ou les %k = mk ° S/ sont les fonctions polynomiales cylindriques d'Hermite, nor—
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malisées,

La suite de ces coefficients caractérise T 4 et la condition de cohérence des
Tn se traduit par les conditions
(T) = (T) .
akl’...’kn’o aklc.ckn

0-3, Dérivation relative.

e

(0-3.7) La théorie de la dérivation au sens des distributions est formulée en iden—
tifiant toute f € Lioc(ﬁn) 3 la distribution f dx . Elle fait donc jouer un r8le
trés priviligié A une mesure de Lebesgue. En vue des applications a la dimension

infinie, si X est euclidien de dimension finie n , on est amené & remplacer dx
par la mesure gaussienne réduite Yy qui s'exprime de la manidre suivante : Si on

choisit une base orthonormée quelconque (ej) dans X

oy = (x) dx 5 o (x) = (202 exp(- L 22Y)

1 n n
Pour ¢ € Lloc(g ) et y € @(5 ) , on pose

(g0 8 =T g v 2y,

-9 oot - -
(0=3.7.1) 3, =3x 0 9=y ¥y =0 -%
o . v vy v O
(%)O! = Ba = 311 cee ann ’ aa = 511 XX ann si o= (0!1 fecey (Yn) .

Par transposition de l'opérateur - Bﬂ de @(@n) s on définit un opérateur Sz

de @'(Bn) s appelé opérateur de dérivation de densité dams la direction x, , car

> . l,.n

az(qh Vn) = (Bz mn)vn si o €C (R .
Plus généralement, si V = 22 , e,
1'opérateur S/av de dérivation de densité dans la direction V par zg o, 3

est un vecteur quelconque de X , on définit

2 o
Notons que ﬁéyl(X) est stable par ces opérateurs.

Par transposition de ~ 3, opérant dans @(@F) s on définit 1'opérateur éz de

dérivation absolue dans @'(BP) qui prolonge 1l'opérateur éz de @(BP) .

1. Définition équivalente des espaces K3(x) .

Reprenons les hypothdses et les notations du §0-2.

Soit v 1la probabilité cylindrique normale canonique sur X o v est définie

par le systéme projectif des Vy S Voo 8 ou Vo est la loi normale réduite sur
X
n
(1~8) Définition de KS(Xn) : Soit 1l'espace
2 . 2 2
L\)n = {(p H }xn —_—> C “‘dl =~r l(pl d.\)n(X) < oo} .

Pour s entier > 0 , on définit KS(Xn) comme l'espace des fn vy € E'(Xn)

telles que (3/ax)P £ e 12
S n Vn

mnit X (Xn) de la norme @

pour tout multi~indice g de longueur < s . On

~



e, vall, = (2o 0% 2 [2)Y/2

(1-8.1) avec l“D}, fn”‘Z _ | ! I( ) £ ”2 |a

Développons fn selon les #

fn(x) = 2§ 8 KY(X) » O v varie sur 1l'ensem—
ble des multi-indices dtordre n .

i

Si on pose P (t) = 13 Pl(t) t 3 Pz(t) = t(t = 1) 5 eee 5 on obtient

( )a f (x) = Z§ a, V%al(yl) cee Pan(yn) KYl_al(xl) cee B n_an(xn)

et

il

2
1, vl

Or le crochet est égal & P (ly]) » car, pour tout nombre complexe 2z et tout

entier 4 =21, on a la relatlon

R (v +2) =T () 2 (o) 2,

facilement vérifiable par récurrence. D'ou :

2 ME
Z\( la\{[ Zz=0 [z|a§=ﬂ, zﬂ

) eee Pan(yn)] N

(Z) ’

an Vn”i = 2§|aYl2 Q(!yl) avec Q(t) = t° 4 eee + 1,
Q(t) > 0 pour tout entier + >0 .
On peut donc trouver une constante C(s) » indépendante de n , telle que
-1
£40l8 < [1£llg < ClI£ NS »
ou 1l'on a introduit sur Ks(Xn) la norme équivalente
(1-8.2) ey = G la ) 1+ WhHY2.

Cette norme permet de définir KS(Xn) pour s réel quelconque.

En effet, si s est réel et positif, on définit KS(Xn) comme l'espace des

fonctions fn telles que ¢

£ € L\2) et Zklaklz (1+xk)® <+ =,
n

ay étant les coefficients de la distribution & décroissance ultra-rapide fn v,

sur X
8, = (2m)™/2 | £ (x) exp(- [[x]|%/2) & (x) ax .

Si s >0 , on a les inclusions suivantes

o ck® < 12c1(®®) e
dense

les deux dernidres inclusions étant les adjointes des premidres,

/ -
(1-9) THEOREME. — Tout &lément T € '(K°) » avec 8 > 0 , est une distribution &

décroissance ultra-rapide.

Pour la démonstration, utilisons le lemme suivant.
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(1-10) LEMME, - Toute forme antilindaire continue T sur K° stéorit

Bt O R e e o5

Cd

c étant un entier >s >0 .

Preuve ¢ Si s est rédel >0, s =[s]+s! avec s' >0 , alors la forme

‘o . s .
antilindaire T sur K  est aussi une forme sur K avee o = [s] + 1.
Considérons maintenant 1'application injective

S
a st K ——>n|C¥|SO’L

f > {Cg%)a £}

Elle identifie K° au sous—~espace vectoriel normé a(KS) de ﬂl L2 « On en

ol<o
déduit, par le théoréme de Hahn-Banach, que si T est une forme antilinéaire conti~

nue sur Ks s elle se prolonge en une forme antilinéaire continue sur r”al<b L2 ’

donc il existe une famille (g ) d'éléments de L° telle que s

i fek® ; (T,f)—zlalqy(g ,(——) f)—-ZH (--1)1"‘l (( )% e, 0 T) .
Soit maintenant T e ’(Ks) s 8 >0 , on peut alors définir ses coefficients par
rapport au systéme Rk s et soit ak(T) = (T , i&) .

0r K° est identifid a 1l'espace des suites a = (ak> telles que

Eklaklz (1 + x])° <+ o
C'est un espace d'Hilbert avec le produit scalaire (a s b) = Zk ak'ik(l + |k|)s
donc, pour le théordme de Riesz, étant donnée une forme antilinéaire T sur x° ,
il existe 6 = (ek) e k° tel que
vack®, T(a)=C(alo)=2 6 =(1+k])?.

BEn particulier, si

= (Wk) ’ a A T(M’k) =-6-k(1 + lk‘)s ’
donc 0, = a/(1 + lc])® , et o est tel que

5o l? (1 + [kD)® = 3 la l? (14 k)™ <+ =

Et inversement, en partant de © , on peut définir un élément T € '(Ks) e« On

peut donc poser la définition suivante.

(1~11) Définition (s réel >0 ) K—S(Xn) est 1l'espace des distributions T a
décroissance ultra~rapide sur Xn sy telles que la suite (ak) de ses coefficients,

par rapport au systéme Kk s vérifie

Slal? (14 k)™ <o

est 1'antidual de KS , et on a les inclusions

(s > 0) ¥ c1lcx™®,

K—S

(1-12) Définition de K°(X) : Nous allons d'abord définir K°(X) comme un espace
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de v-prodistributions, c'est-a-dire comme un espace de prodistributions relative-
ment & la bonne famille des An « Puis, apreés 1l'étude de la transformation de
Fouriery on verra que toute T = (Tn) de KS(X) définit naturellement une prodis—

tribution relative a la bonne famille maximale.

(1-13) Définition : K (X) est 1'espace des suites T = (T ) » T € KS(Xn)
)
telles quey, pour tout n > 1, Tn = sn+1.n(Tn+1> et suanTnHS <w, K (X) est

donc un espace de v~prodistributions. Muni de la norme

I7llg = supgliT I

KS(X) est un espace de Hilbhert,

En effet, KS(X) est préhilbertien, car c'est un espace vectoriel dont la norme
vérifie 1%égalité du parallélogramme ¢
1 2 1 2 12 22
l2° + 2 + it = 2% = 2l + )
pour tout couple Tl = (Ti) ’ T2 = (EE) d'éléments de KS(X) o On obtient cette
égalité en 1'écrivant pour Ti et Ti

pour n =—> + o aprds avoir observé qu'on a

dans KS(Xn) » et en passant a.la limite

(Tl = 21m 7 llg
car “Tn“s est une fonction croissante de n .

Le fait que KS(X) est complet résulte du fait que Ks(Xn) est complet. En
effet, si (Ti)i est une suite de Cauchy dans KS(X) s pour tout n , (Ti)i est
une suite de Cauchy dans KS(Xn) et, de plus, la convergence est uniforme par rap-

port & n

. i . . . _
Posons Tn = l:.m.n Tn , et considérons la suite T = (Tn) e On g
)

\ 1 . s .
car 1'hypothdse de coherence T n+1 n< n+1) se traduit sur les coefficients

ak de la prodistribution T par la relation
i i

aklioou’knto = ak1’--0’kn !

d'ou la limite pour i —> + o 1la condition de cohérence pour T . De plus, on a

T eKS(X) et T_=s (7

n+l,n' n+l

pour 1 assez grand et tout =n ,
i i i
Tl = 1Ty = Tollg + 1Tllg < e+ 177 <= e
La suite ”Tn”s étant bornée, on pose

“T“s = supn”Tn”s < @

2e¢ Propriétés des espaces KS(X) .

2-1. Densité des fonctions polynomiales cylindriques.

On définit 1l'espace (X) des fonctions polynomiales cylindriques sur X

v—-cyl



10-08

comme l'espace des fonctions P sur X au type P=P.s » ou P est un poly-
n

nBme sur X setou n est quelconque.

(2-1.14) PROPOSITION. — L'ensemble des prodistributions du type Pv avec
= S
Pe @v—cyl(x) est dense dans K (X) .

En effety, soit T = (T ) un élément de K°(X) « Comme [|T||, = sup |IT |l, » il
existe n tel que HT“S - HTH“S <ef2.

s . .
Or Tﬁ-e K (XH) s et soient akl--okﬁ ses coefficients sur Xz o Comme TH peut

8tre considéré comme la prodistribution de coefficients

(ak Te— si kn=0' Pn>n,
1'.. n
akl...k =1° si k #0 pour au moinsun n >,
a'k k 0 0 si n<;l- ’
100. n’ eoe

on a

2 2 2 2

NNy N e DS v

kh#o pour au moins un n>n

De plus, comme la série Zk:kl.,;kﬁlaklZ (1 + |x|)® converge, il existe N
entier tel que

Z]k|>N|ak|2 (1+ [x])® < ® .

Alors
Py eeer 30 = 20|y o By
est un polynSme sur X- tel que ”Tﬁ - Ev”s <¢ avec P=P o s= s d'oh

Ir = Bl < 17 = 25l + g = Bllg < (e +12llg)

2-2 Antidual de K°(X) .

(2=2,15) 8i s est positif, pour tout n , on a 1'inclusion KS(Xn) c KS(X) ’
car les éléments Pn vy (avec Pn polynfme sur Xn ) sont denses dans KS(Xn) s et

ils peuvent 8tre considérés comme lés éléments Pn ° Sn)v de KS(X) .

De plus, l'injection in : KS(Xn) — KS(X) est une isométrie, Soit maintenant
4 une forme antilinésire continue sur KS(Xn) s L oo in est alors une forme anti-
linéaire continue sur Ks(Xn) s Clest=d~dire un élément Tn € Kfs(Xn) s et on a
[T llg = N2 o il < [l2]

Comme la réunion des KS(Xn) est dense dans KS(X) s ON a

(2-2.15.1) sup |7 | = supl o 1]l = |l

Pour montrer la cohérence des (Tn)n s on considére les trois injections canoni-

ques
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Kg(Xn) — KS(Xn+1) > K°(x)

)v

£y > (f o s —> (f o sn)\) .

n+l,n’ "‘n+l

On obtient alors

(2 in)f =8 o i )(f o Sn+1,n) .

n+l
Ce qui s'écrit
¥ fe Ks(Xn) » (2,0 8) = Tn+1(f 0 Sn+1,n) ,
soit
Tn = Sn+1,n(Tn+1> ¢
T = (Tn) est donc un élément de KfB(X) .
Considérons maintenant 1l'application lindaire ¢«
1k%(x) %> k(%)
L —=>T

od 'K°(X) est llantidual de XK (X) . Vu (2-2.15.1), o est une isométrie. De
plusy, o est & image dense. Pour montrer cette dengsité, comme les zﬁkl<N o ik
sont denses dans K-S(X) s 11 suffit de montrer que tout %ko appartieﬁ% a4 1'image
de o « Or si 1l'on considére 1'élément )\ de 'KS(X) du type

A K2(X) —>C

o fﬁk — '&k
0

k, = (k1 ? ese » km) étant un multi-indice fixé, on a

a(n) = ﬁk v = (Kk ° Sm)v ’
0 0
car \ o im est représenté par Kko v de K“S(Xm) .
Notons encore que si 1'on considére les deux injections canoniques du diagramme
K3 (x) o> 12(x) et K (x)

on voit que i est 1'adjointe de Jj , car

~

k
3* Y _ (% lsw ) _ s O
(3 sckolzck) = (quohﬁﬁk) =8
Finalement, on a montré la proposition suivante.

(2-2.16) PROPOSITION, — Soit s > 0 . L'adjointe de 1'injection de K°(X) dans
12(X) identifie isométriquement 1'antidual de K°(X) a K°(x) .

2=3, Transformée de Fourier.

On rappelle (cf. exposé 2) que si T = (Ti) est une prodistribution sur X tel

que Ti soit une fonction localement intégrable sur Xi pour tout i , on définit
A~

T comme la fonction définie sur = = Ui,Xi qui coincide avec @1 sur Xi .
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(2=3.17) Définition des espaces Fﬁ(Xc) .

Soient s réel quelconque, et x° 1e complexifié de 1l'espace de Hilbert réel
séparable X . On note Fﬁ(Xc) 1l'espace des fonctions analytiques § sur x° ad-

mettant un développement de Taylor a4 1l'origine,

(23.17.1)  a(e) = 2y D 80) 11 e 412, _x I s

désigne la norme dans le produit tensoriel hilbertien complété <:%K x° .
Notons que cette condition entratne (vu 1'inégalité de Cauchthchwarz) la conver-

gence normale et uniforme de (2—3.17.1) sur toute boule de Xc .

(2=3,18) LEMME (Transformée de Fourier en dimension finie), = Soit s 1réel quel-

conquey et soit dim X = n , Alors la transformation

0, : Tr—> T(u) exp( Hu”

définit une isométrie de X°(X) sur F(x°) .

En effet, soient v la probabilité normale canonique sur X 5 et T =Py 1la

distribution correspondant au polyn8me P(x) » x = (xl 9 see xn) défini sur X.
On a P(x) = zﬂklsN a k(x) s avec k = (k1 ? ese 9 kn) .
D'aprds une relation de [7] (page 582) si ne N et ueR,
8, vy () = I % (5) exp(-s(my) dv,(y) = (1)*(t)™Y2 o exp(-2/2)
aton 3(P) = exp(--% “u“z) s(u) avec u = (u1 ? eoe 3 un) et
) = (k)7 3y a0V )l

Considérons le polyn8me de la dernidre parenthdése comme un élément du produit

tensoriel symétrique hilbertien (:>k X , alors on voit que

s(u) = ZLO QE,”‘)

avec la norme de Dk 5(0) dans cet espace égal 2
Kk 2 2
On obtient

1912, = S 1ay19) St = 5 20+ 1e)® = ol

donc une isométrie de 1l'ensemble des éléments de KS(X) du type Pun sur l!'ensem~

ble des polyn8mes de FS(XC) » d'ol par prolongement le lemme,

(2—3.19) PROPOSITION (Transformée de Fourier en dimension infinie)., =~ Soient s

réel guelcongue, et X de dimension infinie, identifié & son dual. Alors, la

transformation 6 ,

T > T(u) exp(% “u“z) R

réaglise une isométrie de KS(X) sur l'engsemble des restrictions a L& Xi des 61é~
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ments de F (X°) .

Démonstration : Soit T = Ev la v-prodistribution correspondant a la fonction

v-polynomiale cylindrique P=Po, S, basée sur Xn « On a

f(u) = I exp(- u , x) dT(x) avec u € L% Xj R

On peut supposer u € Xn' avec n' >n . Notons que v est le produit tensoriel
(cf. exposé 2) de la mesure v, sur X_ et de la promesure normale canonique Vﬂ
sur X; o

D'oh

T(u) = ff exp(—i 22' uj Xj) P(Xl Seee Xn) dvn dvé

1
= f exp(-i Z: u, xj) P(xl,...,xn) dy, I exp(~i §;+1 uy xj) duﬁ(x )e

X
n+1!ouo n,

Or vu le lemme (2-3.18), la premidre intégrale est égale &
Bn(P)(u1 9 eee 9 un) exp(—-% 22 u?)
et
f(u) = exp(- 3-52' u?)(e P)(u 9 ese 3 U ) .
2 J n 1 n
On note que la norme de en P dans Fs(Xn) est égale & la norme de la fonction
polynomigle cylindrique (en P) o 8, dans Fﬁ(Xn) o

D'autre part, ces fonctions sont denses dans FS(XC) . D'ol le résultat.

o-4. Définition de K°(X) sans faire intervenir le choix d'une base.

On va définir, grfice & la transformation de Fourier, une isométrie B de K?(X)
sur un espace U de prodistributions relatives & la bonne famille maximale Fm de
X,

Le systéme projectif correspondant T, = (Xj ’ Sjk) est formé par la famille Xj
des sous-espaces de dimension finie de X , la surjection Sjk étant la projection
orthogonale de Xj sur Xk » définie chaque fois que X. contient Xk o Identi~-
fions X A& son dual, de m8me que chaque Xj . Soit (en o wme base orthonormée

quelconque de X .
Soit P =0(T) € P°(x%) avec T = (z,) € K°(X) .

A tout sous—espace X » on peut associer la distribution T, € KS(X ) » dont 1la
transformée de Fourier est la restriction de F(u) exp( Hu”2) a X « Pour
Xj o) Xk s la transformée de Pourier de Tk est la restrlctlon de T Xk s Ce
qui entratne la cohérence des Tj . De plus, par transformation de Fourier, on voit

que

w2, = 19, = ool -

(2~4.20) PROPOSITION, - L'application B @ (Tn)n P> (Tj)j réalise une bijection
igométrique de K?(X) sur 1l'espace U des prodistributions (Tj)j sur X telles
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que Supj”Tj”s soit borné.

On identifie par la suite U et K°(X) .

(2—4.21) Remarque.

Notons que les démonstrations du §2 s'adaptent en remplagant @
la bonne famille Fv par la bonne famille maximale,

le filtre de Fréchet sur la famille des Xn par le filtre des sections termina-

les sur les (X ) pour la relation d'ordre définie par 1'inclusion,

€ ey (K) pET € (X) .

On aurait obtenu ainsi une présentation ne faisant pas intervenir au départ le
choix d'une base. Puis 1'étude de la transformation de Fourier aurait permis de
construire, moyennant le choix d'une base, une isométrie de U sur KS(X) « De
toute manidre la construction de cette isométrie est nécessaire pour caractériser

tout élément de U par son développement en série de Fourier,

(2-4.22) LEMME. - L'espace K°(X) est invariant par le groupe orthogonal.

On rappelle la définition de 1l'image AT d'une prodistribution bornée (TJ)

sur X par une application linéaire continue £ : X —> 7Y (cf. exposé 2) : pour

Yy = Y/B; .

tout sous—-espace fermé Bj de codimension finie dans Y , on pose
D'ou une injection canonique 45 de Xy = Y/L"I(B ) dans T . On définit 4T

par la famille cohérente des 4, (T ) sur les YJ
De plus, on a
Lo -~
47(v) = T(g' v) pour tout v dans Y! .

Iciy, Y=X, et 4 est orthogonale. Le lemme résulte donc, via la transforma-

tion de Fourier, de 1l'invariance de FS(XC) par le groupe orthogonal.

2-5, Opérateur de dérivation de densité dans KS(X) .

Soit V un vecteur quelconque de X , muni de la bonne famille maximale, On rap-
pelle la définition de l'opérateur de dérivation de densité 3/d3V  dens ﬁéyl(x)
associé &2 V (ef. exposé 9). On note VJ la projection orthogonale de V sur un
sous=-espace Xj quelconque de dimension finie de X 4 et a/aVJ 1'opérateur de
dérivation associé a Vj s opérant dans E’(X ) . On peut vérifier que si T = (T )
est une prodistribution quelconque de cy (X) s alors la famille des dlstrlbutlons
S/avj T y € gr(x j) est cohérente. Elle définit donc une prodistribution sur X
notée @/3V)T .

(2-5.23) PROPOSITION. — Pour tout s réel et tout V e X , llopérateur 3/3V dé-

finit par restriction un opérateur continu de KS(X) dans K?-l(X) .

On peut supposer [|V]| =1 , et soit (e ) une base orthonormée de X telle que
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=V , Vu la densité dans KS(X) de @v (X) 4 on est amené 3 démontrer une

e1 -Cyl

inégalité
(e« s )l

pour toute fonction v~polynomiale cylindrique du type P o S, *

2050, ”Sé-; ((B o s )V _, <

Posons
P(x):%{ak}ﬂk(x), k=(k1,...,kn)=(k1’k')-
Or
QP
3 (7o s)v) = (5w a)v
D'ou

2= (e spWIIZy = I3 o e e yCey) o el
=2 laklﬂ,k.lz(l sk )1 +1)%T =2 lakl,k,l2 k6570
Or, pour tout s réely, a>1 et b>0, ona
ala + b)s"l,s c(1 +a +b)° avec C = sup{t , 2"}
dtol
||a§ (o s N2, <ol s

2-6, Les isométries Aw o
LY W W A e

(2=6.24) Soit  wun nombre complexe. On a, pour tout s , une isométrie

(2~6.24.1) | (%) —> R (w) (x0)

oz) = 3, s Q(O o > 2o s @f;? 12) (4 +x)W2,

Par transformation de Fourier inverse, voir proposition (2-3.19), on en déduit,

s+Re(u0(X) « Notons

pour tout s , une isométrie notée A® de K°(X) sur K
qutelle laisse invariante &Ey1<x) e Si 1'on choisit une base orthonormée quelcon-—
que (en)n de X , on peut expliciter cette application en faisant intervenir les
coefficients d'une prodistribution de KS(X) par rapport & cette base., Plus préci-
sémenty, si T € KS(X) a pour coefficients les nombres 8 9 les coefficients cor-

respondants de AY T sont (1 + |k|)7 ~w/2 B

a (0% 1) = (1 + i)~/ 2 a (1) .

2=7, Propriété d'interpolation..

(2=7.25) PROPOSITION. — On se donne deux Hilberts réels X et Y » munis de leurs

bonnes familles maximales, et deux couples de réels (so ’ sl),(to ’ tl). Soit A

un opérateur linéaire de @cyl(X) a ééyl(Y) qui se prolonge par chtinuité en

deux opérateurs linéaires continus :

sj t.
KI9EX) —>KI(Y), 3=0,1,
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de normes inférieures respectivement aux constantes positives C

EE. C, « Posons

0 1
s(6) = (1-0)sy +es; » t(6) =(1~0)ty+06t, » O<O<L,
Alors A se prolonge par continuité en un opérateur linéaire continu de Ks(e)(X)

N

1-0 CO

Kt(e)(Y) dont la norme est majorée par la constante Cj 1

Démonstration ¢ Posons z =6 + iy « Soit f € Pcyl(x) ot g€ @cyl(Y) .
Considérons la fonction de la variable complexe 3
(2=7.25.1) P(z) = (AAS(Z)f , Aft(z)g)

avee s(z) = (1 - z)s + 28, et t(z ) (1 - z)t + ztl s la dualité intervenant

dans (2=7.25,1) étant celle entre K e)(Y) et K «»(Y) . Vu 1l'hypothdse, on a
2] < ol ey ot 12(t + )] < ozl el

De plus F est analytique si O < Re 8 < 1 , et bornée continue sur la bande

fermée., D'aprés le théoréme des trois droites, on a

o) = 1an>®s , 277 ®e) | < o2 Fypel lef -
En posant f, = As(e) £, g = —t(e) s on obtient
|<Af ' 8y )l 1-6 eklflus(e ”g1”—t(e) ?

\ 1-0
atol “Aflut(e)'s o 01”f1“s(e) s car £, et f, décrivent @cyl(x) et 6gy1(Y)

respectivement. Cette inégalité prouve la proposition.

2-8, BEffet des translations.

(2-8.,26) PROPOSITION. = Soit a € X . L'application

Ua : f(x)y —> f£(x = a) exp@% (a 5 x) —-% Hanz)v

de (X) dans (X) se prolonge par continuité en un endomorphisme bi-

univoqu e et blcontlnue de K (X)

Pour la démonstration nous utilisons le lemme suivant,

(2—8.27) IEMME, - Soient X de dimension finie, s entier > O ’.EE

c(s) = EZ=0 21 2 ((1 + Ha”z)/4)£ .

Alors
2 2
(2-8.27.1) o, flls < e (el

pour tout f dans K°(X) .

Démonstration du lemme ¢ On rapporte X & une base orthonormée e. jseses e,

1 a1/2 o,
o, &y

o ',
1

telle que a soit colindaire & ey . On pose b =a/2 et b

Yy = (al '} a') avec (Y’ = (a2 Sece)d Oln) 9 aa

1l
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On a
—i,0!

(o-8.27.2)  3%(U_£) = [Z:__l_o (:l)bjl“ adl " t(x - a)] exp(b, x, - 1]/

On note que Ua est une isométrie dans 12 s donc (2-8,27.2) montre que

U fe K5(X) dds que fe K (X) .
Evaluons la norme de Ua .
o, o . -1,
Ha"’(Ua )1« 2® 21 (vl £
ay=isa
2 lalt % 2 |ol
il o2l cae ST g7 et

i, 011:0!'
S ¥\, 21 2 s 2,%1 2
P o1, (I < 2 o zzl:lu +b2) g2
<st 2® (1 + 102)S 212
N 2 2\8 2
ptou U £]lS < v, f”s_l + st 2% s(1 +2))" £l
On obtient (2—-8.2701) en additionnant ces relations pour s =1 3 2 9 see 9 8 &

Démonstration de la proposition (2—8.26) ¢ Comme l'application a ¥=—=> Ua est un

homomorphisme de groupe, il suffit de montrer que chaque Ua est continue.
(a) Supposons d!'abord X de dimension finie.

Si s est entier positif, il suffit d'appliquer le lemme,

Si s est réel positif, il suffit d'interpoler (voir (2-7.25)).

Si s est négatif, on utilise le fait que le transposé de 1'opérateur Ua de
KS(X) est 1l'endomorphisme U_a de K—S(X) . Notons aussi que, pour s fixé, les
applications U_ de K°(X) aéerivent un borné lorsque ||a]| est uniformément ma-
jorée.

(b) Supposons maintenant X de dimension infinie, muni de la bonne famille maxi-
male, Soit P=P, s; une fonction polynomiale cylindrique de base Xi e Quitte
& remplacer Xi par le sous—espace vectoriel engendré par Xi et a » on peut
supposer a € X; » On note que 3x) = P(x - a) exp[ (b , %) - “b”2] est une fonc~
tion cylindrique de base Xi . Donc on peut écrire Q=Qo Sy e D'apres le (a), on

as pour tout s ,

9l < <=l

ou C ne dépend que de s et de |

Donc

v, il = 13y < cli?l, -

D'oh le résultat puisque les Py sont denses dans K°(X)

3¢ Propriétés de trace.

(3-28) On veut définir et étudier le trace des prodistributions T de KS(X) sur
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une hyperplan affine H de X . A cet effet, on noté X' 1'hyperplan de X pa-
ralldle & H passant par l'origine, et xiOxl la droite perpendiculaire. Pour

toute base orthonormée dont le premier vecteur est porté par Ox, , 1'équation de

1

H est xl = . On introduit la bonne famille Ft des sous=-espaces vectoriels

fermés de X contenus dans X' , Toute prodistribution T de KS(X) est alors
considérée comme une t-prodistribution, c'est-d-dire comme un systime cohérent de

distributions sur les sous-espaces de dimension finie de X passant par xlox . On

& v =y, ® v' » ol v' est la probabilité cylindrique normale canonique relative
a x'.,

Soit q un entier >0 , Si @ est une fonction polynomiale t-cylindrique sur

X , pour tout o réel, on note YZ ©® la fonction
Xt —>C
(3-28.1)
X! > )q o s x1)

A cette fonction est associée la prodlstrlbution (y P)v! sur X' , Cette pro-

distribution appelée trace d'ordre q de v sur H est encore notée Yq (WV)

(3-29) THEOREME 1. - Soit s > 1/2 .

(a) Pour o fixé, 1'application v b—> (y m)v se prolonge par continuité en

une application continue de K (X) dans KS‘(l/z)(X‘) . Cette application, notée

VO » est appelée application trace d'ordre zéro sur 1l'hyperplan X =a.

(b) Pour toute T dans KS(X) s 1'application g b=—> yg T est continue de R
S—( 1/2) (X') .

4 valeurs dans K
.
Démonstration.

(a) Supposons d'abord o = 0 . Soit 5 =@ oS une fonction polynomiagle cylin-
drique de base Xn » OU Xn est un sous~espace de X de dimension finie contenant
Ox,

%4
On a
2 2 8
x) =2, a, ®,(z a. € R et | =2, |a, + |3 < +
o(x) 5 8y J(): JER ol : laJl (1+ 1350) ®

avec X = (Xl ’ X') » J = (jl ’ j') et xj(x) = Kj (xl) Mj,(x') .

1
o(0 5 xt) = 25 a5 mjl(o) Rj,(x') =2 bj’ Rj,(x') avec bj' = zﬁl 8 le(O) .
Comme mj (0) est nul si 3y est impair, on a
1 . .
-j,/2 3,/2 3
2 _ e S 21y ,-1y2
L le pair &3 2 - )" Vi e

d'ou, en appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2 2 <1 1)S
LI R Zjl lag 1™ (13, + 130D sy,
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avecsz . (jl)! .5 I‘(j1 + 1)
AR T 20 1ans 91 31 29 s
2 [ (5,/2)177(a+l51) 2 " o5 + 1) (a+l3])
< f;m r(x +1) 27 (0 + N2 (1 +x+ 3070 ax .
Or

(3-20.1) T(x+1)=2" 12 rG+2) rG+1) et F(%+—]I2-)$Cx-1/2 rE+1) si =0,
dtolu Sj! < c(1 + lj'i)_s+(1/2) . Donc

(3-29.2) (02 5=, (el 3t P2, 5 zjlj.|aj|2<1+jl+1jv1>S=cna<x>u§ :

La relation (3—-29.2) montre que yg admet un prolongement continu de KS(X)
gans =Y/ (x1) el que
s 0
(3-29.3) 70 e XX s [lvg Tgy/2) € Tl -
Pour tout a réel, posons a = (o » 0 » ese) . En utilisant 1'opérateur U—-a
du lemme (2-8.27), on a
0 ~ 2 ~
vo U_ (&) = exp(= 7 lal) ¥§(&) .
De (2—8.2’7.1) et (3-.-29.3), on obtient donc, pour tout @ € 6acy1(x) et pour tout
a tel que ™ 501 ’
o 1 2y O ~ ~
”YO(QV)”S-(l/Q) = “eXpGZ || ) Yo U_a(qw)”-S Cz”@“”s ’

ou 02 est une constante qui ne dépend que de s et de C1 .

(b) Soit ((_pk y) une suite convergeant vers un élément fixé T de KS(X) .
D'aprds (a), on a une relation
“Vg(‘?k v) = Yg(% V)“s-(l/z) < C2”(~°k v =@, \’“s pour tout o tel que lalSC]_ .

Ceci fait apparaftre la fonction o +—> yg T comme limite uniforme, sur tout
compact de R , de fonctions continues & valeurs dans KS'(I/Q) (x*) . Elle est donc

aussi continue,

(3-30) COROLLAIRE. - Soient s >— +gq , et entier >0 .
Soient > +q et q entier >

(a) Pour o fixé, 1l'application oV —> ya("(p\)) se prolonge par continuité en

une application, notée Yz » de KS(X) dans Ks-q—(172) (X*) 5 qu'on appellera

trace d'ordre q sur l'hyperplan X, =0

(b) Pour toute T € KS(X) » 1l'application o p—> yg T est g fois continfment
s-q-(1/2) (g 4y ,

dérivable de R & valeurs dans X

Démonstration : Comme yg = ‘Yg o ("a_;a:_)q , le (a) résulte du (2~5.23) et du théo-
1

reme 1 (a)e

Montrons la surjectivité des applications de trace.
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(3-31) THEOREME 2, - Soient q entier >0 , s >% +q et o réel,

Alors l'application yg de KS(X) dans Ks—q—(1/2)(x,) est surjective,

La démonstration utilise le lemme suivant.

(3-32) LEMME, - Soit y =0 ou 1 et k réel 2 1 . Posons ¢

fo si 4 -v est impair
(3-32.1) 8, (ysk) =-1 (41)1/2 (= k) (a=y)/2
2(2-y)/2(£,_;_'y_)! (1_,_1{)1/2” T vk

_§1 L=y est Bair.

Alors
tY exp(-(k/2)t° = Yoy By 2 ) 2, (8)

Démonstration : Prouvons d'abord le lemme pour vy =0 , Comme les fonctions %

2
forment une base orthonormée de Li(@) s On a

oxp(~ (k/2)t% =%, o 51 &, ()

oy = (202 [ 1, (4) exp(= (1 +1)/2 42) at .

En utilisant le changement de variable t V?E—:?137§—= X 9 et la représentation
intégrale des polyndmes d'Hermite ([9]. page 576) on obtient Bz = BL(O y k) .
Notons que la série du second membre de la relation (3-32,2) avec v = 0 converge
non seulement dans Li(g) y mais aussi pour tout +t . On montre alors la relation
(3=32.2) pour v = 1 en dérivant par rapport & % chaque membre de (3-32.2) pour
y=0.

Démonstration du théordme 2.

(a) Supposons d'abord @ = O . On cherche une relévement R_, c'est-a-dire une
application continue de Ks~q-(1/2)(X') dans K°(X) telle que

(3-32.3) e @20, o0 =y
Vu la densité des fonctions polynomiales cylindriques, on peut supposer

L'expression Rq choisie dépend de la parité de q . Si q = 2m est pair, in-

troduisons la fonction suivante f de la variable réelle xl

exp(~ (1 + [3t1)/2) x2) 81 m=o0
f(xl) = (_ l)m _ 1+ |j'| x2)
(1 + 3'D™ 1.3...(2m - 1) 1

si m>0.

et posons (Rq ) (x) = f(xl) p(x')

Si q=2m =~ 1 est impair (m > 1) 5 on pose

7~

(R, 1)) = (ag/an))(x,)p(xr)
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Comme O(R y) = ¢ » il suffit de montrer l'existence d'une constante positive
Yq'%q

C telle que
Ve &) s Ry Uy < Cllvllggo(1/2) -
Tout q entier >0 , s'écrit g =2m -y avec y =0, 1 et m entier >0.
Posons
o s]_ si m= v =
yom - (- )™ si m>0
(1 + 13'D™Y 1.3.00(2m = 1)
On a

(R, 9)(x) = I, o xY exp(= (1 + [3'1)x]/,) %, (x)

J! ‘Ypm
En utilisant le lemme (3.32), on a donc
(R \ll)(X) 'L J'f; E(X ) 3@ (X ) avec D, ) aj, cY’m BL('Y s 1 + Ij!l) .
D'ou 5 2
I, 912 = Zyulop0 12+ + 57D° = 5, 2501 Oy
S J (2 + |30 ¥ t
avec

S=§ ) 20 (1 +p+ 13'D° IJ)X’,-'Y

7 By palra0 AL ((y - y)/2)1)°
Donc

(o)t (g3t D 2el3t e o 7 Dlern) (oY) (o |3t D7 (a4 l3 hyx o
R Y P M fedy TRz AT

D'ou, en utilisant les relations (3-29.1), le changement de variable x=(1+|j’ I)t
et 1'indgalité (of(1 + &))¥ <~ , 81 a>1 s

2
s, gc(1+ 30y
On obtient a1012's |2 (1+ |30 l)S—Zm+3\(—(3/2) ,
17y ¥lls < € %, RIS S ¥l mg(1/2) -

(b) Le cas général conduit & un calcul du méme genre.

Remarques.,

(a) En opérant comme en dimension finie [8], on peut voir que, pour tout o et

tout s >% + q » l'application suivante est continue surjective.

S 3-(1/2)‘-j ]

K (X) —> ﬂ‘;:O K (x1)
PV F—> 'Yg(cpv) ? eee 3 Yg(cov) .

(b) Soit j entier >0 . On définit 1l'espace de Sobolev vectoriel
A
°(x , 3) =¥°(x) 8 (&, ],
J

ou le crochet désigne le produit tensoriel symétrique hilbertien de J exemplaires
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du complexifié x° de X . Les propriétés de trace de ces espaces se déduisent
simplement des propriétés de trace déja étudides. Par exemple, soit 8 > 1/2 . La
projection orthogonale m de X et X! définit par complexification et produit

tensoriel une projection continue

ul
c J c
o), X == () Xt .
o} o}
Bn tensorisant nj avec 1l'application continue surjective

(%) O 13- (1/2) (1)

on obtient une application continue surjective

KX 5 3) -19—?-3—> Ks"(1/2)(x* y 3) e
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N.-B. — L'espace Kfm(X) = US KS(X) présente une certaine analogie avec un espa-—
ce construit par P. KRISTENSEN, L. MELJBO et E. THUE POULSEN [ Tempered distributions
in infinitely many dimensions, I., Comm. math. Phys., t. 1, 1965, p. 175-214].
L'espace K™ = ﬂs KS est stable pour tout itéré de l'hamiltonien quantique. Les
espaces KS(X) ont aussi été définis, pour s entier positif seulement, par

FROLOV et L. GROSS [Logarithmic Sobolev inequalities (to appear)] en utilisant une
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méthode différente. La technique de série de Fourier présentée et utilisée dans cet

exposé et dans 1'exposé suivant est extrémement puissante.
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