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10-01Séminaire Paul KREE 

Equations aux dérivées partielles
en dimension infinie

lre année, 1974/75, n° 10, 21 p.

CLASSES $$KS DU TYPE SOBOLEV

par Mirella KRÉE

Soient 1  p , °° , et s entier positif. On rappelle que l’espace de Sobolev

W~(R~) peut être défini comme l’espace des fonctions g de L (~ ) , dont
toutes les dérivées distribution, d’ordre inférieur ou égal à s , appartiennent à

Lp(Rn). De plus, la théorie des distributions de L. SCHWARTZ permet de définir

très simplement les espaces de Sobolev et, en particulier, de définir les espaces

W~’*"~(R~) de distribution avec p"~ + p’"~ = 1 .

Remplaçons cette définition de W~’~(R~) par une définition se prêtant mieux à

géné ralisat ion : Wp,s(Rn) est l’espace des g e Lp(Rn) telles que

D~ g = L~(R~ ~ Q. ~) pour j = 0 , 1 ... s .
J ~~

On constate alors que l’on a fait dans les deux exposes précédents tout ce qu’il

fallait faire pour donner un sens à cette définition en dimension infinie. 
En effet,

on a défini les classes Lp vectorielles dans l’exposé 8, et la dérivation au sens

des prodistributions dans l’exposé 9. Le lecteur intéressé par le développement 
de

ce point de vue pourra consulter ~6~).

Mais ceci est un peu compliqué ; et le cas particulier le plus important est

celui où X est hilbertien, où  = 03BD , et où p == 2 . Dans ce cas, on va donner

une définition directe des classes K~(x) = W~(x) , en utilisant la technique des
séries de Fourier. On va aussi énoncer une propriété de trace. Ces résultats ont

été annoncés dans [~ 3~.

0. Rappels.
0-1. Rappels sur les prodistributions introduites ar Paul KRiE [4] et [5].

Soit X un espace localement convexe , séparé, réel, de dual topologique X’.

Soit F = (A.), ~I une "bonne famille" de sous-espaces fermés de codimension finie,

c ’ e st-à-dire que F 
u 

est d’intersection nulle et f ilt rante à dro ite , l’ordre sur

1 étant induit par l’ordre inverse de la relation d’inclusion. On pose 
donc 

si A. ~ A.. En considérant, pour tout i , les espaces X~ = X/A~ , la surjection
canonique s.. de X. sur X. étant définie pour tout couple (i , j) de I  I

tel que i  j , on obtient un système projectif 03C0u 
= (Xi , sij) d’espaces vecto-

riels. Notons s. la surjection canonique de X sur Xi .

(O-l.l) Cas particulier : La théorie des probabilités cylindriques utilise la 
bonne

famille maximale F de tous les sous-espaces vectoriels fermés de codimension

finie de X , d’où le système projectif usuel -n~ .
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Soit X muni d’une bonne fam.ille Fu , on appelle fonction u-cylindrique une

fonction numérique 03C6, définie sur X , telle que

( 0-1. 1. 1 ) 3 i E I , 3 03C6i : Xi ~ C, co = o s..

En particulier, si cp. est un polynôme, on dit que 03C6 est polynomiale u-
.J.

cylindrique. L’ensemble de ces fonctions est noté ~’ ou simplement
u-cy

@ l (X) si F -- F . X. est appelée une base de cp. Par la suite, toutes les
cyl u m 1

fonctions numériques considérées sont à valeurs complexes.

( C--1. 2 ~ Définition: L’espace X étant muni d’une "bonne famille" F u J on appelle
u-prodistribution T sur X une famille (Ti) de distributions T. sur les es-

J. 1

paces X. , vérifiant la condition de cohérence suivante: pour tout couple (i,j),
1

tel que i &#x3E; j , et pour toute rn de ~(X.), (co o s .. ~T . est une distribution
;’ ’t’ J 

, y i
bornée sur Xi (intégrable au sens de Laurent SCHWARTZ) et s..(T.) = T ..

i lJ 1 J

Si F est fixé sans ambiguité, on écrira simplement que T est une prodistri-
u

but ion.

On se rappelle que l’espace Q (X.) des fonctions à croissance très lente
c 1

sur X. , est l’espace des fonctions 03C6 indéfiniment dérivables sur Xi s’écri-
1 , 1

vant q&#x3E; 
- P’.BJ ’ où P est un polynôme (dépendant et ’.BJ une fonction ers&#x3E;

dont toutes les dérivées tendent vers zéro à l’infini (voir [lJ). Cet espace est

noté E(X.) , et l’on note Ë’(X.) le sous-espace des éléments de dont la
~). c i

transformée de Fourier est analytique; de telles distributions sont dites à dé-

croissance ultra--rapide.

(0-1.3) On remarque:

(a) E - ËI est un couple d’e. v, en dualité séparante.

(b) L’ensemble des polynômes est dense dans f pour la topologie faible associée

à cette dualité.

En effet, soit 03C6 dans  et T dans ’ :

(a) Si (T, cp) = C pour tout T de il en résulte que (~r , CD) = 0 pour

toute 03C8 dans N. Donc rp est nule

(b) Si (T, q» = 0 pour tout 03C6 dans L, il en résulte que (T , p) = 0 pour
.

tout polynôme. Donc toutes les dérivées de T sont nulles à l’origine. D’où T = 0,
A

vu l’ analyci té de T .

(0-1.4) Définition: On appelle prodistribution à décroissance ultra-rapide une

prodistribution T = (T . ~ sur X , telle que T . E (X. ) pour tout i.
1 1 1

La condition de cohérence des T. entraîne qu’une telle distribution définit une
1

forme linéa,ire sur l’espace Lcyl(X) des fonctions cylindriques cp sur X admet-.
cyl

tant la factorisation (0-1.1.1) avec (n. E f(X.) : il suffit de poser

T (cp) = (Ti , 03C6i). 1 ’1’J.
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On peut donc associer à toute fonction cylindrique , la prodistribution 03C603BD ,

définie par la forme linéaire suivante:

Si ,Ir , = ,1,. ’J 0 sj et 03C6 = 0 sont deux éléments de E cy l(X) , on introduit
k supérieur à 1 et j , et la forme linéaire s’écrit:

§J -&#x3E; = (V ’ C?’Bt) = (’B: ’ 
avec ~ 

= 

Wi 0 ski et llk = Wj 0 

Comme en théorie des distributions, la fonction cylindrique 03C6 est caractérisée

par la prodistribution çv = 0 entraîne cp = 0 . Par conséquent, pour

simplifier l’écriture, pour toute 03C6 E la prodistribution 03C603BD est notée

parfois q ; mais ceci ne signifie pas que les fonctions cylindriques "sont" des

prodistributions.

0-2. Un cas particulier.

Soit X un espace d’Hilbert réel séparable; X est identifié à son dual et à

ae2 , espace des suites de carré sommable, moyennant le choix d’une base orthonormée
(e ) de X .
n n

Considérons la "bonne famille" Ac ’ Al ’ ... où An est le sous-espace fermé

engendré par les e. , 1 % n + 1 . On obtient alors le système projectif
TI = (X , s , ) en identifiant X. = à (0) si 1 = 0 , et au sous-espace
v n n n i 1.

engendré Par lei , ... , en} si 1 &#x3E; 0 .

soit Hl ,... la suite des polynômes d’Hermite, on pose:

X (t) ::% 2-n/2 (n! )-1/2 H (t/J2) .
n n

(kl ... kn) ... , Xn) , on pose

~(X) = ... 

(0-2.5) Propriété : Vu (0-1.3), pour tout n , la suite (Hk), où k décrit la

famille des mul ti-indices k d’ordre n , forme un système libre total dans l’espa-

ce f(X) muni de la topologie faible associée à la dualité avec ft(X) .
n n

De plus, pour tout n et tout k , on a

Pour T fixé dans Ë’(X) les nombres (T , sont appelés les coefficients
n n n -l!:

de T n par rapport aux 

En faisant varier n , on peut définir les coefficients suivants.

(0-2.6) Coefficients d’une v-prodistribution T = (T ) E fI (X) : Pour tout n et

tout (kl ’ ... , kn) , on pose

ak(T) = T(É) = (Tn ’ £) ,
où les Hk = Hk 0 s n sont les fonctions polynomiales oylindriques d’Hermite, nor-
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malisées.

La suite de ces coefficients caractérise T , et la condition de cohérence des

T se traduit par les conditions
n

~~ ~ = ’i ° ° ~n~~ ~
0-3. Dérivation relative.

(0-3.7) La théorie de la dérivation au sens des distributions est formnlée en iden-

tifiant toute f E 111 (#) à la distribution f dx . Elle fait donc jouer un r81e

très priviligié à une mesure de Lebesgue. En vue des applications à la dimension

infinie, si X est euclidien de dimension finie n , on est amené à remplacer dx

par la mesure gaussienne réduite v qui s’exprime de 1a manière suivante: Si on
n

choisit une base orthonormée quelconque (e . ) dans X
J

"n ~ dx, = ~~~ ~~~ Î ~ ~§~ °

Pour cr 
E et i E N(Rn), on pose

(CPn ’ W) = 1 , W du
() 

0 v -1
(0-3.7.1) ~l = ~ ~x, 0 = 03B1-1n 0 a = 0 - x

(~ ~x)03B1 = ~03B1 = ~03B111 °°° °°° ( ’°°’ ) °

OX 
= Õ = 01 ... ~n, ° = °1 ... on S1 a = al’...’ an .

Par transposition de l’opérateur - aae de N(Rn), on définit un opérateur À £
de Q ’ (#) , appelé opérateur de dérivation de densité dans la direction Xl , car

03BDn) = (~l 03C6n)03BDn si 

Plus généralement , , si V = ÀjÎ 1 03B1l e £ est un vecteur quelconque de X , on définit

l’opérateur ~/~V de dérivation de densité dans la direction V par 03A3n1 cy $ .

Par transposition de - ~l opérant dans N(Rn), on définit l’opérateur ~l de

dérivation absolue dans Q’ (#) qui prolonge l’opérateur a2 de N(Rn).

1. Définition équivalente des espaces 

Reprenons les hypothèses et les notations du §0-2.

soit v la probabilité cylindrique normale canonique sur X. v est définie

par le système projectif des v = v 0 s , où v est la loi normale réduite sur
n n n

X .
n

(1-8) Définition de Soit l’espace
n

12 = (ç t X -&#x3E; C. ~03C6~2 = i |03C6|2 dv (x)  oo} .
v n . n
n

Pour s entier z. 0 , on définit comme l’espace des f 03BDn E L’(Xn)
telles que f E 12 pour tout multi-indice 03B2 de longueur 5 s . On

s n Vn
munit K (X ) de la norme:

n
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= (£=o |||Dl
(1-8.1) 

avec III + f 1112 = l = g l’ (~ ~x)03B1 f ,,2 kll .
fn selon les les HY : fn(x) = l a y sur l’ensem-

ble des multi-indices d’ordre n .

Si on pose 1; P1(t) z t ; P2(t) z t(t - 1) , ... , on obtient

C = l y a y ( y 1 ) ... (’V) ~ n ’V i~~~’ 1 ~ ~ ~ ~ ... ~~~ ~
et

~fn 03BDn~ S2 = 03A3sl=0[03A3 03B1 = l Î P 1 ) ... p ( y ) ] .
Or le crochet est égal à pt(lyl) , car, pour tout nombre complexe z et tout

entier 1 , on a la relation

z) = ~É=0~É~ 
facilement vérifiable par récurrence. D’où:

IIfn = 03A303B3|a03B3|2 Q(lyl) avec Q(t) = ts + ... + 1 ,

Q(t) &#x3E; 0 pour tout entier t % 0 .

0n peut donc trouver une constante C(s) , indépendante de n , telle que

~fn~s  C~fn~’s,
où l’on a introduit sur la norme équivalente

( 1-8 . 2) = (03A303B3|a03B3|2 ( 1 + 

Cette norme permet de définir pour s réel quelconque.n

En effet, si s est réel et positif, on définit conne l’espace des
- n

fonctions f telles ue :

f E L2 e t ~1~12 (1 +  + 00 ,
n v °-°°o°

a~ étant les coefficients de la distribution à décroissance ultra-rapide f 
n 

v 
n

sur X .
- n

ak = (2ïT)-n/2 1 exp- ~x~2/2) Hk(x) àx .

si s &#x3E; 0 , on a les inclusions suivantes

Q C K~ c L2 C 1 c tQ
dense

les deux demières inclusions étant les adjointes des premières.

(1-9) THÉORÈME. - Tout élément T E 1 (r) , avec s &#x3E; 0 , est une distribution à

décroissance ultra-rapide.

Pour la démonstration, utilisons le lemne suivant.
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( 1-10) LEMME. - Toute forme antilinéaire continue T sur Ks s’écrit

T = 1) lai (~ ~x)03B1 (g v) avec 

j étant un entier  s g 0 .

Preuve: Si s est réel&#x3E; 0 , s = [8 ] + s’ avec s’ &#x3E; 0 , alors la forme

antilinéaire T sur Ks est aussi une forme sur Ki avec 03C3 = [s] + 1 .

Considérons maintenant l’application injective

a: K s ~ 03C0 |03B1|03C3 L 2

f ’--&#x3E; 1 (à°°°°)~’~ fl
Elle identifie Ks au sous-espace vectoriel normé 03B1(Ks) de 03C0|03B1|03C3 L2 . On en

déduit, par le théorème de Hahn.....Banach, que si T est une forme antilinéaire conti-

nue sur elle se prolonge en une forme antilinéaire continue sur L2 .
donc il existe une famille (g ) d’éléments de L2 telle que: 

OE ,

OE OE

V f E Ks ; (T. f) = 03A3|03B1|03C3(g03B1 , ~ ~x)03B1 f) = 1) lai ((~ ~x)03B1 ga . f) .
Soit maintenant T E t(~) , S &#x3E; 0 , on peut alors définir ses coefficients par

rapport au système 41c’ et soit ak(T) = (T . £) .
Or Ks est identifié à l’espace des suites a = (ak) telles que

~1~12 (1 +  + 00 :

C’est un espace d’Hilbert avec le produit scalaire (a. b) = IQ , + 

donc, pour le théorème de Riesz, étant donnée une forme antilinéaire T sur Ks,
il existe e = E Ks tel que

V a E T (a) = (a 1 e) " 1 0~ a~( 1 + 1 k 1 ) s .

En particulier, si

a = (~). ~ à T(%) = Q(1 + 
donc 03B8K = iQ/(i + e est tel que

~ 1 ek 12 Ci + 1 k 1) S 1 ~ 12 Ci + 1 k 1} -s  + 00 .

Et inversement , en partant de e. on peut définir un élément TE’ (KS) . On ,

peut donc poser la définition suivante.

(i-ii) Définition: ( s réel&#x3E; 0 ) est l’espace des distributions T à
n

décroissance ultra-rapide sur Xn’ telles que la suite (ak) de ses coefficients,

par rapport au système Hk, vérifie

~1~12 Ci +  + 00 .

K-s est l’antidual de et on a les inclusions

(s &#x3E; 0) K~ c L2 c 

(1-12) Définition de Nous allons d’abord définir Ks(X) comme un espace
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de v-prodistributions, c’est-à-dire comme un espace de prodistributions relative-

ment à la bonne famille des A . Puis, après l’étude de la transformation de
n -

Fourier, on verra que toute T = (Ill ) de définit naturellement une prodis-
n

tribution relative à la bonne famille maximale.

(1-13) Définition: est l’espace des suites T = (T ) , T E 
n n n n

telles que, pour tout n  1, T == sn+1,n(Tn+1) et supn~Tn~s  00, est

donc un espace de v-prodistributions. Muni de la norme

/lTlls = 
est un espace de Hilbert.

En effet, est préhilbertien, car c’est un espace vectoriel dont la norme

vérifie l’égalité du parallélogramme:

+ T2~s + T211 s = 2(~T1~2s + 
pour tout couple Tl = (Tl) , T2 = (Tg/§) d’éléments de On obtient cette

égalité en l’écrivant pour Tl et T2 dans Ks(Xn) , et en passant à ,la limite
n n n

pour n -&#x3E; + cx&#x3E; après avoir observé qu’ on a

~T~s = 

car IITniis est une fonction croissante de n .

Le fait que est complet résulte du fait que est complet. En

effet, si (Ti). est une suite de Cauchy dans Ks(X) , pour tout n , est
i n

une suite de Cauchy dans et, de plus, la convergence est uniforme par rap-
n

port à n.

Posons T = lim et considérons la suite T = (T ) . On a
n n n

~~ T n = ~n+1,n~~n+l~ ’
car l’hypothèse de cohérence Ti = s 

1 (Ti 1) se traduit sur les coefficients
.. n n ,n n

aik de la prodistribution T1 par la relation

1 i

’l ’ ° ° 
= 

’1 ’ ° ° 
d’où 1a limite pour 1 --&#x3E; + 00 la condition de cohérence pour T . De plus, on a

pour 1 assez grand et tout n ,

= ~Tin~s  e: + ~Ti~  00 .

La suite IITnils étant bornée, on pose

~T~s = supn~Tn~s  00 .

2. Propriétés des espaces 

2-1. Densité des fonctions polynomiales cylindriqaes.

0n définit l’espace @ (X) des fonctions polynomiales cylindriques xur X
v-cyl



10-08

comme l’espace des fonctions 1 sur X du type P = P 0 s ,où P est un poly-
n

nôme sur X ,et où n est quelconque.
n

(2-1, 14) PROPOSITION. - L’ensemble des prodistributions du type $v avec
P ~ Rv-cyl(X) est dense dans Ks(X).

En effet, soit T = CTn) un élément de r(x) . Comme IITlls = sUPnllTnlls ’ il
existe n tel que IITlls - ~Tn~s  £/2 .

0r T- E Ks(Xn), et soient ak1... ,- 
ses coefficients sur X- . Comme T- peut

n n l{ 1 ...An n n

être considéré conne la prodistribution de coefficients

l’1° ° °~n 
~~ k n = 0, V n &#x3E; n , 

-

~i° ° k n 
= 

/~ ’1° ° °~n’~° ° °~ 
~~ 

on a

1 1 T-T*g*l 1 §=sup_z 
k ~0 pour aà moiÉs un 
n

De plus, comme la série 03A3k=k1...kn|ak|2 (1 + converge, il existe N

entier tel que

Alors

i ’ ° ° ° ’ ~n~ ~ ~ Î k Î$N ~k ~k
est un polynôme sur X- tel que IIT- -  E avec 1 = p 0 sn, d’oùn n s n

Tn~s + £C 1 + 

2- 2 Ant idu-al de Ks (X) .

(2-2.15) si s est positif, pour tout n , on a l’inclusion C 

n

car ies éiéments P v (avec P polynôme sur X ) sont denses dans et
n n n n n

ils peuvent être considérés comme les éléments P 0 s ) de 
n n B)

De plus, l’injection 1 : --&#x3E; est une isométrie. Soit maintenant

g une forme antilinéaire continue sur Ks(Xn), ae 0 1 est alors une forme anti-
n n

linéaire continue sur c’est-à-dire un élénent T E K-s(Xn), et on a
n n n

~Tn~-s = 0 in~ 5 ~l~ .

Comme la réunion des est dense dans on a
n

(2-2.15.1) supn~Tn~-s = supn~l 0 in~ = 111.11 .
pour montrer la cohérence des (T ) , on considère les trois injections canoni-

n n

ques
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~(x ) 2014&#x3E; K~(X~~) e-~&#x3E; 

~-&#x3E; Cf 0 S n +1 ,n )B) n+ 1 ~-&#x3E; (f cs)B) . n
On obtient alors

(ae 0 i )f = (ae 0 0 i 1)(f 
Ce qui s’écrit

? feE~(x) , os , ) ,
soit

T n = 
T = (T ) est donc un élément de 

Considérons maintenant l’application linéaire a

-2-&#x3E; K-8(X)

ae ~-»r.&#x3E; T

où ’KS(X) est l’antidual de Vu (2-2.15. l)~ a est une isométrie. De

plus, a est à image dense. Pour montrer cette densité, comme les 03B1k Hk
sont denses dans K-s(X), il suffit de montrer que tout HK o appartient à l’image
de Or si l’on considère 1?élément ~ de du type

#’01 r

0153k &#x3E; ak 0
k = (k y ... ~ k ) étant un muiti-indice fixé, on a

03B1(03BB) = Hk0 03BD = (Hk 0 o s 

car B o i 
m 

est représenté 
0 

v 
m 

de K (x) .
Notons encore que si l’on considère les deux injections canoniques du diagramme

KS(X) ~&#x3E; L2(X) 2..&#x3E; K-S(X)
on voit que i est l’adjointe de j , car

(j* Hk0 !?.-/- 0 
Finalement, on a montré la proposition suivante.

(2-2.16) PROPOSITION. - Soit 8 ~ 0 . L’adjointe de l’ injection de KS(X) dans

L2(X) ident if ie isométriquement l’antidual de K-S(X) . 
-

2-3. Transformée de Fourier.

On rappelle (cf, exposé 2) que si T # (T,) est une prodistribution sur X tel

que soit une fonction localement intégrable sur 
. 

pour tout i , on définit

T comme la fonction définie sur E = U. X! coïncide avec Ti sur X! .
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(2-3.17) Définition des espaces ~(XC) .

Soient s réel quelconque, et XC le complexifié de l’espace de Hilbert réel

séparable X. On note F~(X~) l’espace des fonctions analytiques $ sur X ad-

mettant un développement de Taylor à l’origine.

(2-3.17.1) ~(z) = ~:::O = ~ !!~  00 t

A 
f

où Il.11 désigne la norme dans le produit tensoriel hilbertien complété c:B X .
Notons que cette condition entratne (vu l’inégalité de Cauchy-Schwarz) la conver-

gence normale et uniforme de (2-3.l7.l) sur toute boule de X .

(2-3.18) LEMME (Transformée de Fourier en dimension finie). -Soit s réel quel-

conque~ et soit dimX= n . Alors la transformation

T 20142014&#x3E;T(u) exp(1 2~u~2)
définit une isométrie de sur ~(XC) .

En effets soient v 
n 

la probabilité normale canonique sur X , et T = la

distribution correspondant au polynôme p(x) t x = (xl t ... t xn) défini sur X.

k(x) , avec ~" (k , ’ "’ ’~ *
D’âpres une relation de [7~1 (page 582) .

= eXP(-1(U,Y) = (-l)n(nt)-1/2 Ô exp(-2u/2) ,
d’où 5(P) avec u = Ui , ... , Un) et

- U&#x3E; = ~(k.)-~k! 
Considérons le polynôme de la dernière parenthèse comme un élément du produit

tensoriel symétrique hilbertien X , alors on voit que

.(u) - ~ 
avec la norme de Dk ~(O) dans cet espace égal à

J)D~(0))~=I)~ 1 a j B 2 .
On obtient

1I~11;8 = !~~) ~!’~ - ~ 1~12(1 + &#x3E;

donc une isométrie de l’ensemble des éléments de du type sur l’ensem-

ble des polynômes de d’où par prolongement le lemme.

(2-3.19) PROPOSITION (Transformée de Fourier en dimension infinie). - Soient s

réel quelconque, et X de dimension infinie, identifié à son dual. Alors, la

transformation e ,

T H-&#x3E; T(u) 

réalise une isométrie de sur l’ensemble des restrictions à ~i Xi des élé-
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ments de Fs(Xc).

Démonxtration : Soit T = Pv la v-prodistribution correspondant à la fonction

v-polynomiale cylindrique P = P 0 s basée sur X . On a
n n

ii$(u) = 1 exp(- u , x) dT(x) avec u OE U. x..
J J

On peut supposer U E Xn’ avec n’  n . Notons que v est le produit tensoriel

(cf, exposé 2) de la mesure v sur X et de la promesure normale canonique B),
n n n

sur X~ .
n

D’où

T(u) = exp(-i 03A3n’ 1 u. x.) ’°° ° ’ x ) dv dv’ 
=  exp(-i 03A3n1 uj xj) P(x1,...,xn) d03BDn exp(-i) 03A3n’n+1

Or vu le lemme (2-.3.18), la première intégrale est égale à

... , un) É u~)
et

T(u) = 1 2 03A3n’1 ... t 

On note que la norme de a P dans Fs(Sn) est égale à la norme de la fonction
n n

polynomiale cylindrique (e p) 0 s dans
n n n

D’autre part, ces fonctions sont denses dans Fs(Sc), D’où le résultat.

2-4. Définition de sans faire intervenir le choix d’une base.

On va définir, grâce à la transformation de Fourier, une isométrie a de Ks(X)
sur un espace U de prodistributions relatives à la bonne famille maximale F de

m

X .

Le système projectif correspondant TI = eX. ,s.k) est formé par la famille Xjm J jk j
des sous-espaces de dimension finie de X , la surjection sjk étant la projection

orthogonale de Xj sur définie chaque fois que X . contient Xk. Identi-
fions X à son dual, de même que chaque X .. Soit (e Î une base orthonormée

J n n .

quelconque de X .

Soit F = 0 (T) OE avec T = (T ) OE 
n

A tout sous-espace X. , on peut associer la distribution T. E Ks(Xj), dont la
transformée de Fourier est la restriction de F( u) exp(1 2 /lu" 2) 

J 
à X.. J Pour

2 AJ

Xj ~ Xk , la transformée de Fourier de Tk est la restriction de Tj à g , ce
qui entraîne la cohérence des 5l .. De plus, par transformation de Fourier, on voit

J

que

supj~Tj~s = ~F~Fs = supn~Tn~.
(2-4. 20) PROPOSITION. - L’application S: (T )n ~ (T.). réalise une bijection

isométrique de Ks(X) sur l’espace U de s prodistributions (T.). sur X telles
.... - 

.- ". ’ -"T-. J J - -
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que supJtTJ) soit borné.
-d2014 jUg 2014201420142014201420142014

On identifie par la suite U et K~(x) .

(2-4.2l) Remarque.

Notons que les démonstrations du §2 s’adaptent en remplaçant :

la bonne famille F par la bonne famille maximale,

le filtre de Fréchet sur la famille des X par le filtre des sections termina-

les sur les (X.) pour la relation d’ordre définie par l’inclusion,

~ 

On aurait obtenu ainsi une présentation ne faisant pas intervenir au départ le

choix d’une base. Puis l’étude de la transformation de Fourier aurait permis de

construire, moyennant le choix d’une base, une isométrie de U sur K (x) . De
toute manière la construction de cette isométrie est nécessaire pour caractériser

tout élément de U par son développement en série de Fourier.

(2-4.22) LEMME. - L’espace K~(x) est invariant par le groupe orthogonal.

On rappelle la définition de l’image ~T d’une prodistribution bornée (T.).
sur X par une application linéaire continue l : X 2014&#x3E; Y (cf, exposé 2) : pour
tout sous-espace fermé de codimension finie dans Y , on pose Yj = 
D’où une injection canonique lj. de X. = Y/l-1(Bj) dans Y.. On définit lT

par la famille cohérente des li(Ti) sur les Y_ .
J J J

De plus, on a

= T(j~’ v) pour tout v dans Y’ .

Ici, Y = X , et l est orthogonale. Le lemme résulte donc, via la transforma-

tion de Fourier, de l’invariance de Fs(Sc) par le groupe orthogonal.

2-5. Opérateur de dérivation de densité dans Ks(x) .

Soit V un vecteur quelconque de X , muni de la bonne famille maximale. On rap-

pelle la définition de l’opérateur de dérivation de densité 9/9V dans L’cyl (x)
associé à V (cf, exposé 9). On note V. la projection orthogonale de V sur un

sous-espace X. J quelconque de dimension finie de X , et ~/~Vj l’opérateur de 
..

dans E’(X.) . est une prodistribution quelconque de L’cyl (X) , alors la famille des distributions

~/~Vj T. e E’(X.) 
est cohérente. Elle définit donc une 

notée (&#x26;/9V)T .

(2-5.23) PROPOSITION. - Pour tout s réel et tout V ~ X , l’opérateur ~/~V dé-

finit par restriction un opérateur continu de K (x) dans K"(x) .

On peut supposer jjvtt == 1 ~ et soit (e ) une base orthonormée de X telle que
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e 
= V . Vu la densité dans K (x) de on est amené à démontrer une

inégalité

a c &#x3E; o , !t-~- ((? . c()(p . 

pour toute fonction v-polynomiale cylindrique du type P o s .
Posons

= ~a~~(x) , k= (k~ , ... , k~) = (k~ , k’) .
Or

~ (~ ’ ~) - ~ - ~-
D’où

!~ (~ . ~)~!!~ - !!~ ~~~-i~i) ~~’)!~-i
- ~ ’~i.k~’ ~ ~iX’ ~ ~’’ - ~ ’~,k.~ ~i~’"’ -

Or, pour tout s réel, a  1 et b&#x3E;0 , on a

a(a +b)~~~c(l +a+b)~ avec C =sup(l , 2"~)
d’ou

2-6. Les isométries A~ .

(2-6.24) Soit (D un nombre complexe. On a~ pour tout s ~ une isométrie

(2-6.24.1) F~)-&#x3E;F~~)

03A6(z) y" Dk 03A6(0 , k z) ~ 03A3~k=0 Dk03A6(0 , z) k °

Par transformation de Fourier inverse , voir proposition (2-3.19), on en déduite

pour tout s ~ une isométrie notée A~ de K~(x) sur ~~~~(x) . Notons
qu’elle laisse invariante Lcyl(X). Si l’on choisit une base orthonormée quelcon-
que (e ) de X y on peut expliciter cette application en faisant intervenir les

coefficients d’une prodistribution de Ks(x) par rapport à cette base. Plus préci-

sément, si T ~ Ks(x) a pour coefficients les nombres les coefficients cor-

respondants de sont (l + )k))" /o ak :
= (1+ 

2-7. Propriété d’interpolation..

(2-7.25) PROPOSITION. - On se donne deux Hilberts réels X et Y / munis de leurs

bonnes familles maximales~ et deux couples de réels (s.. ~ s)~(t.. ~ t ) . Soit A

un opérateur linéaire de Lcyl(x) à L’cyl(Y). qui se prolonge par continuité en

deux opérateurs ,linéaires continus : 
’

Ksj(x) ~Kj(Y) , j =0 , 1 ,
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de normes inférieures respectivement aux constantes positives C.. et C . Posons

s(e) = t(e)=(i- o.ei .

Alors A se prolonge par continuité en un opérateur linéaire continu de Ks(03B8)(X)
à K ~’(Y) dont la norme est majorée par la constante C .

Démonstration : Posons z == e + iy . Soit f e et g

Considérons la fonction de la variable complexe z

(2-7.25.1) F(z) = (AAs(z)f, -t(z)g)
avec s(z) = (l - z)s + zs et t(z) == (l - + zt1, la dualité intervenant

dans (2-7.25.1) étant celle entre Kt(03B8)(Y) et K-t(03B8)(Y).
et 

De plus F est analytique si 0  Re a  1 y et bornée continue sur la bande

fermée. Diaprés le théorème des trois droites, on a

JF(e)t 1 = )(AA~f .A-~~)!~C~C~,j~j,.
En posant f = A~~ f ~ g = A’~~~ ~ on obtient

~’~ ~i"t(e) ~ ’~ ~’~i"s(e) ’ ~ ’i " ~i ~~~ %i~ ~ 
respectivement. Cette inégalité prouve la proposition.

2-8. Effet des translations.

(2-8.26) PROPOSITION. - Soit a e X . L’application

U~ : 20142014&#x3E; f(x - a) (a , x) - ~ ))a)j~
de P -(x) dans E’ -(x) se prolonge par continuité en un endomorphisme bi-

univoque et bicontinue de K (X) .

Pour la démonstration nous utilisons le lemme suivant.

(2-8.27) Soient X de dimension finie, s entier  0 , et

c(s) == ~~! 2~ ~((l +t)~f)/~ .
Alors

(2-8.27.1) 
pour tout f dans K (x) .

Démonstration du lemme : On rapporte X à une base orthonormée e ~...~ e
telle que a soit colinéaire à e . On pose b =a/2 et b = a1/2 ,

cy = (03B11 , 03B1’) avec 03B1’ = (03B12 ,..., 03B1n) , 9 == (~ ~x1 
03B11 (~ ~x’)03B1 

" = ~ 03B11
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On a

(2-8.27.2) ~03B1(Ua f) = [03A303B11 i=0 (03B11i)bi1 03B11-i f(x - a)]
On note que U 

a 
est une isométrie dans L , donc (2-8.27.2) montre que

U des que 

Evaluons la norme de U .

o e. ~i ~i o-? 

~~03B1(Uaf)~2  2s 03A3~1i=0
° ’ 1’ 

°

 s! 2s s(1 + b21)s ~f~2s.
~Uaf~2s-1 °’ i 2s s(1 " 

On obtient (2-8.27. l) en additionnant ces relations pour s=1~2~.~~s.

Démonstration de la proposition (2-8.26) : Comme Inapplication a ~ Ua est un

homomorphisme de groupe, il suffit de montrer que chaque U 
a 

est continue.

(a) Supposons d’abord X de dimension finie.

Si s est entier positif, il suffit d’appliquer le lemme.

Si s est réel positif, il suffit d’interpoler (voir (2-7.25)).

Si s est négatif, on utilise le fait que le transposé de l’opérateur U de

Ks(X) est l’endomorphisme U 
*"’a 

de K-s(x) . Notons aussi que, pour s fixé, les

applications U 
a 

de K (x) décrivent un borné lorsque jjajj est uniformément ma-

jorée.

(b) Supposons maintenant X de dimension infinie, muni de la bonne famille maxi-

male. Soit P = P o s. une fonction polynomiale cylindrique de base X~ . Quitte

à remplacer X. par le sous-espace vectoriel engendré par X. et a ~ on peut

supposer a e X, . On note que Q(x) == P(x - a) exp[(b , x) - est une fonc-

tion cylindrique de base X.. Donc on peut écrire Q == Q o s_ . D’âpres le (a), on

a, pour tout s ,

~Q~s  C~P~s,
ou C ne dépend que de s et de jjb)j .

Donc

~Ua P)t = ~Q~s  C~P~s.
D’où le résultat puisque les PB; sont denses dans K~(x) .

3~ Propriétés de trace.

(3-28) On veut définir et étudier le trace des prodistributions T de K~(x) sur
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une hyperplan affine H de X . A cet effets on noté X’ l’hyperplan de X pa-

rallèle à H passant par l’origine, et la droite perpendiculaire. Pour
toute base orthonormée dont le premier vecteur est porté par l’équation de
H est x = On introduit la bonne famille F. des sous-espaces vectoriels

fermes de X contenus dans X’ . Toute prodistribution T de K~(x) est alors

considérée comme une t-prodistribution, c’est-à-dire comme un système cohérent de
distributions sur les sous-espaces de dimension finie de X passant par x On

a B) = B; 0 B~ ~ où B;’ est la probabilité cylindrique normale canonique relative
à X’ .

Soit q un entier &#x3E; 0 . Si 03C6 est une fonction polynomiale t-cylindrique sur

X , pour tout 03B1 réel, on note 03B303B1q 03C6 la fonction

X~ 2014&#x3E;~
(3-28.1)

x~~-&#x3E; (20142014)~ ~’)1
A cette fonction est associée la prodistribution (y~ !~)B~ sur X~ , Cette pro-

distribution appelée trace d’ordre q de q~ sur H est encore notée ~(~) .2014201420142014 q

(3-29) THÉORÈME 1. - Soit s &#x3E; 1/2 .

(a) Pour 03B1 fixé, l’application 03C603BD )20142014&#x3E; (03B303B10 03C6)03BD’ se prolonge par continuité en
une application continue de K~(x) dans K~"’~/2)(x~) . Cette application, notée
03B303B10 , est appelée application trace d’ordre zéro sur l’hyperplan x = 03B1 .

(b) Pour toute T dans Ks(x), l’application 03B1 )20142014&#x3E; 03B303B10 T est continue de JR
à valeurs dans K~~(x~) .

~

Démonstration.

(a) Sapposons d’abord a == 0 . Soit cp = (p o s 
n 

une fonction polynomiale cylin-

drique de base X , où X est un sous-espace de X de dimension finie contenant

°~i -
On a

aj ~ R et ~03C6~2s = 03A3j
(x~ , x’) , j = (j~. j’) et !6 (x) = ? (x~) ? (x’) .

cp(0 , x’) = 1 a_ ?_ (0) K_,(x’) = Z b , K_,(x’) avec b_, = X. i aj Hj (o) .
Comme ?. (û) est nul si j1 est impair, on a

en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
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avec

( j ) i r(jl + 1)
J 1 palr 21[(jl/2)2]2(1+ljB)S J 

J 1 
2 
J 1 r2(1F + l)(l+ljl)S

S+cos 0 r(x + 1) 2-X(0393(x 2 + 1»-2 (1 + x + dX .

0r

(3-29.1) r(x+1)=2x TT -1/2 r(] +j) r(] +1) et r(] +()*ç~/~ r(] +1) si x&#x3E;O.

d’où C ( 1 + !j’I)-S+(1/2) . Donc
J

~ ~~~~’~ ~ ~ Il ~ . ( 0 ,x ’ 11 =2: J 0 ! ( ~~ ’ ~ ~ ’ ~ ~ ~ ~ 1 b J 0 , 1 2~ ~j ij ’ ~ 1 a J 0 1 2 Ü + j 1+ 1 j’ 1) s ro( x) 112 . s
La relation (3-29.2) montre que yg admet un prolongement continu de 

dans r-( 1/2) (X t ) tel que

(3-29.3) ’if T E r(x), ~03B300 T~s-(1/2)  Cl l T l 1 x .
Pour tout a réel, posons a = (cy , 0 , ... ) . Bn utilisant 11 opérateur U 

-a

du lemme (2-8.27) , on a

yg = exp- ( 
De (2-8 ° 27 ° 0) et (3-29.3), on obtient donc, pour tout 03C6 E @CY1(X) et pour tout

a tel que |03B1|  Cl .
= ~exp(1 4 |03B1|2) yg C2~03C603BD~s,

où C2 est une constante qui ne dépend que de s et de Cl.
(b) Soit (’4k v) une suite convergeant vers un élément fixé T de 

D’après (a) , on a une relation

~03B303B10(03C6k v) - 03BD)~s-(1/2)  C2~03C6k v - vils pour tel que 

Ceci fait apparaître la fonction cy t--&#x3E; yg T comme limite uniforme, sur tout

compact de R, de fonctions continues à valeurs dans r-(1/2)(x’) . Elle est donc
aussi continue.

( 3-30) COROLLAIRE. - Soient s &#x3E; 1 2 + q , et q entier  0 .

(a) Pour cy fixé, 1’application ëPv 1--&#x3E; se prolonge par 
continuité en

une application, notée 03B303B1q, de dans Ks-q-(1/2) (X t) , qu’on appellera
trace d’ordre q SUr l’hyperplan x, 

= OE .

(b) Pour toute T E r(x) , l’application 03B1 ~ yg T est q fois contindment

dérivable de R à valeurs dans Ks-q-(1/2)(X’).

Démonstration: Comme y0152 = yao 0 (~ ~x1 )q , le (a) résulte du (2-5.23) et du théo-

Montrons la surjectivité des applications- de trace.
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(3-3l) 2. - entier ;&#x3E;0 ~ réel.

Alors l’application 03B303B1q de Ks(x) dans Ks-q-(1/2)(X’) est surjective.

La démonstration utilise le lemme suivant.

(3-32) LEMME. - Soit y=0 ou 1 et k Posons :

(3-32.1) 03B2l (03B3,k)~~-B~/2(~), (m,)l/~ 1~ 2014 ~ 201420142014~20142014

Alors

t’Y = ~ k) 

Démonstration : Prouvons d~ abord le lemme pour y == 0 . Comme les fonctions ?
forment une base orthonormée de L203BD(R), on a

exp(- (k/2)t2 = 03A3~l=0
avec

p~ = (2n)"~~ f~ K~(t) exp(- (l + k)/2 t~) dt .
En utilisant le changement de variable t ~/(l + k)/2 == x ~ et la représentation

intégrale des polynômes d’Hermite ([9~ page 576) on obtient = ~~ ~ ~) *
Notons que la série du second membre de la relation (3-32,2) avec y = 0 converge

non seulement dans L203BD(R), mais aussi pour tout t . On montre alors la relation

(3-32.2) pour ’Y == 1 en dérivant par rapport à t chaque membre de (3-32.2) pour

y == 0 .

Démonstration du théorème 2~

(a) Supposons d’ abord of == 0 . On cherche une relèvement Rq, c’est-à-dire une
application continue de Ks-q-(1/2)(X’) dans Ks(X) telle que

(3-32.3) V ~ ~ K"~-~/~(X’) , ~(Rq ~) = ~ .
Vu la densité des fonctions polynomiales cylindriques, on peut supposer

~) == a~ ~(X’) .
L’expression R choisie dépend de la parité de q . Si q = 2m est pair, in-

la fonction variable réelle x

f(x.)={ (exp(- (l+ / tj’t)/2) .Bm x21) si m=0 . o

(l+ |j’|)m 1.3...(2m - l) 

et posons (R 03C8)(x) = f(x ) 03C8(x’).
Si q=2m-l est impair (m~l) ~ on pose
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Comme 03C8) = 03C8 , il suffit de montrer l’existence d’une constante positive

C telle que

V ~ E 

Tout q entier ) 0 , s’écrit q = 2m - Y avec y = 0 , 1 et m entier g 0 .

Posons

C03B3 ,m 
S1 1 si 

m=03B3=0 si m &#x3E; 0si m &#x3E;0

1.3...(2m - 1 )

On a 
.

(R~ ~)(x) = Z~ xl K~(x’) .
En utilisant le lemme ( 3. 32) , on a donc

(Rq 03C8)(x) = 03A3j’l bj’l Hl(x1) X. t (x 1 ) avec = 

a. t c 03B2l(03B3 , 1 + |j’|).

~Rq 03C8~2s = 03A3j’l|bj’l|2(1 + l |j’|)s = 03A3j’|aj’|2C2 (2+|j’|1+2YSl
avec

e. = y IL~ ;_ _ d + ,2 + (1 + 1 j , 1 )i.-
~ ~ pair,$0 ~-Y~((~ ~~)/2)!]~ 2+fTT’

Donc

IG [(t/2)’J2 2+ j 0 2x r2(x/2 + i) 2+ J

D’où, en utilisant les relations (3-29.1), le changement de variable 
et l’inégalité (a~(1 + a~)a  2 , si 

On obtient alors 
|aj|2 (1 + |j’| ( s-2lIL+.3y-(3/2)

(b) Le cas général conduit à un calcul du même genre.

Remarques.

(a) En opérant comme en dimension finie ~8~ on peut voir que , pour tout cy et

tout s &#x3E; 2 + q, l’application suivante est continue surjective.
-&#x3E; II j=0 

cpv ~2014&#x3E; ... ; 

(b) Soit j entier &#x3E; 0 . On définit l’espace de Sobolev vectoriel

j) = Ks(X) ~ [oj XJ ,
où le crochet désigne le produit tensoriel symétrique hilbertien de j exemplaires
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du conpiexifié Xc de X . Les propriétés de trace de ces espaces se déduisent

simpleinent des propriétés de trace déjà étudiées. Par exemple, soit s &#x3E; 1/2 . La

projection orthogonale n de X et X~ définit par ëomplexification et produit

tensoriel une projection continue

-~-&#x3E;Gj ~’°.
En tensorisant n. avec Inapplication continue surjective

~(X)-~L&#x3E;K~~(X)
on obtient une application continue surjective

~.K~(x.,j).
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N.-B. - L’espace U 
s 
KS(X) présente une certaine analogie avec un espa-

ce construit par P. KRISTENSEN? L. MELJBO et E. THUE POULSEN [Tempered distributions

in infinitely many dimensions, 1.~ Comm. math. t. 1, 196 5 ~ p. 175-214D.

L’espace = n 
s 
KS est stable pour tout itéré de l’hamiltonien quantique. Les

espaces KS(X) ont aussi été définis, pour s entier positif seulement, par

FROLOV et L. GROSS [Logarithmic Sobolev inequalities (to appear)] en utilisant une
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méthode différente. La technique de série de Fourier présentée et utilisée dans cet

exposé et dans l’exposé suivant est extrémement puissante.
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