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Séminaire Paul KREE 9-01
Equations aux dérivées partielles

en dimension infinie

ire année, 1974/75, n° 9, 14 p.

DéRIVéES DE DENSITé D'UNE PRODISTRIBUTION

par Paul KRﬁE

Oe Introduction.

(0.1) Certains opérateurs lindaires A 5 .. d'un espace de u-protenseurs
distributions sont remarquables : ce sont ceux qui s'expriment & 1l'aide de systémes
cohérents d'applications linéaires dans les tenseurs distributions sur les Xi « De
la m&me manidre, certains opérateurs lindaires B , ... d'un espace de fonctions
u~-cylindriques sur X ont une forme remarquable : ils s'expriment & l'aide de sys-
témes cohérents d'applications dans des espaces de fonctions définies sur les Xi o
On dit que de tels opérateurs sont des pro-applications. En vue de généraliser en
dimension infinie la formule d‘'intégration par parties, on cherche, dans ce para-
graphe, des couples ordonnés (A » B) de pro-application "du type dérivation" vé-

rifiant une identité du type
(0.1.1) (AT , @) = (T , BY) »

les parenthéses indiquent la dualité entre protenseurs distributions et fonctions
cylindriques vectorielles. On dira que A et B sont transposées 1l'une de 1l'autre
et que (0.1.1) est la formule d!'intégration par parties associée au couple (A,B) .
On va voir ainsi apparattre les opérateurs T —> DT et T —> dEQ T . On montre
au §1, la relation avec le calcul différentiel usuel., Signalons que les résultats
de l'exposé n 11 permettront d'étendre les identités (0e141) au cas ou $ ntest

plus cylindrique, T étant alors d'un type particulier.

1. Hypothdses et définitions.

(1.2) Dans le paragraphe 1, on suppose y = (ui) telle que, pour tout i 3

(a) By admet une densité notée 'qi par rapport a une mesure de Lebesgue sur

O, «
1

(b) o. est e s strictement positive.
i —= -

(¢) Pour tout vecteur V non mul de Xi s ON 3

. p— —l_é-
dans le cas 1 : ¢ € ﬁ(Xi) =03 5¥ (ai ) € Q(Xi)
. -1 9
dans le cas 2&. ¢ € Qﬁ(Oi) = oy v (ai w) € @ﬁ(Oi)
(d) Dans le cas 1 (resp. 2) et pour tout p (1< p g ») » toutes les fonctions

de E(Ki) (resB. @E(Oi)) sont de puissance p-iéme sommable,.

(143) Dans le paragraphe 2, on supposera en plus que X est hilbertien et,
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pour tout sous—-espace Xi de dimension finie de X , p est le produit tensoriel

de py est d'une promesure “i sur X; .

(1.4) Notations : Dans le cas 1 (resp. 2), on travaille avec l'ensemble
2’§(X) (resp. @E'p(o)) des protenseurs distributions T = (Ti) sur X (resp. 0)
de variance (P) tels que pour tout i , T, ait ses coefficients dans 0! = £!
(resp. ®£') , On note de mBme Bq(Xi) (resp. @ﬁq(oi)) 1'espace des fonctions ¢ »
définies sur X s 3 croissance lente ainsi que leurs dérivées (resp. définies sur
Oi a support dans une "bande verticale & base compacte dans 0! ", & croissance
lente ainsi que leurs dérivées). La limite inductive de ces espaces, lorsque i
varie, est notée £ (X) (resp. ® (0)) . Dans le cas oi X est hilbertien, on
note O£'(0 , q) 1'espace 0£'%(0) .

(1.5) Définition d'une pro-application lindaire 0£'%(0) —> 0£'%*P(0) : soit

p un entier relatif, et ¢ Z,max(O s = D) « Une pro-application linéaire

0e13(0) —=> 021 %*P(0)

est une application linéaire A entre les espaces indiqués ayant la propriété sui-

vante @

(146) Pour tout i , il existe une application lindéaire Ai de @E'q(oi)

1 PHq —
dans OFf (oi) telle que (AT)i =A T .

On dit encore que A est de degré p , et que (1.6) est 1a propriété de cohé-

rence des Ai .

(1.7) Définition d'une pro-application lindaire ®£q+p(0) — @Eq(O) ¢ Soient

p un entier relatif, et g 2,max(0 » = ) . Une pro-application linéaire

@2q+p(o) — @Eq(o)

est une application linéaire opérant entre les espaces indiqués, ayant la propriété

suivante :

(1.8) Pour tout i , il existe une application linéaire Bi de QEQ+p(Oi)

dans @fq(oi) telle que, pour toute ¢ = P o 8y de @Eq+p(0) s basée sur Oi s On

a H

B((?)') = (Bi (P) ° 8§ e

On dit encore que B est de degré - p , et que (1.8) est la propriété de cohé-

rences des Bi o

(1.9) Exemples de pro-applications.

(a) La convolution par une prodistribution scalaire réalise, pour tout q une

pro-application de degré zéro de £13(X) .
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(v) Pour tout q > 1 » l'opérateur de divergence est une pro-application de
£14x) dans E'q-l(X) . C'est aussi une pro-application de 0£1%(0) dans
oeta1(o) .

(¢) Soit pef (X) admettant une base dans Xi y donc =g o s; avec
¢ € £ (X ) o On pose D¢ = (Dm) ° S; o On a DW e £ +1(X) s et Dw ne dépend pas
de la base choisie pour w . On définit ainsi, pour tout q > O , une pro-

application D de degré 1 , opérant de £ (X) dans £ (X) . Puisque D est

g+l
différentiely D opére aussi de OF (O) dans @ﬁ (O) .

(d) on définit de mBme la dérivation -5% sulvant un vecteur V non nul de X

et la dérivation dans la direction d'un hyperplan de X .

. (1.10) Pro-applications transposées : Soit A une pro-application de degré
p: 02'%0) —> 0 TP(0) .

Soit B une pro—application de degré p @ @fa+p(0) —->-®Eq(0) .

On dit que les pro-applications A et B sont transposées l'une de l'autre si,

14 ~
pour toute T de 6F (0) et pour toute o de @Eq+p(0) s ON a

(1.10.1) (ar 5 @) = (T » Bp)

Cette formule est appelée formule d'intégration par parties associées au couple
(A’B)o

(1.11) Exemples.

(a) Le couple formé par A =~ div , ou div est défini par (1.9.b) et par B=
oi D est définie en (1.9.c).

(b) Dans le cas ou X est hilbertien, soit T = (Ti) € Qﬁ'q(O) « Pour une sur-

jection sij » les composantes de Ti et de T, sont données dans (2.6) de

J

1'exposd 6 ; mais 1l'on suppose maintenant que la base de Xi est orthonormée. Pour

tout i , on pose
k ..oo’k k k

— o 1 q 0 a
D‘I‘i-—z = T, ix © @e..® dx & .

oxX
Vérifions que les DT, définissent un protenseur distribution, (q + 1) fois

contravariant, Il suffit de vérifier que les coordonnées des DT, vérifient les re-

lations de cohérence du type (2.641)s On a

2;---9,0 .% E

pr, =327} 19z ° @ ,..@dx 4,

J "o J

X
Donc, pour tout ¢ dans Qﬁ(o ) s On a
E L ...2 Z oco.z Z '..oe
((DTj)Ol q' )—(——Tj q:‘b)'—'—"‘(le q:"é%— ’

> ax O

donc, vu (2.6.1) de l'exposé 6 :



9-04

Z ’...;Z E 00.2’

_ 1 q d e n (Ve 2

= em (Ti ? (———%’E) o Sij) = ( i ’ z (q,' o Sij))
3% ox

f; .--2 Eon..n’éq

1 Q,Wosij)=((mi) 9\{:08..).

1J

3
('_[O' Ty
3%

Le protenseur distribution (DTi)i est noté DT ., Symétriquement, soit
P=gos; € ®Eq+1(0) avec

5 ko kq
¢ = cPkOgocogkqu ® ... ®dx '

les coefficients étant & croissance lente. On pose

k k k

. __9 1 2 a
le(p— ko (pkl’...’kqu ® dx ® e ® dx .

X
Puis
~S
div(3) = div ¢ = (div @) o 5,

On peut vérifier que cette définition ne dépend pas de la base X; de la fonc-
tion cylindrique ¢ « On définit ainsi une pro-application notée div de @Eq+1(0)
dans @Eq(o) « Les pro-applications D et = div sont transposées l'une de

1tautre,

2, Opérateurs différentiels scalaires.

L'exposé est relatif au cas 2, ob 0 est un ouvert cylindrique. On va définir
des couples de pro-application en dualité contenant les pro-applications du type
dérivation définies jusqu'ici. On utilise les coordonndes décrites au (2.6) de
1'exposé 6, On définit dans @'(Oi) deux opérateurs de dérivations relatifs a la
coordonnées X, de Xi o Dans tout ce qui suit, ces opérateurs vont jouer des r8les
symétriques, mais contrairement & ce qui se passe au cas ou g =1, il convient

de bien distinguer 1l'opérateur ak agissant dans les distributions sur 0, et

i
1'opérateur 3_ agissant dans @(Oi) sy car

(2.1241) 3oy o ax) # (3, ploy ax o

Nous commengons donc par écrire les formules d'intégration par parties relatives
& la dimension finie en utilisant un langage analogue & celui qui vient d'8tre dé-
fini,

On pose

¥ -1

(2412.2) ak=%=ai 3 ¥y o

Notons que, pour tout multi-indice g = (Bi vee Bn) » et toute ¢ dans Q(Oi) ’

on a

(2.12.3) (2P g = ;12 (o) o) .
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De plus, 3, ne dépend pas de la mesure de Lebesgue sur X, qui a servi & défi-

nir oy .

(2.13) Formule d'intégration par partie, relative au couple (Sk y - ék) :
Pour toute hi dans dm(Oi) et ¢ dans Q(Oi) s ON a

(2.13.1) (3 by » o) = ) (3, by)e duy == (0 » 3 @ o

On définit donc 1l'opérateur gk dans @'(Oi) comme le transposé de 1l'opérateur

ék de @(Oi) . Comme 3 prolonge aux distributions 1'opérateur

hi By —> (Bk hi)p"i ’
on dit que Sk est 1l'opérateur de dérivation de densité par rapport a by dans

la direction X, . On a
(2013.2) V T € @'(Oi) ? V (p € @(Oi) [} (ak T 9 (p) = e (T [} Bk (p) .
Si T a une densité @; Ppar rapport a Wy » on dcrit encore

(2.13.3) 3(1) = (3 oy)uy -

(2.14) Formule d'intégration par parties relatives au couple (ak ’y - ak) :
Permitant les r8les de 3 ot 3 dans (2.13.1), 1l vient :

(ék hy » m)

- (g s 3 @)
Notons que
v
(ak hi)p,i = (ak(ahi)) dx .
On est donc amené & définir 1'opérateur 3, dans ®'(Oi) comme le transposé de

1'opérateur - ak dans @(Oi) . Bt 1'on retrouve la formule usuelle
(201401) 7T e0(0) s ¥oe00) s, (3 Tso)==(Ts3 »o).
De mBme si T = ¢; py » OB éerit encore
On voit donc que 1l'opérateur ak de Q‘(Oi) prolonge l'opérateur Sk de

@(O ) » alors que l'opérateur 3 _ de @'(O ) prolonge 1'opérateur 3 de @(Oi),

ce qui motive encore les notations (2 13. 3) et (2 14. 2)

(2.15) Remarque : applications et pro—applications adjointes : on a une anti=-

dualité séparante (T|g) entre @(Oi) et 1l'ensemble 'D(Oi) des formes antili-

néaires continues sur Q(Oi) . Au lieu de (2.13.1), on peut écrire @
| 1 -—
(2ea hle) =J 2= G n)gau, = b 2=3 o .
o ki ¢ Jo 1 O Byl duy JP"‘ak @
On a donc pour T € '@(Oi) et o€ @(O.) R

E%alecP):(Tlfi‘ék(p) et A/—Bk'l‘lcp)—('l‘ '«/—_akm)

De la m8me manidre si 'Gb est 1'ensemble des systdmes cohérents de tenseurs a
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coefficients antidistributions sur les Xi » une pro-gpplication A de ’Eb de

degré nul et une pro-application B de GO sont adjointes l'une de l'autre si

(2.15.1) (aro) = (T]Bo) .
On commence par donner une formule d'intégration par partie relative & un opéra-

teur différentiel & coefficients constants opérant dans les prodistributions.

(2.16) Formules d'intégration par parties pour P(1/J/=1 x 3/3%) : Soit P une

fonction complexe définie sur = = U Xi s dont la restriction & chaque X est un

polyn8me Py Rapportons Xi a4 une base, et Xi a4 la base duale ; d'ou des coor-
données X, 9 eee sy X dans Xy et € 9 eee 9 & dans X! . Avec la notation des
mlti~indices, on a

Pi(g) = Zoy £
la somme étant finie, les 8 étant des nombres complexes., Soit P 1la fonction
complexe conjuguée de P . Pour toute T = (Ti) € @a%yl(o) et pour tout i , on
note Ui la distribution sur Oi obtenue en faisant agir 1l'opérateur différentiel
P, (1/J:I‘x 3/3x) de symbole P, (E) sur T, . On définit ainsi une pro-application
(T ) —> (U ) de degré zéro dans @B' (O) . Symétriquement & & = ¢ o s; dans

cy (O) on associe § = ¢ o 84 avec

¥ =l§(—i-'§L)@ .

Noq O
On vérifie que 1'application @ ~~> § ne dépend pas de i ; c'est une pro~-
application de degré zéro notée ﬁxlﬁJzi x 3/3x) opérant dans OB 1(0) . Les pro-
applications A = P(l/J:E x 3/3x) et B = P(l/JFE x 3/dk) sont enyanti-dualité H

(P(T: -a—x;)Tlcp) (TIP(A/.__ ax)cp)

Pour tout i , introduisons les opérateurs suivants

A, B,
0g' (0,) ——> 021(0;) » 0£(0,) ——> 02(0;)
Tib-—->Zak(\/.1_§-i)k i cpr—->z (/_;ax)k

Ils donnent lieu a la formule d'intégration par partie
VT eoet(0) s ¥oeoe(0,) s (4 Tile) = (1,18; ¢) .

En considérant la restriction de Ai aux distributions & densité € s on voit

que Ai ne dépend pas de la base choisie. Il en est de m8me de son adjoint Bi .
Lorsque i varie les Ai (resp. Bi) définissent une pro-application ¢

0L . 0L .
P(«/~ ) dans cyl(o) ’ resp P(/:-_1 BX) dans cyl(o)
On obtient ainsi une seconde formule d'intégration par parties relatives & l'opé-
rateur P
(2.16.1) 2)1]e) = (T|P(——'—-)(o)

/"’ ox =1
1
pour toute T de @Ebyl(o) et toute ¢ de beyl(o) .



9--07

(2.17) Exemple de la dérivée dans une direction de vecteur : Au vecteur V

non nul de X , on associe la fonction polyn8me
P(g) = - 1 (V, E)

définie sur X' . Cette fonction est la transformée de Fourier d'une prodistribu—

tion bornée sur X notée . Pour fixer les idées, prenons X hilbertien sé-

d

v %o
parable identifié & son dual muni de la promesure normale canonique v . Soit

e1 R une base orthonormée du sous—espace Xi de dimension finie. La res-
triction de P a Xi est le polyndme

Pi(x) =4 =1 (a1 X, + el + o8 xn) » avec ag = (v, ej) .

n

Alors les pro—applications suivantes

(2.17.1) P(th ax) —;r- , et B = (--__..) - __

sont définies par les syst®mes cohérents (Ai) et (Bi)

A,
£'(x,) — £(,) » £(x;) —> £(x,)
Tii--->Zak32—1:Ti, (Pi"__>zak("'£:;°9i+xk@i)

Comme en dimension finie, il est commode d'utiliser une notation différente pour

AT 9 81 T = (Ti) est définie par une fonction g de LI(Q) o« On pose alors
3 D
2 (o) = (el

On a donc, pour toute g dans Ll(Q) et toute o de x) ,

cyl
o

La notation utilisée au premier membre est abusive mais commode. Pour expliciter
le second membre de cette relation, on peut utiliser la bonne famille Fu associée
4 une base orthonormée e, s € 5y oo de X o 81 gv = (gn vn) et si ¢ = @, ° 8,7

1 n
il s'éerit alors

(2.17.3) >, Ly ang 2 = 52 qx)) ,(x) s, ()

3, Cas hilbertien.

On rappelle que les hypothdses sont (4.27) de 1'exposé 2, (1.1.1) et (1.1.2),
(0.2) et (1.3) de 1'exposé 4.

L'exposé est relatif au cas 2 du (4.27) de 1'exposé 2. On connaft déja deux cou—
ples de pro—applications en dualité
@Bégrl(o) 2 @E'q+1(0) (DE'Q+1(O) div .Dﬁrq ,(0)
(3.8.1)

(0) <2 o)
0L .. cyl(o) <z wﬁ(qﬂ)cyl(o) @r(qﬂ)cyl\o) < @ﬁq‘cﬂ(o/
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On va définir un nouveau couple de pro-applications en dualité

D +1
0£1d (0) —=> 013 (0
(3u18.2) cyl( ) - (0)
e —div
mq-cyl(o) € ‘Df(q+1)cy1(0)
A cet effet, on examine d'abord le cas de la dimension finie, en définissant un

couple D, - div) d'opérateurs en dualité.

(3.19) Cas de la dimension finie : 1l'espace X, est rapporté a une base or—

thonormée. On définit les opérateurs D et div

(0,)

(3.19.1) @q(oi) 2o

Y i 04 g Xy BeBAx >3y g Gy @8 dE
1 ! 1 q 1 q Ol qa 0 1 q 0 q

div
(0,) 250 (0,)

g+l

(3.19.2)

Zi i VL. i V4 94
01‘..(1 0...q O q 1...q O O

Pour toute dans ® (O.) et toute ¢ dans ® (O.) s ON a
P qg 1 ' gtl 1

®
q+1

v

dxi ®s-a®d-xi p——>> Zi . (z 3 \!Iioo..-q)d-xi]-@o. t&ixiq .

(301903) (D(‘_p ’ \h) = e ((p ’ div \]’) .
Comme D est indépendant du repdre choisi dans Xi s 11 en est de m8me de div .
On définit 1'opérateur D: @é(oi) —_— ®&+1(Oi) en transposant 1l'opérateur - dzv.

Si T e @&(Oi) a une densité par rapport a Wy 2 on écrit encore

~

D'ou la formule d'intégration par parties
(3.19.4) (Br , ¢) == (7, aiv ¢)

Notons qu'en transposant l'opérateur D , défini par (3.19.1), on retrouve 1'opé-

rateur = div : ®a+1(0 _— o;(oi) . Le couple (D s — div) est en dualité.

1)
Permutant les r8les des opérateurs ai et Si dans les formules (3.19.1) et

(3.19.2)s on définit les opérateurs D et div

(3.19.5) 0, (0;) LN 0,,1(04)
Lo 0 S @e@dxy —>2 Y ey g 9% @8
S T q 071***"q "0 "1*"*"q 70 q
(3.19.6) ®q+1(oi) div @q(oi)
Lgeeedy "’ioil...iq dxio®"'®dxiq . Zil...iq(zio %1, ‘”io...iq)dxifg“'@dxiq .
Et la formule (3.19.3) se change en
(3.19.7) (Dep » ) == (p » div y) .

Cette formule montre que D est indépendant des coordonnées, On définit 1'opéra-

teur - div : @('1”(01) N @(‘1(01) en transposant 1'opérateur D ; alors qu'en
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~ di 'opé : 0'(0,) —>0r (0,) .
transposant div , on retrouve l'opérateur D @q(Ol) > ®q+1(01>

(3.20) Remarque : Les opérateurs D , D y div , EZ; peuvent 8tre itérés ;
on notera par exemple divp le composé de p opérateurs égaux & div ., Notons que
les opérateurs div et div sy définis par (3.19.2) et (3.19.6) transforment un
champ de tenseurs symétriques en un champ de tenseurs symétriques, Les opérateurs D
et D , définis par (3,19.1) et (3.19.5), ont encore cette propriété pour q =0 ,
mais ils ne 1l'ont plus en général pour q > 0 , En utilisant ces remarques et la
base (ea) des tenseurs symétriques explicitée au point (2.16) de 1'exposé 4, on

obtient les formules :

div
01(0,) ® (O %;) ~—F=>0'(0,)
(3.20.1) y
111/2 o D
3@7 Z|01|=p<°”) To % ™ 2|oz|=p (Bx)a T

(et une formule analogue pour divp en remplacant a/ax par S/ax ).
0 (0;) 2 g (0,) ® «:} X,)

d\B
TF—>A/-1T. ZIB!— /\/Bo (( ) T)eB

(formule analogue pour DY en remplagant 3/dx par 3/3x ).

(3.20.2)

(3.21) Cas de la dimension infinie : Soit T = (Ti)i un u-protenseur distri-

bution de degré q sur l'ouvert cylindrique O de l'espace de Hilbert séparable
X . Les tenseurs distributions Ti sur les ouverts 0i des espaces euclidiens Xi
vérifient les relations de cohérence qui sont explicitées & 1l'aide de coordonnées
par les relations (2.5.1) et (2.6) de 1'exposé 6, 813 éEant la surjection canoni-

que de Xi sur Xj . Ceci entraine que les protenseurs DTi vérifient des relaw

tions de cohérence, et définissent ainsi un nouveau protenseur :

(3.22) Proposition et définition de D(gn) = (Dg)y @ Soit T = (Ti) un_pro-

tenseur distribution q fois contravariant sur O tel que, pour tout 1 , les

coefficients de Ti appartiennent a @E’(Oi) . Alors les BTi définissent un pro-

~

tenseur distribution (q + 1) fois contravariant noté DT , ou encore (Dg)u si

T a pour densité g par rapport & |, : c'est la dérivée de densité de T . Par

itération de la pro-application D s on définit D2 T, D3 T 5 eeo s et ces pro—

tenseurs sont symétriques si q =0 .

Démonstration.

(a) Si Ti = 2% “'kq Ti;k ok dxk ® e ® dxk s alors

1

1
Soit sij la surjection canonique de Xi sur Xj o Alors, pour ¢ € QE(Oj)

D=2 9 Tisk oo Ty ® e @dx
q 1 4 1 q
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((®q+1 Si,j)DTi ? Qo Slj)

= &1 o5y B (3, 73,

y ©)dx, ® dx, ®...® d
poeele 13k anske, ) Xkl "kq

= 2 v Quug 51Ty e 23,000 85)))ax, @ axy @...8 ax ).
1 q 1 q 1 q
Or, d'aprds 1'hypothdse (1.3), on a
ozi(X) = ai(X’ s xXV) = aj(x'> ozk(X") ’
> ] : ® i
ou ak(x ) est une fonction €© des variables X 4

= Z(®q+1 sij)((Ti;kl...kq ’ aj(x-) ozk(x") Bf’[a;l azl cp(x')]d:cz@dxkl@...@dxkq .

Le terme général de cette somme est nul si 1'un des indices £ 5 X. eee kq est

Xyl Xn ¢ Donc

1
supérieur & n!

ek ay(x') 3, (a]" ox'))) ax, ® B dxkq

Lk ro)dx, ®dx ® ... ®dx =(131rj ' @) .
1 q 1 q

On peut compléter cette démonstration par un argument heuristique formel relatif

=2 T,
E;kl...kqsn'( izk

=2 .
z;kl...kqsn’( ik

1

au cas q =0 et ou chaque distribution Ti admet une densité 0; € Cl » par rap-

port & la mesure o; dx . La relation sij(Ti) = Tj est équivalente &

(3.2241) o;(x') = J oy (x? 5 x") o (x") ax"

On en déduit, par dérivation par rapport & X, si 4 < nt:
(3.22.2) 3, o3(xt) = [ 3 gy(xt 4 1) o (xm) axn .
Donc

),S(Bk“’j)“j st lsisn!
20 si n'<4<n

Sij((ak wj)ui

~

ce qui montre que la collection des DT, vérifie les relations de cohérence des

protenseurs distributions une fois contravariants.

(3,23) Définition de l'opérateur div : Lorsque i varie, on voit que les

opérateurs div de 0F +1(Oi) dans ®£ (Oi) sont cohérents et définissent une

pro—-application notée div de @Ecyi(o s qQ + 1) dans @Ecyl(o ’ q) .

(3.24) Conclusion : De ces définitions et de la formule d!'intégration par

parties (3.19.4) relative au couple (5 y - div) en dimension finie, il résulte

que le couple des pro-—applications (®, - d{v) est en dualité,

Ceci entratne que, pour tout p >0 , tout T € @ﬁéyl(o) et toute ¢ de

@Ebyl(o ’ p) s ON a

(3.24.1) (Pr,3 =(=1)?(, divp ®)

(3.25) Dérivation dans une direction d'hyperplan : Soit X = R, ® 22 .81 e .
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est le vecteur unitaire de R , le point générique de X s'éerit y = (t , x)
avec t réel et x € 22 . On prend la bonne famille Ft décrite en (2.13.0) de
1'exposé 2, et 1l'on note Dx 1'opérateur de dérivation dans la direction d'hyper-

plan orthogonale & e, . On définit de m&me 1'opérateur div™  dans 1l'espace des

1
t-protenseurs distribution. Tous les raisonnements du §2 peuvent 8tre repris en

remplagant les opérateurs (3.18.2) par les opérateurs

Q0 (g) % gpratl
b ] 1
ogal) (0) —=> 0g12"(0)
(3.25.1) v x
-div
mg(l.cyl(o) < Qﬁ(qﬂ)cyl(o)

d'ou de nouvelles formules d'intégration par parties.

4, Calcul différentiel et dérivation au sens des prodistributions.

Toute fonction numérique g intégrable sur ( définit une prodistribution g=gu
sur X ; donc gy admet des dérivées de densité Dg , D2 £ 3 eoe au sens de la
théorie des prodistributions. Ceci a lieu m8me si g n'est pas dérivable au sens
du calcul différentiel de Fréchet, de Gateaux ou de L. GROSS (*) . on définit
d%abord un espace B (qQ) de (classes d'équivalence de) fonctions numériques sur Q
dont les restrictions & tout sous-espace Xi de dimension finie sont k fois dé-
rivebles en un certain sens. Cet espace contient l'espace, défini par L. GROSS, des
fonctions k fois dérivables au sens de Fréchet sur (Q . Puis on montre dans la
proposition (3.19.4) que, pour g € Bk(Q) et 0 4 <k » la dérivée usuelle Dz g
de g coincide avec la dérivée b g au sens de la théorie des prodistributions.
Nous avons donc obtenu un prolongement du calcul différentiel usuel. L'exposé est

relatif au cas ou O = X ; les hypothdses sont les mémes qu'au paragraphe précédent.

(4.26) Notations et conventions.

(a) Si Y est un espace de Banach séparable complexe, on note Mk(Y) (resp.
ME(Y)) 1l'espace de Banach des formes k-linéaires continues (resp. k-linéaires

continues et symétriques) sur Y .

(b) Soit k >0 et X; € nﬁ(X) . .On note OE la surjection de ME(XC) sur
(:>£(Xi)c définie par restriction a Xi des formes k~lindaires continues symétri-~

c
ques sur X .

(¢) On introduit, comme dans la démonstration du lemme (1.3) de l'exposé 4 1l'en-
semble I' des 1 de I tels que Ai c Q' ;3 et dans tout le §4, on remplace la
bonne famille {A; ; 1 € I} par la bonne famille F,, = {o; 3 1 €I'} . Pour tout
ie I' , 1'orthogonal Qi dans ( du sous-—espace Ai de Q' est 1l'adhérence de
Xi = Ai dans ( . Les sous-~espaces Xi et Q de ( sont supplémentaires topo-

logiques. D'ou une identification de Q au produit Xi x Qi ’ fi coIncidant avec

(*) 6roSS (L.). - Potential theory on Hilbert space, J, funct, analysis, t. 1,
1967, p. 123-181.
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la projection canonique de (Q sur Xi .

(d) Par hypothdse, on a u =p; ® ul , ob p! est une promesure sur Xi e 810y
est 1'injection de Xi dans Pi y alors Pi = ki(ui) est une mesure de Radon sur
la tribu borélienne faible de Q; . Identifiant, comme dans tout le §4, l'espace Q
i - '
au produit X;xQ; sona P=y;® Pi e
(4,27) Définition de Bk(Q) pour tout entier k > 0 : On note BO(Q s Y)

1'espace des classes d'application Lusin-mesurables essentiellement bornées de

dans Y , On note Bk(Q) 1l'espace des BO(Q » C) telles que, pour tout
£ € {1y eee s k} , il existe gz dans BO(Q ’ Mﬁ(Xc)) ayant la propriété : Pour

tout Xi s identifiant  a X x Q. s Oon a, pour presque tout w; dans Qi ’
(402701) D‘a g(o ) U.) ) = O' (é(' ? wi
au sens des distributions sur Xi o

Cette condition signifie que la restriction de g a tout sous-espace de dimension
finie de X a des dérivées mesurables bornées, les dérivées d'ordre f relatives
a4 tous les sous—espaces provenant d'une m8me fonction gz « La condition est satis-
faite si g est k fois X-différentiable au sens de GROSS, les dérivées étant

supposées mesurables bornées.

Plus généralement, soit p entier positif. On note M (X » Y) 1'espace de
Banach des applications g-linéaires symétriques contlnues de X dans un
Y = @P(Xc) . Soit e’z 1'opérateur de MJL(X y Y) dans M’e'(X ,O Xc) obtenu en

composant cﬁ

avec la surJectlon canonique de Y sur (:) XC . On deflnlt B (Q,p)
comme l'espace des g de B (Q ’ Y) tels qu'il existe pour z 1l geees kK 4 une

fonction g’e € B (Q y M (X ’ Y)) vérifiant presque sfirement

(4.27.2) 71, el w) =0t ).

La proposition suivante montre que les fonctions gz sont les dérivées au sens

des prodistributions de la fonction g .

(4.28) PROPOSITION. — Soient g dans BY(Q) , et les fonctions gl .. gF

définies dans (3.20.1). Alors D‘e g = gﬁ au sens des prodistributions, pour

£=19200|k.

Démonstration : La promesure gy est représentée par la collection des mesures

Py By Sur les Xi s OU vy = ﬂ(glfi) « Comme fi est la premidre projection cano-
nique de QO = Xi x Q, sur Xi y et comme P est une mesure produit d'aprds (4.26),
¢E(X) de déduit de g(x) TMpar intégration sur la fibre verticale f;l(x) ", clest-

ad=dire que, pour presque tout x de X; »ona

(4.28.1) ¢i(x) = IQ g(x wi) dPi(wi) .
i

I1 s'agit de montrer que Dz g est égal au protenseur distribution associé a gﬂ

par le procédé décrit en (1.10) de 1l'exposé 4, Vu la définition (3.18.2) de Dg »
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il s'agit de montrer que, pour tout i et pour presque tout =x de Xi ’

(4.28.2) (Flo; p ) =1 0% o s w) @i(w) .

or (3.22.1) entratne que, pour tout ¢ de ® z(xi) ’

(5 (py ug) » ) = (= ¥ (o g » v, y)
(- 02T elx 0 (alv, () auy () e (u)
(- % [ ap (w) | a(x o w)alv, () au() .
Come g€ B(Q) » on a, en tenant compte de (3.20.2),
[ap () [o? o (lx s o) 4(x) au; ()

= (I o'?_ ° g‘e(x ’ UJ) d‘Pi("”i) ’ ‘b) *

I

Comme ces relations sont vraies pour tout ¢ , on a montré (4.28.2).

(4.29) BExemples de fonctions de la classe Bk(Q) H

3 ~ k
(a) Soit @ = o 8 dans chl(

Bk(Q) » et ne dépend pas de la base choisie X, pour la fonction cylindrique D e

X) . Alors la classe @ o fi appartient a

On a ainsi construit une injection de @ﬁyl(x) dans Bk(Q) N

(b) Toute fonction g sur Q qui est k fois dérivable au sens de Fréchet, et
dont toutes les dérivées jusqu'a l'ordre k sont bornées et Lusin-mesurables, ap-

partient a Bk(Q) .

(4.30) Remarque .

(a) Dans le cas (4.29,b), supposons que 4 se factorise par un opérateur de

Hilbert-Schmidt. Soit 1 < j <k . Alors DY g est Lusin-mesurable et bornée a va-

-~

leurs dans F =(z>j x° . En effet, & tout me MJ(Q) associons la forme multili-
néaire m' ainsi définie,

1
X X ees x X ==—>C

Xl fneoe Xj *“—> m(le ? o000 9 o@xj)

Si e. 3 €. 3 ese est une base orthonormée de X , on a

1 2
C=2 ,z(ek)“2 <o

Posons 4(k) = z(ek) . Alors

IR LU CHERTE eij>H2 < =) % 8(1)% woe a(15)2 = cFm)?

1 J 1

Donc 1l'application ¢ ¢ m —> m' est linéaire continue de MJ(Q) dans F .

’oo-’ij

Donc, en composant avec ¢ 1'application Lusin-mesurable bornée
s g: Q=-> MJ(Q) ’
on obtient que DY g est Lusin-mesurable bornée de () & valeurs dans F .,

(b) On a ainsi une définition générale de la dérivée de densité dans le cas hil-
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bertien, Cette théorie peut-&tre utilisée pour définir la dérivée dans le cas non
hilbertien. Plus précisément, soit X wun e. l. c. s. réel quasicomplet, et soit H
un sous—espace hilbertien séparable dense de X , l'injection ¢ de H dans X
étant continue. Soit p 1'isomorphisme de Riess de H sur H' . Alors 1l'opérateur
symétrique positif C = jp-'1 j' de X' vers X définit la forme quadratique
(ce , €) sur X' . Supposons que la promesure P sur X de transformée de

Fourier exp(—-% (Cq ’ g)) soit une mesure sur la tribu borélienne faible de X .

D'aprds le théordme de Minlos, il en est par exemple ainsi quand il existe sur
Xt une topologie d'espace nucléaire, compatible avec la dualité avec X . Alors
toute g intégrable sur X est caractérisée par la promesure gP sur H . Par

conséquent, on peut dériver g au sens des prodistributions sur H .
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