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§1. les racines historiques

1.1. la genese

Mis a part le nombre =, les irrationnels que 1'on rencontre de prime abord sont les
irrationnels quadratiques. Par exemple, Platon, dans le Théétete (147 d)! affirme
que Théodore connaissait l'irrationnalité de Vn pour n = 3, 5, ... ,17. L'omission de la
valeur n = 2 laisse penser que c'est 1a une affaire classée ; et pourtant Aristote
(ca.- 350) prend soin d'évoquer des arguments de parité & propos de l'irrationnalité
de V2. En fait, tout revient & montrer que 1'équation p2 = 2q2 n'a pas de solution
(p, q) € Z2. Faute de pouvoir résoudre I'équation

p2 - 2q2 = 07
on va chercher des solutions de
p?-2q2=1,
ce qui revient a
2
p° 1
@ 2 g

et plus le nombre q est grand, meilleure sera 1'approximation de ¥2 par le nombre
rationnel p/q. C'est ce que fait Théon de Smyrne (ca. + 50) en construisant deux
suites (py) et (q,) de nombres entiers dont les quotients approchent V2 : si on pose
Pp=L  qy=1
Pne1 =P * 2qn’ Qn+1 =Pnt 4y
on a
p?-2q% = (-1,
On peut aussi interpréter certains passages de Platon dans 1a méme direction2.
La méme démarche peut étre accomplie pour le nombre d'or ¢ : si on pose cette fois-
ci
Po=1 pP1=2,
pn+1 = pn + pn—]’ qn = pn’
on a
p2-p,q,-q>= (D"
la suite des nombres ¢ _ =p_/q_ vérifie

1 ¢f en particulier I'étude de Kahane (1986)
2 ¢f. Van der Waerden, (1983), p. 134-136.
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et cette suite converge vers un nombre ¢ tel que
PZ=¢p+1.
On vient de contourner l'obstacle de la fagon suivante : puisque la résolution de
'équation x2 = 2 (comme celle de 1'équation @2 = ¢ + 1) est sans espoir, on a essayé de
résoudre les équation x2 = 2 et ¢2 = ¢ + 1, i. e. de trouver des solutions approchées ; le
plus surprenant est qu'il existe des procédés arithmétiques de résolution de telles
équations approchées.

Citons encore Archimede qui affirme sans explication que
265 1351
13 < V3 < 80
en notant x et y le numérateur et le dénominateur de ces fractions, on a
x2 —3y2 =1,
x2 —3y?=-2;
et le probléeme des boeufs porte sur la résolution de 1'équation
x2 - Ny2 =1, avec N =4 729 494.
Plus pres de nous, Bhaskara a donné un algorithme de construction de solutions de
telles équations dans certains cas, basé sur l'identité
(x2 — Ny?2) (z2 — Nt2) = (xz + Nyt)2 — N (xt + yz)2.

1.2. les calculs de Diophante.

Nous allons voir que l'on peut résoudre en nombres rationnels 'équation de Pell

() y2-Nx2 =1,

ou N est un entier naturel, dans le cas “le plus simple” en un sens qui sera précisé,
en utilisnat la méthode de la corde de Diophante. Le point P = (0, 1) appartient a
I'hyperbole H d'équation (1) dans le plan affine ; il est & coordonnées rationnelles ;
donc toute droite Dissue de P rencontrera H en un autre point Q, qui sera
nécessairement aussi & coordonndées rationnelles ; et si la droite est "générique”, le

point Q le scra aussi. L'équation d'une droite "générique"” passant par P est

y=tx+1,
ou t est "générique” ; en reportant cette équation dans (1), il vient
(+) 2 Nt

*EN-t2 YT N-t2

On peut aussi voir la situation en coordonnées homogeénes : en posant
Y y/ U

x=x, y=% t=y.
on obtient l'équation (
X2+ NY?-22=0;



figure 1.

on déduit de (11) que les solutions a coefficients entiers avec pged(X, Y, Z) = 1 de cette
équation s'écrivent

X=+(NU2-V2), Y=+2UV, Z=+(NV2+U2),
avec des entiers (U, V) tels que pged(U, V) = 1. Si on fait N = 1, on retrouve I'équation
de Pythagore et ses solutions classiques, qui figurent dans Euclide (El., X. 28), mais
remontent sans doute aux babyloniens (tablette Plimpton 322)3. En divisant par Y,
on trouve les solutions rationnelles de I'équation

X2_-72=N
qui sont exactement celles données par Diophante dans le Probléme II. 10 des
Arithmétiques?, ct qu'il a calculées par un procédé qui est celui déerit ici.

Le premier a avoir donné unc interprétation géométrique des méthodes de
Diophante semble bien étre Isaac Newton, justement & propos des équations du
sccond et du troisieme degré (méthode de la corde et de la tangente) [Newton 1670’s,
192-193 et 238-239].

1.3. application au calcul de VN

Soit t # 0 ; le nombre
_y N+t
I=x T

3 ¢f. Weil (1984), p. 8, Van der Wacrden, (1954), p. 78.
4 ¢f. (4], tome 111, p. CXIL.



vérifie

N —t2
2 _N =¢2 - .
z N-=¢ avec E="g

autrement dit le nombre z est une approximation (par excés) de VN, avec une erreur
sur les carrés exactement égale a €2, Notons [x] 1a partie entiere d'un nombre x ; il
est clair que la solution de 1'équation ci-dessus avec N — t2 minimum est obtenue en

prenant t = T = [VN] ; I'approximation obtenue s'écrit
N+T2 1 N
Z = 2T - 2 + 71\
Cette formule remonte sans doute aussi aux babyloniens (tablette YBC 7289)5 et a été
redonnée par Héron et méme Newton.

1.4. solutions entiéres de I'équation de Pell

Lorsque N — T2 divise 2T, ¢'est-a-dive lorsque
; 2T
N='I‘3+CavccC=X ,
alors la solution (1) de I'équation de Pell est en nombres entiers :
X = A, y=1+TA;
'approximation de VN ainsi obtenue est
y 1

z=3 =T+K'

d'autre part soit 6 le nombre tel que
1

W=T+";
6
on a
U
=8+ N
autrement dit

\/N =T+ 1

A+ *ﬂl— ’
2T + VN
et I'approximation de VN par z revient a "négliger" la deuxieme fraction intérieure.
Par exemple pour N = 677 = 262 + 1 on trouve
2=26,019230... et <VN=26,019224...
On va voir que ce cas particulier est susceptible de généralisation.

5 of IVAW], p. 45.
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§ 2. 1a théorie des formes quadratiques binaires®

2.1. fractions continues
Six € R, le nombre déduit de x est par définition le nombre dx = 1 tel que
1
x =[x]+ 3% -

Si xg est un nombre réel, on note x,= d"x la suite des déduits successifs de x ; ainsi

Srgt 0=Ix,
Xo—r0+xl y lO—'XU’
1
xl—r1+x , rl—[xl]’
2
1
xnl"rnl"'x ! I‘n-l_[xn-l]’

etc., et on peut poursuivre cette opération tant que X,.1¢ 2. Il ne s'agit de rien
d'autre que de l'algorithme d'Euclide, qui consiste a itérer l'opération

aa,b)=(b,a-b[E]),

de telle sorte que 1'on obtient une fraction continue :

x=[ LN SIUNAS Y an =r,+ 1
ry+ 1
.. + r + i
n-1 X,
Les entiers ry, ry, ..., r, ; sont les quotients partiels de la fraction continue.

Le nombre x est rationnel si et sculement si sa fraction continue s'arréte, i.e. si
M lxez pour un certain m 2 1. Dans les Additions, Lagrange attribue la premiére
apparition des fractions continues dans le traité de Lord Brouncker, et leur étude
systématique a Huyghens.

Ona

6 On trouvera dans Weil (1984) unc analyse historique compléte du sujet, dont nous nous sommes

inspirés ; on trouvera dans Lachaud (1988) un exposé détlaillé de ce qui suit.
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[ rO’ rl’ ey rnJ = an
ou les suites (p,) et (q,) sont définies par les relations de récurrence suivantes :
p; =1 py=1p q; =0, g5=1,
Pnp =T Phg + P aQ, =1, Gha + qn-2‘
Les nombres [ rg, ri, ... , rn] convergent vers x ; par exemple
t=[3,7,151,292,1,1,...].

)

2.2, I'algorithme de base pour I'équation de Pell

Soit N un entier donné, non carré. L'équation de Pell

x2-Ny2=1#+1, (x,y) e Z2.
a été proposée en 1657 par Fermat (cf. Weil (1977), Weil (1984)) aux mathématiciens
anglais ; et ceux-ci (Wallis, Brouncker) la résolurent en fournissant les solutions.
On trouvera l'algorithme de Wallis décrit dans Weil (1977) ; un algorithme voisin est

donné par Euler (1770), Ile partie, Ch. VII.
Un algorithme de résolution voisin repose sur 1'énoncé suivant’. Posons Xg = VN, et

pour n > 1 posons

1 :
+ X, aveer, | =[x ,];
définissons les suites (p,) et (q,) comme ci-dessus.

xn-l = rn-]

Théoreme 1. On a

p2 —Nq2 =+1

m-1 m-1
pour un certain entier m > 1.

Exemple (Wallis) N = 13 : voir la figure 2.

Fermat a toujours affirmé qu'il manquait aux anglais "la démonstration générale".
Pour comprendre un tel résultat, il a fallu attendre Lagrange (1774) ; et pour
I'exposer, il nous faut venir a la théorie générale des formes quadratiques binaires,
développée par Gauss dans la cinqui¢me scction des Disquisitiones Arithmeticae.

7 ceci est 'algorithme de base ; en fonction de la forme de N, ou de l'allure de la fraction continue de

YN, on peut souvent donner des algorithmes plus rapides ; cf. Richaud (1866), etc.



N=13

Xq =13,
3+V13
Xl —-_‘_4 ’
1++V13

3
2 +V13
X3— 3 ,

1+v13
X4=""4 >
x, =3 +V13,
3+v13

X6= 4 ,
1++V13
X;=""3 ,
2+v13
X8= 3 ,
1++13
4 )

X9

(x, y) = (649, 180)

Py =3, %
P, =4, q,
p, =7, q,
py =11, B
py =18, a
Py = 119, Qg
Pg = 137, qq
p; =256, q
pg =393, qq
pg =649, q,
x2-13y’=1 m=10

figure 2.




2.3. formes quadratiques indéfinies

Le trinéme8
QX,Y) =aX? + bXY + cY?,
ou a, b, ¢ sont dans Z est appelé une forme quadratique binaire entiere? ct de
discriminant
D = b2 - 4ac.
On a D=0 ou 1l (mod 4). On suppose que (a, b, ¢) = 1 (i.e. que Q est unc forme
primitive) et que D n'est pas un carré (i.e. que Q est irréductible). On note
Q =[a, b, c] la forme ci-dessusl? On note Quad(D) l'ensemble des formes
quadratiques binaires entiéres primitives et irréductibles de discriminant D.
Les groupes I' = PGL(2, Z) et I'j = PSL(2, Z) operent sur Quad(D) par
Q- S X) = Q(SX),
ce qui permet de parler de classes de formes équivalentes : équivalence au sens
strict ou étroit si S € PSL(2, Z) ct équivalence au sens large!l si Se PGL(2, Z).
On note H(D) l'ensemble quotient Quad(D)/T des classes d'équivalence larges, et
h(D) le nombre d'éléments de H(D) ; c'est le nombre de classes de Quad(D).
On ne s'occupe ici que du cas D > 0.
On va montrer que le nombre de classes est fini ; mais nous avons besoin de
résultats intermédiaires.
Si D > 0 la forme Q est indéfinie ou isotrope sur le corps R des nombres réels : on a
QX, Y) =a(X-Yx") (X -Yx),

avec

., -b+VD 2 _b-+D 2c
X

= 22 T -b-¥D’ ¥ T 2a T -b+VD-

Le nombre x est un irrationnel quadratique réel, et son équation minimale s'écrit
ax?+bx+c=0.

Le groupe I" agit aussi sur les irrationnels quadratiques réels :

_ax+b (2 b -
=14 pour Y= ¢ d erl.

8 Pour une introduction & la théorie des formes quadratiques binaires , on renvoie a Boreviteh &
Chafarevitch (1967), ou encore & Weil (1984).

91 s'agit de formes entiéres au sens naif, i. e. les coefficients de 1a forme Q sont dans Z. Les formes
entieres au sens de Gauss sont celles pour lesquelles b/2 est entier, 1. e celles dont la forme bilinéaire
associée est a coefficients dans Z.

10 C'est a peu prés la notation de Gauss.

11 Dans la terminologie de Gauss (c¢f. Gauss (1801), n® 158, p. 122), les formes Q et Q v sont dites

proprement équivalentes si det Y= +1 et improprement équivalentes sidet y=-1.



Le nombre dx est équivalent a x : on a

r 1
),r:[x].

x=y.axavecy=(] 0

L'opération d applique l'ensemble des nombres irrationnels quadratiques réels dont

I'équation minimale a pour discriminant 1) dans lui-méme.

On dit qu'un irrationnel quadratique réel est réduit s'il satisfait a la condition :
x>1 et -1<x<0.
Les résultats de Lagrangel? s'énoncent comme suit :

Théoreme 2 (IQR). Pour tout irrationnel quadratique réel x, le nombre 0x est réduit
pour n assez grand.

Théoreme 3 (IQR). le nombre x est réduit si et sculement si la fraction continue de x
est purement périodique.

Les théoremes 2 et 3 impliquent que tout irrationnel quadratique réei a un
développement en fraction continue périodique a partir d'un certain rang :

x=[s1,...,s];rl,...,rm]=sl+ B

ry+—

Si x est réduit, I'application n — d"x est périodique ; le plus petit entier m(x) = m > 0
tel que 0™Mx = x s'appelle le calibre de x, et la suite d'entiers naturels (ry, ..., r ) est
la période (primitive) de x.

Par exemple, si

. o
N=T%2+CavecC="

A >
on a
VN =[T, A, 2T, A, 2T, A, ... 1,
avec un calibre égal a 2, et méme égala 151 C = 1.

12 ¢f. Lagrange (1774).



2.4. réduction des formes indéfinies
Si on écrit

QX,Y)=aX-Yx) (X~ Yx),
avec x > x’, le nombre x est réduit si et seulement si la forme Q = [a, b, c] satisfait
aux conditions suivantes de Gauss13:
R) a>0, b<0, «c¢<0, Ibl <D,

VD - Ibl <2a < VD + Ibl.

On dit qu'une telle forme est réduite.

Théoréme 4. Il n'y a qu'un nombre fini de formes réduites de discriminant D.

En cffet, le systeme de conditions (R) implique
Max(lal, Ibl,lcl) < VD.

Si Q =[a, b, c] est dans Quad(D), la forme déduite de Q est la forme

X, Y) = - QrX+Y, Y) our =[x];
on obtient ainsi une application d de Quad(D) dans lui-méme ; et la forme 0Q est
équivalente a Q.
Puisque la premiére racine de 0Q est égale a 9x*, en notant x* la premiére racine de
Q, le théoreme de Lagrange se reprend textuellement en termes de formes
quadratiques!4 :

Théoréme 2 (FQ). Pour toute forme Q € Quad(D), la forme 9"Q est réduite pour n

assez grand.

Théoréme 3 (FQ). La forme Q cst réduite si et seulement si il existe un entier m > 0
tel que dMQ = Q.

Ces théorémes vont nous permettre de démontrer le théoréme 1. Prenons
Qo = X? - NY?

et posons Q_ = "Q = fa,, b, ¢ 1 pourn >0;il est facile de voir que
QP A1) = D" Q(L,0) = (1" a.;

13 ¢f. Gauss (1801), n° 183, p. 159.
14 ¢f Weil (1984)
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la forme Q1 est réduite ; par le théoreme 3 (F'Q), il y a un entier m tel que Q.. = Q;
d'out I'on voit facilement que a_ =1;on trouve donc

Qo(pkm-l’ qkm-l) = (—l)km’
ce qui prouve le théoréme 1.
On peut montrer que ce sont la les scules solutions de 'équation de Pell ; A Weil
(1984) en a proposé unc démonstration "comme Fermat aurait pu la faire".

On observera que m = 2 si
N=T2+CavecC=gA£ ;

c’est en ce sens que les irrationnels de cette forme sont “les plus simples”.

J.P. Kahane (cf. [Kahane 1985]) a cherché a expliquer pourquoi, duns ses
démonstrations de l'irrationalité des racines, Théodore s'est arrété a v17. Orn peut
voir le calibre d'un nombre irrationnel comme une mesure de la complexité de ce
nombre. Or les nombres VN, pour 2 < N < 17, sont de calibre 5 au plus alors que V19
est de calibre 6. D'autre part, pour N < 17 on peut toujours trouver dans le corps
Q(N) des irrationnels de calibre 1 ou 2 ; ce sont des solutions de I'équation de Pell,
i.c. des unités de Q(VN) ; la faisabilité de la preuve dépend de la valeur absolue de 1a
plus petite solution de cette équation ; or pour 2 < N < 17, ces raisons sont < 30 alors
que pour N = 19 cette raison est égale a 170 + 39V19 =~ 340 et toute figure devient
impossible.

2.5. calibre

On tire du théoréme 2 (FQ) que toute forme est équivalente a une forme réduite ; par

suite ;
Théoréme 5. Le nombre de classes h(ID) est fini.

Supposons D = 4N ou N = 2 ou 3 (mod 4). On peut montrer que h(D) = 1 si et
sculement si I'anneau Z[VN] est principal. Gauss pensait déja qu'il y a une infinité
de valeurs de D pour lesquelles h(D) = 1. On conjecture actuellement!5 que h(D) = 1
dans 75, 445 % des cas, alors qu'il n'y a que 9 valeurs de D pour lesquelles h(-D) = 1.
On va montrer que le calibre joue pour les discriminants > 0 le rdle du nombre de
classes pour les discriminants négatifs.

15 ¢f Cohen-Martinet (1987).



Si Q € Quad(D) a pour premiére racine x, la période de x ne dépend que de la classe
d'équivalence large C de Q ; on appelera calibre de la classe C la longueur m(C) de
cette période. Si le nombre x est réduit, on peut voir que les seuls nombres réduits
qui lui sont équivalents sont exactement les 9"x, 1.e. ccux que I'on obtient par une
permutation circulaire de la période : ils sont donce en nombre égal au calibre de x.

Par suite :

Théoreme 6. Le nombre k(D) de formes réduites de discriminant D est égal a la

somme des calibres des classes de formes de discriminant D :

k(D) = 2 m(C).
C e H(D)

Le nombre k(D) est le calibre total du discriminant D.

classes

périodes

Formes équivalentes et formes réduites
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Exemple. — Regardons le cas DD = 40. Les formes réduites de diseriminant 40 sont

Qy=11,-6,-11;  x,= 3+V10 =16 (calibre 1)
1+V10 = = .

Q1 =[3,-2,-3]; X)="3 =[1, 2, 1] (calibre 3)
2+V10 = = )

Q2 =[2,4,-3]; Xg="5 =(2, 1, 1] (calibre 3)
2+V10 - = = .

Q3 =[(3, 4, -2]; X3="3 =[1, 1, 2] (calibre 3)

par suite la classe principale est de calibre 1 et la classe de x; est de calibre 3 : on a
h(40)=2, mQ)=1, m@Q)=3,  «40)=4.

Pour D > 0, le nombre k(D) joue un role analogue a celui joué par le nombre h(D))
pour D < 0 : ¢'est le nombre de formes réduites dans les deux cas.

Frobenius (1912) a posé la question suivante : chercher les diseriminants de calibre
total 1, i.e. tels que x(D) = 1 ; c'est une condition plus forte que la condition h(D) = 1.
Si D est un tel nombre, alors D = 2 ou D = T2 + 4 avec T impair.

Lorsque D = 1 (mod 4), I'équation qui joue le role de 'équation de Pell est

y2=%1;

QO(X7 y) = X2 + Xy —

Lorsque D = T2 + 4 avec T impair, la méthode de la corde donne la solution
=T, y,=1, QO(xo, Yo)=—1.

Théoreme 716 | Si I'hypothese de Riemann est satisfaite, les sculs diseriminants de
calibre 1 sont les sept valeurs suivantes :
D=25,13,29,53, 173, 293.

Pour D>2,0onaD =T2 + 4 avec

T=1,3,51713,17;
ce sont tous les entiers T < 17 tels que D = T2 + 4 soit premier ; on revient a la limite
de Théodore !

16 of Lachaud (1987).
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