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S S PuiLo - MATH

Existence en Mathematigue
£.5. Chihara

Univeristy of Lalifornia, Uerkealey

Ici meme, a ce Séﬁinaire de philosophie et nathgnatique
de L‘Ecole normale supé}ieure, M. Réne Thom a déclare récemment
que les objets nathéhatiques, tels les nombres, les fanctions,
et les ensembles, sont imaginaires. Ces objets, selon lui,
n*existeraient donc pas wairmnent. Cette th;se contredit une
position commune ; plusieurs phileosophes anéricains, parai
lesquels Willard Quine et Hilary Putnam, tous deux de
l'Uniuersité de Harwvard, pasition selon lagquelle les ocbjets

7 . . R i - e
mnmathematiques existent vraiment. Quine a propose de considerer

les objets de nathéﬁatique comme etant des aobjets thébrétiques,
semblables en cela aux molécules et aux atomes.! 0On ne peut

pas les voir, mais ils existent vraiment. Puthnam a, quant &
lui, donnée un argument a 1’appul de cette position, argument qui
est en gros le suivant:

Quand on 1lit un texte de nathénatiques, on trouve
généfalenent des énonces affirmant 1’existence de gquelque
chose: celle, par exaﬁpleldes racines d’une équation, des
‘singularités ¢’ une é&uation, ou d’un ensembles pourvu de
certaines propriétes specifiques. S5i on admet que les théorenes
des nathéhatiques sont vrais, i1l semblerait quton doive admettre
anssi que ces obijets hathéﬂatiques existent. Certes il y a des

philosophes aux Etats Unis, comme Hartry Field, qui maintiennent
que les theoremes des mnathamatiques ne sont pas urais,z mais

c’est 1a une position que je trouve peu plausible. Putnan, en
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tout cas, a soutenu gue nous avons de bonnes raisons d’affirner
A an” . . .
que les theoremes des mathematiques classiques sont urais.
. ; . . - - .
Selon lui, il est raisonable de croire qu’un enoncé mathematique
. A - - -
est urai, meme quand on n'a pas de preuve de celt enonce, parce
Pal
qu”on peut fournir des reasons, qui, sans etre demonstiratives,
7 7 e ~
etayent cette croyance. On peut verifier une hypothese
pa 7 e ~
mathematique, selon Putnam, comme on peut verifier une hypothese
. .l . o Ve
scientifique. En fait, on peut utiliser la method
. ~ .. -~ _ N
“"hypaothetico-deductive”. Or ., selon Putnam, c’est le grand
N 7 . . A .
succes des mathematiques classiques dans les sciences qui

justifie notre croyance que leurs enoncés sont vrais, du moins
approximativement.3

Il vy a d’ailleurs un deuxieme argunent que Putnam a donne
a 17appui de la position Platonicienne. Le voici:c si on est un
réaliste é l’égard du monde physique, on dira que la loi de
gravitation universelle est un enonce objectif. Que dit cet
enonce? Il dit en gros que les objets physiques agissent de
telle sorte que le quotient de deux nombres assacies
convenablement avec ces objelts est égal 3 un troisieme nombre
associe convenablement avec ces objets. Mais comment une telle

A
proposition peut-elle etre vraie si les nombres et les
associations nexistent pas?4

Ce soir, je voudrais vous donner une rgbonse a ces
arguments, ou plutot en esquisser une. Les détails en sont en
effet trop nombreu pour que l'exposg que jen ferai ce soir
puisse etre complet. La strategie que j’adopterai ici consiste
5 admettre la verité des nathéhatiques et de la physique, tout

/
en éuitant d’affirmer qu’il existe des objets mathematiques.



Je voudrais dguelopper un svsténe de nathéﬁatiques dans
lequel on remplace les enonces existentiels des nathéﬁatiques
traditionelles par des énancés qui disent qu’il est pessible de
construire quelque chose. Plus spécifiquenent, je remplacerai
le quantificateur existentiel de la legique classique par un
quantificateur spébial. Ce quantificateur est trés different du
quantificateur existentiel de I’Intujtionisne ou du
Constructivisme. On peut dire que le quantificateur existentiel
des ﬂathéﬂatiques intuitionistes peut Ltre expliqug en graos

comme suit:

v
On peut affirmer (Ex>Fx si et seulment s5i on a un procéde
régulier qui permet de construire un elément verifiant la

propriéte F.

Donc, les régles logiques qui gouvernent ce quantificateur sont
N 7 \ . :
tres differentes des regles logiques qui gouvernent le
rd
quantificateur existentiel des mathematiques classiques. Mais
les régles logiques qui gouvernent mon quantificateur
A
constructif sont essentiellement les memes que celles qui
gouvernent le quantificateur existentiel classique. ELuidemment,
le quantificateur constructif que je voudrais utiliser est
. 7
campletenent different du quantificateur existentiel des
~ ..
mathematiques constructivistes.
7 Id

Je commencerai, donc par expliquer les proprietes

logiques de ce quantificateur. B'abord, il faut dire que ce
”~
quantificateur, ecrit comme
x> ...

N
peut etre traduit comme:



Il est possible de construire un x tel que ...

s
DBonc considerez le phrase

Cx>{(x est un avion plus grand que la tour Eiffel)

£lle signifiesz

Il est possible de construire un avion plus grand que la

tour Ciffel.

Lte quantificateur “(€x)>* est un opé}ateur primitif dans mon

~
systeme: mais pour clarifier la logique de ce quantificateur, on
s A N
peut utiliser les notions semantiques dues a Saul Kripke.5 On

peut dire pour le cas ci-dessus, utilisant la notion de monde

paossible,

Il v a un mande possible dans lequel un avion plus grand

que la tour Eiffel existe.

11 faut dire, cependant, que jutiliserai les notions
Vs

semantiques de Kripke seulement pour expliquer et clarifier la
logique de ce quantificateur constructif. Je ne crois pas que
des choses comme des mondes possibles existent uraiment. Ces

L \
notiens ne sont pas les fondements de mon systeme. Je considere

s Ve . . .

cette theorie semantique comme un cutil pour faciliter le

\ 7
ratsonement a propos des rotions de possibilite.

Je commence par un langage logique qui s*appelle L.

ta syntaxe

Les symboles primitifs:




L 4 v v v

tes variables sont les lettres minuscules "u’ jusqu’a "z’ {(avec

. . o N
ou sans indices inferieurs?.

Constantes:

Il y a trois sortes de constantes:

L3 v

{1> Les gonstantes d’individus sont les lettres minuscules “a

. . . Eo
Jusqu®a “t* (avec or sans indices inferieurs>.

s
(2> Les Predicats sont les lettres majuscules {(avec or sans
_ s . . . <.
indices superieurs et avec or sans indices inferieurs?>. Un
7 7 e
predicat aveec un indice superieur n est un predicat de degre n

{ou un préﬁicat an places).

(3> ¢Constantes logigues:

- v B - {(--> C >CH

Si K est une variable ou une constant d’individu, disons gque X

est un symbole d’individu.

Formnules:

1. Les fornules atomigues:

Si 4’ est un predicat de degree n,
et X, A, ) - Xn sant dJdes symboles
d*individus,

$

est une formule atomigue.

Xmn

L.

’2}



2. Toutes les formules atomiques sont des formules.

3. Si ¢ et 6: sont des formules et x est une variable, les

expressions suivants sont des formules:

-
cqe e
Cq v 6>

CG -=> £

Cq <==> 6>

€x> g

<A x> q)

Une occurrence d’une variable X dans une fornu1e<# est libre si

7~
n"est pas liee par un guantificateur.

Une formule dans laquelle il n’y a pas d”occecurrence d”un

variable libre est une phrase.

Semantigue

b -
tUne interpretation K est un quadruple ordonne <Y, a, U,

U est un ensemble non vide;

o
est un element de Us

o

ensemble non vides

1 est une fonction telle que

. . . A\ sy
U est une fonction ui assigne a chaque element de W un

X



o
I assigne a chaque constante d’individu un element

(a> I
‘ ~ v
de £ = 1union de toutes les U<w)>, ou w est un element de
s
et
(b> si P est un prédicat de degré n, et w est un element
\ yd P4
de U, I assigne & chagque couple ordonne (P, w?> un element
de
z;«_z_){...)«_z
I1 faut expliquer la définition ci~dessus. Intuitivement, U est

1’ensemble de tous les mondes possibles: a est le monde actuel,
U<{u> est 1’ensemble des choses qui existent dans le monde y, et
si x est une constante individu, 1{x> est la déﬁotatien de x, et
si x est un prédicat, I{x, w> est 1’extension de x dans w.

Notez que I peut assigner a une constante d’individu une chose
qui nest pas un element du monde a, c’est g dire, une constante
d*individu peut déﬁoter une chose qui n"existe pas dans le monde

actuel.

/s ~ ”
ta valeur de verite d’une phrase relativement & une interpreta-—

tion

7
Supposons que M seit une interpretation.

Btonique:

"y X, X

. < ~
5i ? est un predicat @ n ptaces, et >, ) oiee H

sont des constantes dindividus, identiques ou distinctes,

Hu‘xe'xz_ e Xy



est vraie relativement a M ssi

KICORD, ... , ICxy> € ICY, ad

Moleculairesx

Si 4)= -6, C% est uraie relativement & M ssi € nest

pas vraie relativement a M.

Si (P =¢b a 1: >, Cf" est vraie relativement é M ssi est

o
=

vraie relativement a M et fﬁest vraie relativement :

Si ¢ = « 6 vX>, 9@ est vraie relativement 3 M ssi {7 est

; ~ . . x
vraie relativement a 1 ou:X:est vraie relativement a3 M.

Si ({) = (L --> X >, (i) est uvraie relativement a M ssi .X\
est vraie relativement a M ou f; n’est pass uvraie relativement 3

.

- w s
Si @ = (9 Lomm D 1 . q) est viraie relativement a M ssi @
et;xisont vraies relativement a M ou é? et ]f ne sont pas vraies

1

.
relativement a M.

Quantificateur:

‘I/ n - N
Pour faciliter la specification de ces cas, je donne les

-
definitions swuivantes:

ﬁg ~yariantes

4



. . . A
Soit M* une interpretation exactement la meme que M avec
. R
1’exception possible de ce qui est assigne a la constante

d'indiuidU/g . Mous disons que M® est une /?“uariante de M.

Si X est une uariable,/ﬂ est un symbole d individu, et y;
est une fornule, 4907CQ est le resultat du remplacenent de

toutes les occurrances libres de /X dans #Q par /?.

Dans la suite, ?9 sera une formule, X une variable,

e
et ﬁ} la premiere constante d’individu qui ne se trouve pas

dans '-/) -

\ ,
Revenons a la definition de la verite:

Si CP= (CO() i//, CI est vraie relativement & M ssi (7004//6

3 \ = -
est vraie relativement a au meoins une %?—uarlante de M.

Si P= (RO l/;’, ¢ est vraie relativenent B M ossi L/Joc/ﬂ

est vraie relativement 3 toutes les ﬁ&*uariantes de M.

rd -
@ propos de la definition de la verite, il faut faire les
7
remarques suivantes: d’abord, le valeur de verite d*une phrase

-~
atomique est toujours evaluee relativement au monde actuel.
.\ ertpno A . AL
Deuxiememnent, une phrase comme "Fib’ peut etre vraie meme

qgquand I<b> n’est pas un éléﬂ&ﬂt de U<(a>, autrement dit, un objet

oo~
qui nexiste pas dans le monde actuel peut avoir une propriete

dans ce monde.



11 faut répé&er aussi que jYutilise la sénantique des
rmondes possibles pour expliquer la logique du gquantificateur
constructif. Cette sénantique est seulement un outil pour
clarifier les propri&tés logiques de ce quantificateur et non un
rmoyen pour definir ce quantificateur. Donc, on peut montrer, ;
l1’aide de cette théorié sénantique, gqu’une formule

(R dFx
est éﬁuiualente é

—CEx>-Fx

Mais cette éﬁuiualence depend de 1”analyse Kripkeene donnee ci
dessus. En fait, pour moi, le quantificateur

(€x>
est primitif, et le quantificateur

Ax>
est dgfini par:

AxOFx = —CCx>-Fx

Considerez la question: Peut-on remplacer le guantificatuer
“{E€x>»* par '{)(E§>’? Pour examiner cette question, conuvenons
qu”une phrase qui consiste dans les mots "I1 ¢y a exactement”
suivis d’un chiffre arabe, suivi du mot 'étoiles’, est une

P
phrase expressive de cardinalite. Par exemple, la phrase

Il vy a exactement dix étoiles

v e
est une phrase espressivc de cardinalite. Comparer maintenant

la phrase

10



s
13 €x>(x est une phrase expressive de cardinalite et x

est vraie)

avec la phrase

£21 <? (Ex>{(x est une phrase expressive de cardinalite et x

est vraie).

£E1) est vraie ssi le nombre d’etoiles est fini, mais [2] est
uraie ﬂghe si le nombre d'étoiles est infini, parce qu’il est
possible que le nombre d’gtuiles soit fini. Utilisant la
séﬁantique des monde possibles, on peut dire que [2] est uvraie
5%il yv a un mande possible w dans lequel une phrase expressive
de cardinalité existe qui est uraie 3 w; mais [11 est vraie s5°il
v a un monde possible u dans lequel une phrase expressive de
cardinalite existe qui est viaie relativement au monde actuel.
c’est-g'dire, pour déterminer le valeur de verite de C1l, il
faut parcourir les mondes possibles pour voir quelles phrases
expressive de cardinalités s’y trouvent: mais pour déterminer le
valeur de verite de £21, il faut parcourir les mondes possibles
pour volir aussi combien d’étoiles se trouvent dans chacun.

Je ne uvous donnerai pas un svsténe de déductiun pour ce
langage. Il sera suffisant, j espere, de dire qu’on peut

utiliser un systeme de déduction orthodoxe - notamment un des
- s
calcul des prédicats classique.ﬁ Et on peut demontrer que ce

svstghe de dé&uction est fiable et complet.

11



J'esp;re que la logique des quantificateurs constructify
est assez claire. Passons maintenant g la question suivante:

De quelle sorte de chose parle-t-on quand on utilise les
quantificateurs constructifs dans ce systeme de nathénatiques?
Les éﬁoncés de ce systeme disent qu’il est possible de
construire quelque chose - mais quelle sorte de chose?
J’essaierai maintenant de rgpnndre a cette question.

Dans le svstEne de Frege, il ¢y a deux saortes des choses:
les objets et les concepts. Un concept n’est pas une phrase
ouverte, mais il y ; une relation entre un concept et une phrase
ocuverte semblable a la relation entre un objet et son nom. Les
noms et les phrases ouvertes sont des choses linguistiques,
tandis que les objects et les concepts sont des choses "dans le
monde”. La relation principale entre un objet et un concept est

1la relation tomber éggs. Par exemple, la phrase
£31 Francois Mitterand est le prgsident de la Rébublique

A Vd
peut etre analysee comme suit:z Elle consiste d’un nom ‘francois
Ve

ffitterand” et de la phrase ouverte "x est le president de la

d . Ve - -~
Republique®. Le nom a une reference: c’est la personne nommee
*Mitterand®. Mais aussi, selon Frege, la phrase ouverte a une

o . .
reference: un concept. Quand la variable qui se trouve dans la

s
phrase ouverte est remplacee par un nom, on aura une phrase; et
. 7~

si cette phrase est vraie, on peut dire gque 1’object nomme par
le nom satisfait la phrase auuerte ety aucsi tombe sous le

concept qui est la reference de la phrase ouverte.

12



AN
Dans le systeme de Frege, il v a aussi des extensions de
A - -
concepts. L’extension d'un concept peut etre consideree comme
1’ensemble des objets qui tombent sous le concept. BDonc,

rd
francois Mitterand est lie aux trois chose§logiques suivantes:

(a> il satisfait la phrase ouverte x est le président
P
de la Republique’:
e
<(b> il tombe sous le concept d*&tre le president de la
7
Republiques
, A
{c> il est un eléﬂent de 1’extension du concept d’etre

le pré;ident de la Réﬁublique.

Mais les objets ne sont pas les seules choses qui

peuvent tomber sous un concept. Un concept peut aussi tomber
. . P
sous un concept. Le systeme de Frege est wune sorte de theorie
~ -
des types, et la charpente de ce systeme est constituee de la
maniere suivante: au premier niveau, il ¢ a les concepts sous
lesquels les objects peuvent tomber:; au deuxieme niveau, il y a
les concepts sous lesquels les concepts du premier niveau
A\

peuvent tomber: au troisieme niveau, il y a les concepts sous
lesquels les concepts du deuxieme niveau peuvent tombers ete.

Et les niveaux sont exclusifs: il n’y a pas de concept qui se
. b
trouve dans plus d’un niveau.’ Nous avons, donc, une

hierarchie formee d’objets de niveau 0, de proprietes d”objets
de niveau 1_ de proprietes de proprietes d’ebjets de niveau 2,
etc. , de telle sorte que les arguments d’un concept soient

toujour du niveau inferieur su niveau du concept en question.

13



~ ~

Le systeme logique de Frege a un defaul serieux: comme

Bertrand Russell 1°a denontré, l1’ensenble des axiomes de ce
AN -
systeme n’est pas consistent. Mais comment peut-on reparer ce
Ud
svsténe en touchant le moins possible au developpement fregeen
de 1’arithmetique? On peut constater que 1'axiome U du svstEne
/\1 7
fregeen joue un role central dans la deduction de 1la
contradiction de Russell. Pouwrqueoi faut il aveir un tel
axiome? Rapelez vous gu’il v a trois sortes des choses logiques
auxquelles Mitterand est lie: (a> la phrase ouverte “x est le
-~ s A Ve
president de la Republique®: (bX> le concept d’etre le president
de la République; et (c> 1’extension de ce concept. HMais est-ce
Ve

que ces trois choses logiques sont uvraiment necessaires? Ffrege

Ve
a estime que les extensions sont indispensables pour que soit

s/ ~ s
assuree une reference a chaque terme numerique de
. Ve e

1’arithnetique. On peut definir d’abord les proprietes de

; R o
cardinalite exprimees par:

Il v a zero objets qui tombent sous F

Il ¢y & un objet qui tombe sous F

I1 vy a deux objets qui tombent sous F

ete.
sans réféfence aux extensions de cancepts. Frege pensait que
‘un', “deux’, et ‘trois’,

les termes nunériques comme “zero’,
sont des noms de gquelque chose: il doit y aveir des objets,
selon lui, que ces noms représentent- Pour cette raison, il a
choisi les extensions des proprietés de cardinalitgs. Donc, le
nombre deux, selon fFrege, est 1 extension du concept qui est le
ré?érence de la phrase ouverte 11 y a deux ebjets gqui tombent
sS0us f'.

14



. - R
Mais Russell a montre avec sa "no-class theory" - theorie
- - s .

sans classe - qu’il nest pas necessaire de postuler des

. - ‘\
extensions, des classes, ou des ensembles pour avoir un systeme
de mathemnatiques suffisant pour tous les besoins des sciences
empiriques: on peut considerer tous les éenonces qui font

apparemment reference aux extensions comme des fagons de parler
- comne des fagons de parler de concepts.8 Russell a nontré
comment on peut considérer une phrase dans laquelle se trouve un
terme numerique comme etant une abreviation d’une phrase dans
laquelle il y a un terme qui représente la propriété de
cardinalitg correspondante. Utilisant cette idée de Russell ., je
sugg;re qu’un moyen simple de “rgparer" le syst;ne de fFrege est
d'élininer toutes ré?grence aux extensions de concepts et en
consequence d’abandonner l’axiome U. Ce qui reste est assez

puissant: si on ajoute un axiome de 1’infini, on pourra

s
developer la version de l1’analyse classique que les Logicistes,
comme Russell et Whitehead, a produit.? Quand ce svstéme est

v
interprete classiquement, les variables de chaque niveau plus
grand que zero prennent comme valeurs des concepts et on
explique le gquantificateur existentiel de la faceon usuelle.
Dans le svsténe dont je parle maintenant, tous les
AN
quantificateurs existentiels du systeme classique, qui sont d’un
. v
niveau plus grand que zero, sont remplaces par des

quantificateurs constructifs, de telle sorte gu’une phrase

classique qui dit "Il exist un concept F ...° devient "Il est

possible de construire une phrase ocuuverte... Par example, la

phrase

15



Il existe un concept du niveau 1 sous lequel tous les

objets tombent

/s
est remplace par

Il est possible de construire une phrase guverte du

niveau 1 telle que tous les objects la satisfont.

Quand on dit Il est possible de construire une phrase ouverte’ |
on entend qu”il est possible de construire une occcurrence
("token"> d*’une phrase ouvverte. C’est ; dire, on entend qu®il
est possible d’é&rire quelque chose, de dire gquelque chose, ou

de produire quelque chose, comme ce qui suit:

x est le président de la République

% EST LE PRESIDENT DE LA REPUBLIQUE

A
Nous avons ici deux occurrences de la meme phrase ouverte.
Donc, ce qu’on peut trouver dans un monde possible ce sont des
personnes qui construisent des occurrences de phrases ouvertes.
P . N\
Jrutiliserai un systeme dans lequel les occurrences des
phrases ouvertes sont les choses dont on parles et comme la
- A L
theorie des types orthodoxe, ce systeme demande une partition de

1a totalité des choses dont on parle:

il y a les objetss

il y a les occurrences des phrases ouvertes de niveau 13

16



il y a les occurrences des phrases ouvertes de niveau 23

etec.

'
ta formalisation de cette theorie que j’ai choisie est un calcul
des prédicats a plusieurs sortes de variables (a "many sorted
e ~
calculus”"?» et en fait, ¢’est un calcul des predicats a
L ~sortes de variables, gqu’on peut analyser comme ci-dessus 3
17aide de 1la séhantique des mondes possibles. Dans ce svsténe,
il vy a deux sortes de quantificateurs: HAu niveau zero, les
quantificateurs sont classiques: en particulier, le
quantificateur existentiel de niveau zero est le quantificateur
ordinaire de la logique classique. Rux niveaux plus grands que
zero, les quantificateurs sont constructifs. Russi, dans ce
~ 7
systeme, l1’indice superieur d’un variable correspond au niveau
des phrases ouvertes qu’on peut considerer comme les valeurs de
cette variable.
P
Il v a deux sortes des predicats dans le vocabulaire de
”~ P v
cette theorie: des predicats de satisfaction et des predicats
d’identite.
7~
(1> Un predicat de satisfaction est un lettre majuscule
e
S’ avec un indice superieur.
-~ 7~
{2> Un predicat d’identite est le lettre majuscule I’

”~
avec un indice superieur.

Les prédieats de satisfaction représentent les relations
de satisfaction de tous les niveaux. Puisque tous les prédicats
de ce langage sont des prédicats de degré deux, il n"est pas
nébessaire gd’utiliser les indices supé}ieur d’un préﬁicat pour
indiquer le degrg du prgdicat. Au lieu de cela, 1’indice

17?



/ / - = o - "
superieur d’un predicat indique le niveau de la relation qui est

- / .
représentee. Donc, le formule atomique
Shynynel
signifie que xM, unfchose de niveau n, satisfait y*t | une

rd
phrase ocuverte de niveau n ¢+ 1. La predicat d’identitg de
7 7~
niveau zero represente la relation d’identite entre les objets.
Les prédicats d’identité de niveau plus grand que zero
7 -~ ~
representent la relation d’identite d’extension, c’est a dire la
A
relation qui unit R et B exactement quand les memes choses
satisfont R et B.

Il vy & trois sortes d’axiomes de ce systeme:

£E1] les axiomes d’abstraction
7
£2] les axiomes d’extensionalite

f31 les axiomes d’identité.

L1} Suppaseons quejﬁ et ™ sont des wariables de niveaux o et n+l
respectivement, et que
Ve o ﬂ o
represente une formule dans laguelle:
(1> il y a une occurrence de A qui est libres
et

(2> il n’y a pas d’eccurrence de ‘X qui soit libres

chaque phrase qu’on peut obtennir par des généralisations

universelles de
(C<2)(fl)(§nm\cﬂ(*M> e 300

18



est alors un axiome d’abstraction.

£21 Si x et A sont des variables de niveau n+*l et )est un

variable de niveau n,

(Ro()(ﬂrf-])((ﬂ ¥IER g o <==> SN3 > —=> IN 1)

¢

-~
est un axiome d’extensionalite.

£31 Si x est une variable de niveau 0,
< oI0xox
est un axiome d'identitéi
Si O\ est unRuariable de niveau n (n > 0),
Mo >IM . x

est un axiome d‘identité.

Si A et ’6 sont des variables de niveau n, et q> et Y
sont des formules dans lesquelles il n’y a pas d’occurrence
de A ou delg qui ne soit libre, une phrase qu’on peut obtenir

par des generalisations universelles de-
0o _— -y
I Aﬂ >« % {(==> 4 >

7
est un axiome d’identite.
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On peut constater que ces trois axiomes sont vrais quand la

P o .
langage de la theorie est interprete comme specifie
ci-dessus. 10

Il ¢y a, aussi, une hypothese de 1’infini qui nest pas un
. . N A \ .
axiome, mais cette hypothese a un role semblable a un axiome.
Ve
Il faut dire_, en effet d’abord, que l’interpretation de ce
. N s
systeme n'est pas completement determinee. Je voudrais
N
utiliser ce systeme dans beaucoup des situations diverses.
Donc, je voudrais admettre des interpfétations de ce systéne
dans lesquelles le nombre des choses qu’on appelle les "objets”
est fini. Les axiomes sont uvrais quelle que soit la facon dont
\
on choisit les “objets”. Mais l1’hypothese de 17’infini est wvrai
P
seulement pour quelques interpretations conuvenables. parce que
\
cette hypothese dit, intuitivement, que le nombre des objets de
\
1’univers est au moins egal a 1’infini du denombrable. (Bien
\ s
sur, cette hypothese est exprimee a l1’aide des quantificateurs
e
constructifs et sans avoir recours aux termes qui representent
\
des nombres.) L ’hypothese de 1’infini n”est pas vraie pour
7
toutes les interpretations admissibles, et done elle ne peut pas
A e s . . .
etre un axiome. Pour develaper la theorie des cardinaux finis,
\ .
il faut utiliser 1’ hypothese de 1’infini. Daonec, les theoremes
/
de cette thgorie expriment les consequences de la supposition
que le nombres des objets est infini.
- Ve
On peut voir que la presente theorie peut Qire utilisee
- e
et appliquee comme on utilise et applique les theories logigues
de frege et Russell. Bien sur, il y a une difference. Les
-~ ~ < B -
enonces d’existence de concepts des theories classigues sont
renplacég dans mon svstgne par les enonceées qui disent qu’il est
possible de construire des phrases ouvertes. HMais cette

20



/ ~
difference n"affecte pas d une maniere significative la fason
. /
dont on applique cette theorie. ARinsi, frege a analyse la

phrase

Le nombre des F est egal au nombre de G

en gros comme suit:

Il y @ un concept £ qui est une relation

bijective et € unit F a B.

. A
Dans mon systeme, on peut analyser cette meme phrase en gros,

comme suit:

Il est possible de construire une phrase

ouverte P qui est bijective et gqui unit F a 6.

s
Considerons maintenant la question: “Est-ce que cette
/ i
theorie est nominaliste?” A mon avis, cette question n’est pas
S~
claire. Si 1%on utilise la critere de puissance logique, mon
\ N
systeme n'est pas nominaliste: il est equivalent a la theorie
des types simple - laquelle est une theorie FPlatoniste. HMais ma
7 ke
theorie n’affirme pas l existence d’objets mathematiques.

7
Rinsi , considerez la phrase

Il est possible de construire un bgtinent de deux cents

7
etages.

]
-

~7

&)




\
Cette phrase n’affirme pas 1l existence d’un batiment de deux
cents gtages. flle n*implique pas 1’existence d’un batiment de
deux cents étages. On peut admetire que cette phrase est vraie,
N\ s\
sans peur d’avoir a accepter 1’existence d’un batiment de deux
cents étages.
Revenons maintenant aux arguments de Putnam.
~N
Rappelez—-vous qu’il ¢y auvait deux arguments a 1 appui de la
7
position que les objets des mathematiques existent vraiment. HRAu
\
depart du premier argument on trouvait le these que nous avons
~ rd
de bonnes raisons d’affirmer que les theorevnes des mathematiques
I
classiques sont vrais. Les grands succes des mathematiques
classiques dans les sciences justifient notre croyance que les
- 75 Vd . R .
enonces des mathematiques classiques sont vrais, du moins
VRN
approximnativement. Puisqu’il y a des theoremes des
rd -~
mathematiques classiques qui enoncent l1’existence des objets
-
mathematiques, nous avons de bonnes raisons pour affirmer
1’existence de ces objets.
~
Yoieci ce qu’il est maintenant possible de repondre a cet
e -~
argunent: 0On peut developper les mathematiques classiques dans
N o i -
le systeme que j’ai decrit. On peut utiliser ces mathematiques
- ~ .
pour exprimer les enonces des sciences. Donc, on peut admettre
-
que les mathematiques classiques sont uvraies, du meins
approxinativenent, sans admnettre 1%existence des objets
~ — ~ ~
mathenatiques , parce que les theorenes de ce systeme n’expriment
pas l1’existence d’objets mathematiques, mais seulement la
possibil1té de construire des phrases suvertes.
~
Le deuxieme argument de Putnam conclut gue les lois de la
s
physique exigent 1 existence d objets mathematiques. Si 1’on

A
adnet que les lois de la physigue sont vuvraies, meme

2
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approximativement , il faut admettre, selon Putnam, que les
objets nathéﬁatiques existent vraiment. HMais_, pour rgpondre 3
cet argument de Putnam, on peut constater que les lois de 1la
physiqgue peuuent’;tre affirnges sans présupposer 1’existence
d’objects nathéﬁatiques. On peut exprimer une loi de la
physique, comme la loi de gravitation universelle par example,
utilisant le systeme praposé 1; dans lequel , au lieuw d’affirmner

1’existence de choses comme des ensembles ou des nombres, on

~
affirmne seulemnent la possibilite de construire des phrases
ouvertes. !
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