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UNE THEORIE ALGEBRIQUE DU SYLLOGISME CATEGORIQUE

La présente conférence ne traitera que de développements
et de résultats extraordinairement simples, &lémentaires pour cer-

tains mais originaux pour d'autres.

‘ Cependant, elle se situera parfaitement dans le cadre de
ce Sé&minaire consacré a la fois 34 la Philosophie et & la Mathé&mati-
que, puisqu'elle se proposera de jeter un pont entre, d'une part,
une toute vieille théorie, la syllogistique, qui fut si longtemps
chasse gardée des philosophes, et, d'autre part, une branche pas
trop ancienne des mathématiques dites modernes, la théorie des rela-
tions et du produit relationnel (improprement appelé "produit rela-

tif").

1. Eléments de syllogistique classique

De l'avis général, c'est Aristote le fondateur de 1la
syllogistique et, partant, de la logigue, encore gu'il soit clair
que Platon connaissait déj3d le raisonnement par syllogismes. Le
terme m&me de "syllogisme" figure trés tdt dans les oceuvres d'Aris-

tote ; on le trouve dans les "Topiques", avec la définition :

’

"Un discours dans lequel, certaines choses é&tant données,
quelque cho= d'autre que ces données en résulte nécessairement, en

vertu de ces m@mes données".

A vrai dire, c'est plutdt 13 une définition de la dé&duc-

tion en général ou de 1l'implication au sens strict. C'est dans les

"Analytiques”, du méme Aristote, que l'on verra figurer le schéma
et 1'8tude de ce raisonnement ternaire, trés particulier, gqu'on al-

lait bientdt appeler le syllogisme hypothé&tico-catégorigue :

figure 1



Les successeurs d'Aristote porteront plutdt leur attention
sur le syllogisme catégorique, lequel procéde par affirmations et non
par suppositions, selon le schéma désormais classique ci-apreés (exem-

ple d'un syllogisme dit "Barbara") :
figure 2

Selon la terminologie traditionnelle, le syllogisme est
un raisonnement &liminant un moyen-terme (M) afin de relier un petit
terme, le sujet (S), i un grand terme, le prédicat (P). La relation
(SP) est fournie par la conclusion, laguelle résulte de deux pré-
misses, la majeure, ol le moyen-terme est sujet, et la mineure, ol
ce terme est pr&dicat. Les fig 2 et 3 énoncent les 3 propositions,

- ou "jugements”, dans 1l'ordre canonique (que nous préférerons ren-

verser plus tard).

A cBté du syllogisme catégorique, le seul qui nous inté-
ressera ici, la logique ancienne étudiait aussi le syllogisme hypo-
thétique et le syllogisme disjonctif, gue nous ne mentionnons que

pour mémoire :

figure 3

Selon l'ordre donné aux termes dans les prémisses, Aris-
tote distingue 3 figures, auxquelles ses successeurs allaient ajou-’
ter une quatriéme. En fait, il doit y avoir 4 figures et seulement
4, engendrées par l'action du groupe de Klein sur les paires (S,M)
et (M,P). Notons qu'il n'est jamais question & permuter (S) et (P)
dans la conclusion ; en effet, c'est celle~ci qui, par l'ordre im-
muable SP, définit ce qui est "sujet" et ce qui est "prédicat" pour

le syllogisme.

On peut représenter par des graphes de relation les 4
figures traditionnelles. On voit que seul le premier graphe est
‘transitif S -+ P ; il représente les syllogismes parfaits au sens
d'Aristote. Les autres figures doivent se ramener 3 la premi&re au

moyen de régles de conversion qui ne nous intéresseront guére ici,
mais sur lesquelles les Anciens et les Scolastiques s'&taient longue-

ment penchés.

figure 4



2. Modes aristotéliciens et carré logigue

Pour Aristote, les "jugements" peuvent s'exprimer selon

divers modes, notamment le mode de qualité (affirmatif, négatif) et

le mode de gquantité (universel, particulier). Mais il faut attendre

le IIe sigcle de notre ére pour voir s'ordonner les jugements modaux
en une trés célébre figure, le carré logique, dG & un poé&te latin,

Apulé&e :

figure 5

Si l'on emploie la notation moderne x £ A pour dire que
" x poss&de la ou les propriétés A ", on a alors la traduction sym-

bolique du carré& en logique de la compr&hension :

figure 6

Sur cette figure, les voyelles entre parenthéses sont celles qgui,
depuis le Moyen-~Age, servent & caractériser les 4 types de jugements

du carré.

On observera que dans-la syllogistique classique, le sujet
d'un jugement est toujours énoncé affirmativement : ona x € S et
jamais x £ S. Une telle restriction n'a pas beaucoup de sens en

logique de l'extension. Celle-ci en effet s'adresse 3 des ensembles,

et, dans un méme raisonnement, tous ceux-ci sont des parties d'un
méme universel U (ou univers du discours), qu'il importe de bien

définir dans chague cas ; d&s lors, chacun poss&de un complément se-

lon U, et le complément S de S a autant d'importance gue S lui-
méme. En conséquence, on peut trés bien admettre des jugements ol
l'ona x € S , c'est-a-dire =x ¢ S (sujet exprimé@ négativement).
Cette remarque, d&ja formulé&e par De Morgan au si&cle dernier, nous

aménera, dans un moment, & compléter le carré legique.

En logique de l'extension, on aura les ensembles $,P, etc.,
reliés par des relations d'inclusion ou de non-inclusion. En logique
des propositions, on aura une autre &criture, ol la proposition "g"
exprime x € S. Enfin, en calcul booléen, on aura une troisime

écriture, équivalente. Ceci est résumé par la

figure 7



Les propositions d'une méme ligne du carré sont dites
contraires ; celles d'une m@éme colonne sont subalternes ; celles
d'une méme diagonale sont contradictoires, ce gui apparait clairement
sur la figure 7 :dﬁ~ et & atune part, ? et d'autre part sont
des paires de jugements contradictoires (sur la fig 7 ¢, la contra-
diction traduit la loi de dualité d'Auguste De Morgan).

Dans chacune des 4 figures, chacun des 3 jugements peut
revétir 1'un des 4 modes composés du carré logique ; on arrive ainsi
a4 x 43 = 256 types possibles de syllogisme. Ce dé&nombrement tra-
ditionnel n'a pas beaucoup de sens, puisqu'il reprend des syllogismes
faux ou invalides ou non-concluants. Au prix d'une série de ré&gles
péniblement &laborées au cours de l'histoire de la logique, les
Scolastiques sont arrivés & identifier 24 (et 24 seulement) syllo-
gismes valides et concluants (parmi lesquels 5 sont triviaux). Nous
arriverons 3 ce résultat par des procédés alyébriques extr@mement
simples, remplagant les r&gles classiques de validité, lesquelles

ne nous intéresseront gudre ici.

3. Les implications

Aristote formule un principe gui est & la base de 1la

théorie moderne de 1l'implication : Le vrai implique le vrai tandis

gque le faux impligque n'importe quoi. Cet axiome se dé&gage sans peine

d'exemples tel que celui de la fig 1 : L3, les prémisses impliquent
le vrai parce qu'elles sont vraies ; le résultat serait le m@me si

on les rendait toutes les deux fausses, par exemple en remplagant

le moyen-terme "vivants" par "cristaux". Mais si l'on fausse une

des deux prémisses seulement, par exemple en remplagant soit "hommes"
soit "mortels" par “"cristaux", on arrive visiblement & une conclusion

fausse.

Désignons dorénavant le vrai par 1 et le faux par 0, et
utilisons provisoirement le signe g pour l'implication. Si 1l'on
traduit ainsi l'axiome aristotélicien, on constate qu'il é&tablit

une relation d'ordre, ultra-élémentaire, sur 1l'ensemble binairejB='ﬂ,O}

(1) 0O 051 1 <1



On peut représenter cette relation par sa matrice d'in-

cidence, laquelle n'est autre chose que la fonction caractéristique

de ladite relation considérée comme une partie du produit cartésien
:EB x'ﬁs ; cette relation est l'implication, bien connue, 3 laquelle
nous restituons son signe = . La relation complémentaire de 1'im-

plication est la négation de celle-ci ; c'est un ordre strict (non
réflexif), se réduisant a8 1 f 0, et dont le signe sera désormais

aﬁ? . Les matrices de ces deux ordres sont indiquées sur la
figure 8

En logique moderne bivalente, cette implication est dite
matérielle au sens de Russell ; notée ici p = q , elle relie deux
propositions logiques et bien formées, a8 valeurs dans:ﬂﬁ , selon la
matrice d'incidence (=%) ci-avant. Réintroduite par Peirce en logi-

que moderne, elle était cependant connue des Anciens, et Philon de
Mégare (IVe si&cle av. JC.) la définit comme une relation vraie si
et seulement si "elle commence par le faux ou finit par le vrai".
Comme telle, elle est choquante pour les débutants et elle a suscité

bien des disputes entre logiciens depuis l'Antiquité.

A cette implication "matérielle" (adjectif mal choisi),
les logiciens et les philosophes opposent l'implication formelle au

gens de Russell, dite aussi l'implication stricte au sens de Lewis.

Not&e elle aussi p =% g (malheureusement !), elle correspond & la
définition aristoté&licienne rappelée ci-avant (page 1) & propos du
syllogisme, - ou plutdt, de la déduction elle-méme. Dans cette im-
plication, la plus importante aux yeux des philosophes, q est relié
d p d'une maniére nécessaire, quelle qu'en soit la raison (logique,

mathématique, expérimentale).

4, Treillis et trames

L'implication stricte est elle aussi in ordre, l'ordre
déductif, existant sur un ensemble de proposit’ .ns que nous note-
rons 7P . L'existence de cet ordre est antériev- & toute valorisation

des &léments de fE?, gue ce soit sur_]B (log’r.ue bivalente ordinaire)
ou sur tout autre ensemble de valeurs (logicve@s plurivalentes et mé-

me calcul des probabilités).



Nous pré&ciserons cette idée en admettant que 1l'ordre
déductif donne 3 7P une structure de treillis : toute paire (p,q)
d'élé&ments de ]P admet un plus petit commun majorant, noté pV g ,

et un plus grand commun minorant, noté p A g . Encore une fois,

ceci est antérieur 3 toute idée de valorisation, binaire ou autre.

Si nous voulons valoriser 1?5, 1l faut choisir un en-
semble ordonné de valeurs, dont l'ordre sera igotone & celui de P .
En logique bivalente, l'ordre des valeurs est l'ordre (1) aristoté&-
licien, ou encore l'ordre de l1'implication matérielle selon Philon
de M&gare. Sur une maille dont la base est (p,g), et qui est un
sous~-treillis de,ZD, on aura donc 4 valorisations possibles en lo-

gique bivalente ; on arrive ainsi aux diagrammes de Hasse de la

figure 9

Admettons enfin que.]? soit un treillis de Boole, c'est-

d-dire distributif et complémenté : il y existe donc une opération

involutive, appellée n&gation faisant correspondre 3 p € JE?une
et une seule proposition dans JE?, notée p .

Nous appellerons trame d'ordre n WI; tout sous-treillis
de:ZP engendré par n alternatives (pl ,Ei) ' (p2 ,52) ; «+. , dont
les 8léments sont combinés par les lois A et V . Il est facile de
voir qu'une trame est un treillis de Boole dont la base (ensemble

des €l&ments qui couvrent le minorant ultime) est elle-m@me un treil-
lis de Boole ; le cardinal de la base est donc 2" et celui de 1la

trame ' est 2%,

La structure de "trame" est la structure fondamentale
de la logique formelle et du calcul des probabilités. Ses éléments
seront appelés des &vénements ; son minorant ultime est 1'événement
impossible (la contradiction), noté# 1 ; son majorant ultime est
l'événement nécessaire (la tautologie), noté ¢ . Comme pour tout

treillis de Boole, son diagramme de Hasse est la perspective d'un
n Le diagramme de rH1 est

cube & N dimensions, avec ici N = 2
donné par la fig. 9, avec p & la place de g, et avec p V p =T
et pA 5 = | . Celui de WFZ , le plus important de tous en logique,

est donné par la

figure 10



En logique binaire, on valorise isotoniquement rTPn sur
l'ensemble des relations n-~aires sur :ZB, ou plus exactement sur
1'ensemble des fonctions caractéristiques de ces relations, fonctions
gqui sont des Zn-uples a4 valeurs dans ZB : ces fonctions sont ordon-
nées selon l'ordre (1) d'Aristote appliqué aux termes homologues de
de ces Zn-uples. Pour 'Trz en particulier, la contradiction sera
valorisée par la matrice-zéro GZ, et la base par les matrices
n'ayant qu'un seul terme 38 valeur 1. De proche en proche, l'ordre
d'Aristote reconstitue la trame ‘4%2 des 16 relations binaires, dont
le diagramme de Hasse est donné& par la

figure 11

5. Les 16 compositions~relations binaires

D'habitude, en littérature, le tableau AAZ (fig 11) est
présenté comme l'ensemble des tables de Pythagore des 16 compositions

internes possibles, appliquant 1252 sur /B . Bt ceci nous améne 3
une constatation fondamentale, presque jamais signal&e dans les
traités de logique :

En logique binaire, toute composition interne n-aire sur

AZB est aussi une relation n-aire sur‘ZB , et vice versa. Toute ma-~

trice d'incidence est une table de Pythagore, et vice versa. En
particulier, les relations marquées ﬂ ' Ze ’ j ' & , sont celles
du carré d'Apulée ; ce sont aussi des compositions, ainsi que la
fig. 7 le rappelait anticipativement,

Deés lors, on voit gque l'ensemble </A? est doté d'une loi
de composition interne binaire, le produit relationnel (ou relatif),

pour lequel nous adopterons le signe ° . On sait que ce produit est
un produit matriciel en calcul booléen : le OU est pris comme ad-

dition (somme logique V) et le ET comme multiplication {produit
logique A ). Dans ce m@me calcul les matrices de AF\Z sont des opé-
rateurs linéaires pour l'ensemble 47\1 des relations d'ordre 1,
lesquelles vont &tre considérées comme des vecteurs de dimension 2 3
valeurs en ,ZB.



Parmi les 16 relations de Az ; nous distinguons :

- deux équivalences, 1l'€quivalence proprement dite QL, purement

réflexive, et 1l'&quivalence triviale ?? , tautologique.
£ *
- deux ordres, l'implication et sa symétrie J? ; 1ls sont visi-

blement antisymétriques, et réflexifs-transitifs puisque l'on a
(2) Vgoug:’:i’

* *
- deux ordres stricts, C7—et C?_, négations des ordres«if et oé?

respectivement ; ils sont antisymétriques, non ré&flexifs mais

transitifs ( 7 ° T« CT; en fait, E e 0= EE )

*
- deux projecteurs supplémentaires, :fea::f (idempotents, de pro-

duit nul Z , et de somme unité Us) ; :r applique les vecteurs

p= (1L,0) et t = (1,1) sur p, les autres vecteurs sur le vecteur
* - -

zéro 2z = (0,0) ;,7 applique p et t sur p , et les autres vec-

teurs sur 2z .

/
- deux bijections, l'affirmation 26 et la négation GID, lesquelles
forment un groupe binaire, la négation €tantinvolutive (ch°ol>=QL);

l'affirmation applique p sur p et p sur p ; la négation permute

p et p .

Si maintenant on considére A?\z comme l'ensemble des
compositions binaires (fonctions dyadiques) de la logique bivalente,
on retrouve les compositions bien connues ET (quatre fois), OU
(quatre fois), l'addition sur le corps Z/2 et la négation de
celle-ci, soit donc les 10 fonctions dyadiques proprement dites (les

6 autres sont des redondances de fonctions mono ou zé&ro-adiques). Ce

point de vue ultra-classique ne nous intéressera pas dans le présent

exposé.

6. Symétries et automorphismes de /AZ

- 4
Le cube de la fig 11 posséde un groupe de 2 .4! = 384
opérations de symétrie, dont se¢iles guelques unes nous intéresse-
ront ici. D'abord, pour mémoire, la symétrie centrale, gqui est 1la

négation (ou compl&mentation) jans la trame ; on a 52225%*2:et en

particulier /2+'0'= ‘?;o = é + j .



Plus intéressante pour nous sera la réciprocité, trans-
formant la matrice @ en sa transposée ¥ ; celle-ci est la matrice
de la relation réciproque, appelée parfois 1'inverse. La réciprocité

établit un anti-automorphisme sur A

o £t

(3) @= Joof =D C’VQ,= 30 o@)

Les inyariants de la réciprocité sont les relations symétriques

(B= 9), parmi lesquelles on a ‘&, -l ‘3 f . C'est la symétrie
de 8 et celle de gqui permettait aux anciens logiciens de faire

les conversions de Se¢ P en Pg¢ S, et de S ¢ P en P ¢S res-

pectivement (voir fig 7).

Le groupe { U, P} définit deux symétries, l'identité
banale (%o CQ' ° ’u,= Q;) et une conjugaison que nous qualifie-
rons de simple ; @* sera la conjuguée de ® si

(4) (‘/""o.@)ocP:@;

Si donc G% caractérise S & P , alors (Ez*caractérise Se P . Les
relations "étoilées" de la trame ébﬁ n'é&taient pas prise en consi-
dération par les anciens logiciens. La conjugaison est, sur la

fig 11, une symétrie par rapport a8 la médiane verticale ; les inva-

riants en sont donc CZ, c)'”, (u, ' Z , déjad invariants pour la ré-
ciprocité (matrices symétriques). Cette conjugaison &tablit un

automorphisme sur Az

(5) @=@Of -> @)*= @*o:fﬁ

Par analogie avec la théorie des matrices complexes,

nous appellerons conjugaison hermitique le produit d'une réciprocité

et d'une conjugaison simple. La conjuguée hermitique de @sera
notée @f = ( )* = (@*)N . Cette symétrie laisse invariante
les relations hermitiques @ R ), & savoir les 4 ordres : Jt, Je
o, & (ainsi que <g , C/P, (u,; , <+ ). Si A caractérise
S ¢ P, alors, par hermiticité, elle caractérisera zussi P e § ;
mais cette conversion n'a pas &t& utilisée par les anciens logiciens,

jusqu'd@ De Morgan. La conjugaison hermitique é&tab? .t un anti-auto-
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morphisme surbtﬁkz
1-
(6) ®=@°f <:’.3>@=:f.tom

On a alors deux théorémes simples

Th.l : Si deux relations hermitiques ont un produit her-
mitique, alors elles commutent, et ré&ciproquement (d&monstration
€lémentaire).

Th.2 : Par négation & droite, ou bien 3 gauche, d'une
relation hermitique , on obtient une symétrlque "{ , ou bien res-
pectivement la symétrique :f*-conjuguée d . En effet, 1'hermiti-
cité de % se traduit par '36 ° & et gar efo ‘éé= @ °

on en tire immé&diatement qu ff : = ?ﬁ? N = et que

S TR R

7. La pyramide logique des jugements

Un "jﬁgement" (au sens de la terminologie traditionnelle),

un jugement "prédicatif" est, pour nous une relation basique de la

-

trame ‘/\2 , c'est-3-dire une relation appartenant soit 3 la base

. . 2 * .

inférieure ( ’ C7‘, C?’, :j ), - auquel cas le jugement est parti-
»* »

culier, - soit & la base supérieure ( Z? c£ JZ é’ complémen-

ces 8 jugements, la logique traditionnelle n'avait donc retenu que

ceux notés ici sans astérisque.

Dans chacune de ces bases, les 4 jugements s'encha”nent
par les opérations d'un groupe de Klein qui sont : l'identité. la
négation a droite, la négation 3 gauche, la conjugaison simp’2. De
ce groupe, la logique ancienne n'avait retenu que le sous-gr dupe
formé par les deux premiéres de ces opérations. Toute une k:se sera
donc connue dés qu'on se sera donné un jugement-repére, pes exemple
pour 1l'une et.J? pour l'autre, et qu'on aur~ laissé jouer 1e groupe.

Par définition, les deux rep@res & et 30 gs.ont dits
affirmatifs. Les autres jugements seront affirmatifs -1 négatifs
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selon qu'ils sont issus du repé&re par un nombre pair ou par un nombre
impair de négations, respectivement. Ainsi est donc dé&fini le mode

de qualité.

Quant au mode de quantité, il est &videmment défini par

l'appartenance 38 telle ou telle base de la trame. On passe du repére
universel 6Eau repére particulier ff en projetant le premier au
moyen du second agissant & gauche du premier :

(7) :T ° jg = -j
De méme, 6’ résulte de la "projection" de 2 par 30 :

(8) .8 -0

*
Par conjugaison, on obtient les projections a gauche par :f , et
par symétrie, les 4 formules de projections d droite. On notera que

(8) résulte de (7) par négation a droite.

Revenant au carré logique d'Apulé&e, on peut dire que
cette figure est mal choisie et incompléte. En effet a) un carré
possé&de 8 symétries, alors que le carré logique n'en a que 2, 1'i-
dentité et la négation & droite, qui permute les deux rangées ver-
ticales ; le changement de qualité n'est pas une symétrie, puis-
qu'elle est visiblement irréversible ; la figure & adopter serait
plutdt un trapeze ; b) il existe d'autres trapézes logiques, obtenus

par conjugaiosns, et ignorés de la logique d'avant De Morgan.

Aussi proposons-nous, 3 la place du carré d'Apulée, la

pyramide logique, repré&sentée par 1la

figure 12

La pyramide est 3 base r:ctangulaire, et non carrée,
car ses sommets se permutent par le groupe de Klein, ainsi gue nous
venons de le voir. Les plans de syrn.itrie verticaux représentent les
symétries notées "n.d" (négation 3 iroite) et "n.g" (négation &
gauche). Le sommet est, symbolique:ent, un "centre de projection”,
d'ol partent les "projetantes" apr.iquant les jugements universels



sur les jugements particuliers.

8. Les 15 syllogismes ternaires classiques

Par d&finition, la relation (2) d'idempotence de J@ ,
- c'est-a-dire de réflexivité-transitivité de l'implication maté-
rielle, - est le syllogisme fondamental. Nous l'&crirons désormais
comme suit, en renversant 1l'ordre csnonique majeure~mineure~conclu-

sion :

(mineure) ° (majeure)

5 S o

{conclusion)

(9) BARBARA { ag

L
En langage ensembliste, la conclusion est S e« P ; elle s'obtient

par transitivité 3 partir de la mineure S o M
. L'écriture relationnelle (9) est &videmment supérieure au

et de la majeure

Me P
schéma classique parce que plus abstraite, les "termes” n'étant méme

pas mentionnés.

Le mot "Barbara" avait été& forgé au Moyen-Age, ainsi que
d'autres, par les Scolastiques, pour caractériser les syllogismes
valides. Les voyelles sont celles du carré logique, dans 1l'ordre
canonique (que nous avons donc invers&, le produit relationnel

s'exécutant d'habitude vers la droite).

Ces mots jouaient avant tout un r6le mnémotechnique ;
ainsi, l'initiale (B,C,D ou F) désigne 3 guel syllogisme de la pre-
miére figure peut se ramener le syllogisme considéré&. On en connait

quelques variantes ; celle gque nous utiliserons ici semble avoir é&té

fixée par le pape Jean XXI au l3e siécle.

Le Barbara appartient visiblement & la lére figure ;
celle-ci compte 3 autres syllogismes gue nous déduisons de (9) par

négation & droite ou par projection & gauche :



CELARENT:@E°J°=(J§°£)°¢I’ d’on 2?=£°§
(10) DARII :j°u£=j°(ﬁ“c72> " ﬁ:jo»’?
FERIO :j°/é°j=j°(c;°ﬁ¢)°.:j?" (ﬁ'”':Soé

Passons aux autres figures, et pour ceia convenons que
si EF’et gz,caractérisent Egspectivement une mineure SM et une
majeure MP , alors 55 et @Q»caractériseront respectivement une
mineure MS et une majeure PM . Dés lors, les 4 figures classiques
seront représentées par les produits relationnels

LAy e -y
m PR, un ©R; i B.R; an PR

Pour qu'un syllogisme de la leére figure en engendre un
ou plusieurs autres dans les autres figures (ou inversement), il
faut qu'il contienne une ou des relations symétriques. Le Barbara
n'‘a que des hermitiques, et ainsi il n'engendre rien par symétrie ;
mais d'aprés le théoréme 1 page 10, les autres syvllogismes de la
lére figure contiendront des sym@tries. D'ol la R&gle 1 : Si un syl-

logisme de la premiére figure contient k prémisses symé&triques,

il engendre 2k syllogismes. Or, on a pour Barbara, Celarent, Darii,
Ferio, respectivement k = 0,1,1,2. Par ailleurs, on a la Régle 2 :
Si la conclusion est symé&trique, alors le syllogisme en engendre un
autre, son transposé ; tel est le cas du Celarent et du Darii. En

0 1 1 2

conclusion, nous aurons dé&nombre 27 + 2.2 + 2,27 4+ 27 = 13 syllo-

gismes classiques, nécessairement valides. Ils figurent dans la

figure 13

Celle~ci compte deux autres syllogismes classiques, le
Baroco etle Bocardo, &chappant au déncombrement que nous venons d'ef-
fectuer. Leur initjale "B" indique que, pour les Scolastiques, ils
se ramenaient au Barbara ; le procédé employé &tait la "ré&duction

par l'absurde”, - ce dont nous n'aurons nul bescin ici

Tout syllogisme en engendre un autre lor:sque l'on nie a
gauche la relation majeure et 3 droite la relation mineure, ce gui
. . , ~ o g ) >
laisse la conclusion inchangée Q= 4°- LQ}: 2 e Mo ux °:§b .

En général, ce procédé& conduit & des syllogismes >n classiques,



sauf précisément dans le cas du Baroco et du Bocardo ; ceux-ci (voir
fig. 13) sont, avec le Barbara, les seuls syllogismes classiques

dont les trois jugements sont des ordres, donc des relations hermi-
tiques. D'aprés le Théoréme 1 page 10, leurs prémisses sont commutables.

9. Les 9 syllogismes quaternaires classiques

La logique clasgsigue connalit 24 syllogismes valides ;
parmi les 9 non encore cités ici, 5 sont triviaux en ce sens qu'ils
résultent de syllogismes ternaires dont on particularise la conclu-
sion universelle. Ce sont ainsi des raisonnements gquaternaires, des

syllogismes & 4 relations, la 4e &tant la "projection” :j agissant

a8 gauche sur le produit de la mineure et de la majeure. Ces syllogis-

mes apparaissent dansle tableau de 1la

figure 14 ,

avec des noms de fantaisie, et la mention "3°" .

Les 4 derniers syllogismes, non triviaux, sont : 1°) Bama-
lip et 2°) Darapti Felpaton,Fesapo. Leurs noms ccmprennent tous la
consonne "p" , ce qui signifie, selon les conventions des Scolastiques
qu'il faut procéder a@ une "conversion par limitation", autrement dit
faire passer un des jugements du mode universel au mode particulier.
En conséquence, il s'agit ici aussi de raisonnements quaternaires

ol :j est la 4e relation.

Pour le Bamalip (4e figure), marque d'un "1°" sur la
fig. 14, la projection par :} se fait 3 droite. Pour les 3 autres
cités en (2°) ci-avant, et marqués d'un "2°" sur la fig. 14, le pro-
jecteur :i s'intercale au milieu du produit relationnel. Ces syllo-
gismes quaternaires se classent donc selon la place de la 4e relation
; totalisant les cas (1°) (2°) et (3°), nous arrivcns 8 1 +3+5=9

syllogismes quaternaires. Soit au total 24 syllogismes, dont 5 tri-

viaux :; reste donc ainsi les 19 syllogismes valides, tels gue connus

et classés par l'ancienne logique.

10. Théorie moderne du syllogisme

Nous avons dit, aprés De Morgan et d'autres, ¢i'en logique



de l'extension, il n'y avait aucune raison dfexclure les jugements
oll les sujets sont exprimés négativewent. Si on l2ve cette inter-

diction, on se voit obligé de prendre en considération les 8 juge-

ments de la pyramide logique, c'est-d-dire les 8 relations basiques

de la trame .JA? . Le probPme qui se pose alors est celui du clas-
sement et du dénombrement des syllocismes valides, qu'ils soient

classiques ou non classiques.

Nous appellerons syllogisme fondamental tout &noncé de

deux relations dfordre {les prémisses) dont le produit relationnel
est une relation d'ordre (la conclusion). Ces ardreg, stricts ou

. . ‘) d q
non stricts, &tant des relations hermitiques jﬁ, le schéma d'un

syllogisme fondamental sera donc

-k K

co ma
Or, trés peu de produits répondront & ces critéres :

1°) Les deux prémisses ne peuvent &tre des ordres stricts
(selon les ancienshogiqiens : "de deux prémisses particuliéres on
v
ne peut rien conclure”). En effet, les deux ordres stricts CT'et (?

sont 3 carré nul et ont un produit symétrique.

2°) Si les deux prémisses sont des ordres non stricts,
alors cet ordre doit égre le méme dans chacune d'elles. En effet,
le produit de d@ par & est symétrique. Il n'y aura ainsi que deux

fondamentaux de ce type, le Barbare et son conjugué.

3°) L'une des prémisses pourra &tre stricte, mais non
l'autre ; alors la conclusion sera stricte (selon les anciens
logiciens : "si une prémisse est particuliére, alors la gpnclusion
doit &tre particulisre"). Toutefcis. l'ordre non strict (3 de 1l'une
ne peut &tre que (gj v QL), ot %47 est 1'ordre strict de 1'autre.
En effet, la transitivité de gh se traduit par g}i\/jhz 533 ,
d'od 3 - @ ; par contre le résultat de (6% v W) o P n'est

pas un ordre. Les fondamentaux de := type seront alors uniguement

5y

le Baroco et le Bocardo, ainsi gue .eurs conjuguds.

Nous appellerons générai :urs des syllogismes ternaires
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les 3 syllogismes classiques (et les 3 seuls) ob&issant au schéma (11):

Barbara Baroco Bocardo

U S A 5F.0.% G- R.6

Chacun de ces syllogismes est g&nérateur de 32 autres,

et ce par le jeu de deux groupes d'opérateurs :

a) Groupe des symétries par négations, qui compte les 8
opérateurs obtenus en faisant agir sur (11) la négation 3 gauche,
la négation & droite, la double négation au milieu. D'aprés le Théo-
réme 2, ces syllogismes ne pourront rassembler que des relations

hermitiques en nombre impair (1 ou 3) ou des relations symétriques

en nombre pair (0 ou 2).

b) Groupe des symétries par figures dont les 4 opérateurs
agisgent dans une ou deux prémisses, remplagant une hermitique :ﬁf
par 56” gui lui est &gale (ex : S ¢ M est remplacé par 1'§§pression
équivalente M £ §), ou remplagant une symétrique :f par £ gui lui
est &gale (ex : S M est remplacé par Mc §)

En conclusion : il existe 3 x 8 x 4 = 96 syllogismes ter-

naires valides, classiques ou non, et 96 seulement .

Revenant & la définition généralisée des jugements affir-
matifs et négatifs (p. 11 en haut), nous constatons que les négatifs
sont en nombre pair dans les générateurs. Cette parité est invarian-
te pour les 32 opérations des groupes (a) et (b) ci-avant, puisque
les négations agissent toujours deux fois et que les opérations de

figure ne changent pas la parité. D'ou :

Un syllogisme valide doit 8&tre pair, c'est-a-dire compor-
ter un nombre pair (O ou 2) de jugements négatifs (selon les Anciens
"deux prémisses affirmatives ne peuvent conduire & une conclusion
négative" ; "si une prémisse est négative, la conclusion doit &tre
négative"). Par contre, la régle ancienne : "de deux prérisses né-
gatives on ne peut rien conclure”, ne s'applique gu'aux syllogismes
classiques, ol les sujets des jugements ne sont jamais exprimés né-

gativement.



En fait, toutes les anc .2nnes régles de validité ne
faisaient que traduire l'une ou 1':utre propriété de l'algébre de

Aﬂkz muni du produit relationnel.

Le cas des syllogismes guaternaires se traitera de fagon
analogue. Puisque ces syllogismes introduisent une proposition sup-
plémentaire de "projection” de 1'universel sur les particulier, ils
ne pourront dériver que de Baroco et de Bocardo : leur conclusion

sera toujours particuliére.

S'inspirant du tableau (fig. 14) des syllogismes quater-
naires, on voit gu'on en obtient les génératgurs en remplagant, dans
Baroco ou Bocardo, la prémisse Crpar g o d? ou o &7 . on arrive
ainsi & 3 générateurs, qui dérivent 1l'un de l'autre par permutation
de leurs facteurs :

"l - s
Wy OO0 KK, . E.0. R, 6.£.R .0
Pour obtenir les autres syllogismes, on fera jouer, ici
aussi, le groupe des négations, - qui compte maintenant 16 opérations,
et le groupe des symé&tries par figures, - qui en compet 8. On arrive
ainsi 8 3 x 16 x 8 = 384 syllogismes valides quaternaires. D'ol
enfin le total de 96 + 384 = 480 syllogismes "morganiens", dont seu-

lement 1 sur 20 classique.

11. En guise de conclusion

De nos jours, le syllogisme a perdu toute l'importance que
lui attachaient les Anciens et les Scolastiques. La faute en est un
peu & ceux-ci qui rendirent ridicules leurs discours par l'abus et la

lourdeur de leurs raisonnements syllogistiques.
Certes, le syllogisme est encore d'un emploi courant, mais

sous des formes allégées, utilisant des raccourcis et des sous-entendus.
Mais la syllogistique traditionnelle, -~ et a fortiori morganienne, -
est plutdt dédaignée, ne semblant plus intéresser que ruelques profes-

seurs, quelques €rudits et, bien slr, les historiens g2 la logique.
En fait, la syllogistique ne mérite ni ces' 2xc@s d'honneurs
scolastiques ni ces indignités modernes. C'est un chepitre de la lo-

gique formelle, ni plus ni moins, et le présent expv3€é a montré
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comment on pouvait lui donner une allure algébrique, tout & fait
moderne. L'essentiel de cet exposé tient en les deux derniéres pages,
ce qui est vraiment peu, -~ tout en &tant complet, - en regard des
développements classiques. Et la clé de notre théorie algébrique

git dans la constatation déja formulée ci-avant, mais que nous ré-
pétons : En logique bivalente, toute composition est une relation;
et vice versa. On ne peut que regretter l'absence de cette remarque

dans la trés grande majorité des articles et des traités de logique

formelle.

P.V. GROSJEAN



Flgure 1

Syllogisme hypothéiico~-catégorique

si les vivants (M) sont mortels (P)

et si les hommes
alors les hommes

(3) sont vivants (M)
(8) sont mortels (P)

Figure 2 : Syllogisme catégorique en “Barbara
Prémisses { Majeure ¢ Tout M est P
Mineure : Or tout S est M

Conclusion 3

Donc tout S est P

Figure 3 : Syllogismes non-catégoriques (p.m.)
or A donc B.
Hypothéticue : sl A alors B { or non-B dons na,

]

Disjonctif H

S est B ou bien C

or S est B, donce..

or S nlest pas B,
done see

Figure 4 : Graphes modernes des figures dtAristote
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Figure 5 : Carré d'Apulée
AFFIRMATIFS NEGATIFS
UNIVERSELS : Toute volupté est bonne Aucune volntest b,

PARTICULIERS :

Quelque vol.

est bonne

Qq vol.n'est pas b.

Pigure 6 3 Carré logique, en logique compréhensive

()

(3) j':cé,S \Ze?P

VeceS:ia2e?

Ve € S\ #I’ (ﬁ)
3263:1#? (O’)

Figure 7 s Carré logique, autres points de vue

ensembles en

propositions en

propositions en

inclusion implication calcul booléen
Scp Sc?P 2 = smf |AVp Fvp
S#f_ 4P APF APP |anap onp




Figure 8 Matrices d'incidence

L e

relation d'ordre relation dtordre strict

=

4 © >

A O
1 © Al 0 1
6 O

S
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Figure 9 :

Diagrammes de Hasse de treillis-mailles

ordre selon

valorisations binaires possibles,

1timplication les valeurs dans &8 é&tant ordonnées selon
stricte 1'ordre d'Aristote (implicat.matérielle)
3%

pA4

&b
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TRAME ENGENDREE PAR DEUX ALTERNATIVES
(p’.ﬁ) et (q ’E)

O : éiléments générateurs

@ : éléments de la base, elle-mBme treillis de Boole :

(ordre d'Aristote sur . .
les points et les barres) : X

St

-
ey



11

figure

mefl'2 des 16 relations binaires sur

/\ A

: 5

H)\/



figure 12
La pyramide logique
A Centre de projection
#\\  (projection par J & gauche)
1y y ¢
I’I 1‘ \‘
/1 A
/ ) ‘\
/ f { \
,, [ “ \
/ / \ \\
,’ i i \
“ d.t
, & [ nd
Reclangle

\. d‘
‘ f (§C P
. ! 7n.g. g.
des universels 1

A Rectangle des

[/ particuliers
(SePp)

face avant: trapéze logique

lace arriére: trapéze conjugué
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figure 13

Les 15 syllogismes ternaires classiques

Iy

i Conclu-

Liions 1" figure 2" figure J figure 4 figure
o of
o =
Barbara
| Ao& Y
Celarent Cesare
& =
ot Fosf
Camestres Calemes
Sosf Fos
Darii Datisi
S =
;/ o f ';/ 0 }
Disamis Dimatis
Jod Jo r Foé Fof
Ferio Festino Ferison Fresison
0 = Oos
Baroco
.; o
Bocardo




figure 114

Les 9 syllogismes quaternaires classiques

Conclu- 1 fi v g - ‘£
sions igure 2" figure 3 figure 4 [igure
o e m
% J o d ] ‘d
Barbarip
(3°)
~d «7&( o fF
S = Bamalip
(1°)
~d o fog
Darapti
(29)
Sodol| Sodok
Celarop Cesarop
(3°) (3°)
Sofou S od o/
0= Camestrosp Calemosp
(3°) ‘ (3
A of0s WHoFos
Felapton Fesapo
(2°) (2°)




