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LA l'LUIW..Illi ET L'INFINI EN PHILOSOPHIE ET EN MATI9JATIQUE DE L'ANCIENNE GREeE 

par ~1arc KRASNER 

§1. - Les origines. 

L'évolution des idées sur la pluralité et l'infini dans ce qu'on peut ap­
peler le courant principal de la mathématique de l'ancienne Grèce est un exemple 
cu~ieux (bien que certains le nient) de l'interaction de la métaphysique et de 
la mathématique. Les problèmes de fondèments des anciens sont souvent apparentée 
aux nôtres , et il y a chez nous aussi une telle interaction • ~bis comme au­

jourd'hui la plupart de gens n'aiment guère la métaphysique, la nôtre est clan­
destine , ce qui ne contribue pas peu ~ brouiller nos problèmes de fondénents • 

Commençons par le commencement • Camme tous les peuples , les Grecs ont 
appris ~ compter , et ont acquis une certaine idée de nombre entier ( positif ) 
et des opérations qu'on peut faire avec ces nombres ( du moins , quand ils ne 

sont pas trop grands ) • Encore dans des lointains temps préhistoriques , cer -
tains de ces nombres ont acquis une valeur magique , tel le nombre 7, qui est 
le premIer entier qu'on ne peut pas fonner par juxtaposition de paires ( comme 
les yeux, les oreilles, etc ••• ) , de triples ( comme le père, la mère et 
l'enfant) ou de quintiples ( comme les doigts d'une main ou d'un pied) - on 
connait le rôle de ce nombre dans la plupart des religions ( et aussi dans le 
calendrier de presque tous les peuples ) • Très tôt aussi , les nécéssités des 
échanges ont obligé ~ considérer la division de certains biens matériels en par­
ties égales selon quelque critère objectif. Ainsi s'est fonnée une idée plus 

ou moins claire de nombre fractionnaire ( positif ) • Panni les marchands de la 
Méditerranée orientale a prévalu la représentation égyptienne de ces nombres 
COIIUIlC SOllinc d'inverses d'entiers différents et , 6ventuellement ,de 2/3, ce 
qui posait , d'ailleurs , à ceux , qui se servaient de ce système , des problè­
mes aritlunétiques ardûs • Car ils additionnaient sûrement ces fractions et,pcut­

être lcs mul tipliaicnt ! Puis , Wl jour , dans lUl groupe initiatique dirig6 par 
\Ul certain Pythagore , où on prcltiquait à la fois l,) m::lgie des nombres et la 
mU5hlllC , on s'cst aperçu qu'à un rapport ( c'est-à-dire une relation pcrcepti -
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ble par Wle oreille Inusicale ) des sons correspond un rapport ( au sens arithmé­
que ) des longueurs des cordes , qui les émettent • D'où les mots de Pythagore 

émerveillé : " tout est nombre" , et le fol éS;loir de cataloguer tout dans le 
monde par les rapports des nanbres ( sous une f ùrme Wl peu moins folle , un és­

poir analogue ~~bite aujourd'hui beaucoup de physiciens) • Ainsi , les pytha­
goriciens ont introduit la forme actuelle des frac:ions rationnelles , bien que 

cette fonne est restée longtemps employée par une élite initiatique seulement , 
les marchands et le peuple continuant à se servir de la forme égyptienne • Mais 
quelle que soit la forme , sous laquelle les fractions étaient employées , on 
les considérait cœmne nombres ou presque ( dont les entiers étaient un cas par­

ticulier ) , qui agissaient sur les grandeurs à peu près comme nos opérateurs • 
C'est dans le groupe de Pythagore qu'on a commencé à étudier , pour des raisons 
magico-religieuses , mais aussi , peut-être , par pure curiosité , les proprié­

tés arithmétiques ( et , en particulier , la divisibilité ) des entiers et des 
fractions , et aussi celles de certaines figures géométriques ( bien que la géo­
lnétrie grecque a eu aussi d'autres sources ) • Le "tout est nanbre" de Py­
thagore signifiait , en particulier , que les pythagoriciens considéraient , au 
début, que les seuls rapports possibles des valeurs d'une même grandeur(l) sont 

des fractions rationnelles positives • En notre langage ensembliste , ces rap -

ports fonnent l'ensemble Qt' J " moitié positive" de corps rationnel Q. qui 
ne depend pas ( ni non plus les opérations de l'addition et de multiplication 
de ses éléments) de la grandeur qu'on considère et du choix de l'unité. Et , 
toujours en notre langage , on peut dire que les valeurs possibles de grandeur 
d'une certaine sorte ( p.ex. longueur, temps) formaient, selon le point de 
\ue initial des pythagoriciens , la partie positive d'un Q-espace véctoriel cy­
clique total~lent ordonné ( toutefois , cet ensemble des valeurs était soumis 
aux limitations supplémentaires pour la grandeur discrète-nombre. et pour l'an­
gle géométrique ) • 

Est-cc que , en employant un tel langage , je ne commets pas un pêché gra­

vc d'an:J.chronisme ? Ce serait bien le cas pour une époque plus tardive, quand 
deu.x événements énonnes se sont produits : en mathématique - la découverte des 
rapports irrationnels , en philosophie - la venue de Parménide et de ses Elèves 
( infidèles) les Eléates • ~fuis jusqu'à là les grecs n'avaient pas encore leur 
" peur bleue" de l'infini • Ainsi , OOmocrite , qui était un jeune contanporain 

(1) • J'adopte ici la terminologie suivante en ce qui concerne les grandeurs: 
je distingue les grcl/Jdeurs ( telles longueur, temps, etc ••• ) , les valeurs 
des gCclndeucs ( p.ex. la longueur d'un baton donné, le temps qu'a pris une cer­
tizine:? convt.!csation ) et la mcisure d'une telle valeur, c'est-à-dire son rapport 
à l'uni ti- ( qui est Ulle autre valeur de la même grandeur ) choisie • Les grecs 
parl.litmt rCJspectivernent des sortes de grandeurs, des grandeurs et des rapports. 
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des Eléates , ne semble pas avoir été influencé par leurs" apories" , car il 

n'a pas craint d'envisager la totalité de l'Univers infini avec l'infinité 
d'atomes ,qui le composent ( ce point de vue ,via Epicure , a atteint Lucrèce, 

cOJIIIle l'a soul igné récénuncnt M. Michel Serre ) • Il ne semble pas que les grecs 
de cette époque s'illterdisaient d'envisager les collections infinies, comme , 
p.ex. celle de toutes les valeurs d'Ulle grandeur, bien qu'ils préféraient de 

ne considérer que les choses et les collections finies • 
Avant de parler de deux événements mentionnés , précisons mieux la menta­

lité philosophique et mathématique des grecs à l'époque, qui les a précédés 

Jusqu'à Parménide, la philosophie grecque se tenait résolument au point de \~e 
de sens conunun qu'on appelle en philosophie contemporaine " réaliste " (2). Ce 

point de vue , qui est , soi-disant , celui de ceux , " qui ne veulent pas faire 
de la métaphysique " , consiste à considérer que nous appréhendons la réalité 
telle qu'elle est : p.ex. , quand nous" voyons" Wle chaise , ce que nous voy­
ons est vraiment Wle chaise telle qu'elle est , quand nous " voyons " marcher 
UIl honune , ce que nous voyons est vraiment un hamne , qui marche , etc. • Les 

points de vue plus modéré de ce type , comme celui d'Aristote , n'affirment pas 
l'identité de la chose et de ce qu'on en appréhende, mais affirme que ce qu'on 

voit est ( par quelle harmonie préétablie? ) l'empreinte exacte de la chose 
elle-même dans la conscience du sujet • Bien que mon objet n'est pas de réfuter 
tel ou tel point de vue , mais de le rélater , je pense que ceux-là ne sont pas 
soutenables . Ainsi , je vois une chaise , je ferme les yeux , elle disparait , 
je rouvre les yeux et je la vois à la même place • Or , je sais pertinenunent 

que , penruult que mes yeux étaient fermés , la chaise n'a pas bougé • Comment , 
(k~s ces conditions , peut-on soutenir que ce que je vois est la chaise elle­
lIlême ou son empreinte fidèle ? D'ailleurs, l'affiI1lléltion d'Aristote court-cir­
cuite UIl problème véritable : pourquoi , dans certaines circonstances , ce qu'on 

\~it semble être , sous certains rapports , UIle empreinte fidèle de la chose ? 
~algré cela, toute notre nature biologique, telle que l'évolution l'a modélée, 
nous pousse vers ce point de vue , tout notre langage en dérive : en effet , UIl 
animal, qui réfléchirait si le prédateur ou la proie qu'il voit le sont, n'at­
traperait aUCWle proie et serait vite mangé par UIl prédateur. Finalement , 

l'évolution a établi Wle concordance suffisante entre ce qu'on voit (ou,plus gé­
néralement , ce qu'on sent ) et ce qui est , pour permettre des actions éffica­

ces. Ce qui fait qu'il nous faut faire un effort surhumain contre notre nature 
pour se placer réellement à UIl point de vue différent , et il est à peu près 

(2) • Qu'il ne faut pas confondre avec le point de vue de même nom en philoso -
phie platonicienne et schololstique ( "querelle des universels" ) • 
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impossible de trouver un l<tngage aùGquat ù un tel point de vue , car le sens des 
lIlots est leur sens commun • 

Les philosophes présocratiques autres que Parménide et Eléates ( ph~si -
ciens ioniens , pythagoriciens , Empedocle , Démocrite et même lIeraclite( ) ) 

partent tous du point de vue de sens COllunun • Bien que pas toute la réalité peut 
être, à lUl instant donné , appréhendée par le sujet , (p.ex. , certains objets 

sont invisibles, soit qu'ils sont trop petits, soit qu'ils sont trop loin , 
soit que d'autres objets plus proches en interceptent la vue , soit que le sujet 
a ses yeux fermés ou est aveugle) ,ce qui constitue, d'ailleurs , une faibles­
se irrémédiable de ce point de vue (4), ces philosophes, et les Grecs en géné­

raI, ne craignaient pas d'envisager l'espace entier, l'espace" illimité" 

( anCLPDv ) • Il était le contenant de tout ce qui existe ( et , en particulier, 
de ce que voyait , à chaque moment donné , un sujet , lequel était censé de ne 
pouvoir jar.lélis voir qu'une partie de cet espace) , et il était une sorte de ré­
férentiel absolu pour toute leur philosophie et toute leur science , en particu­
lier , pour leur mathématique et , plus spécialement , géométrie • Cette derniè­
re était, en principe, l'étude des figures ( corps, surfaces, lignes ,points 
et leurs combinaisons finies) de l'espace, en faisant abstraction de leurs 
propriétés autres que la forme et l'étendue. Certaines notions géométriques 

étaient considérées comme claires, aussi claires que ,p.ex.,celle àe la cou­
leur blmlche ou rouge, d'autres en étaient dérivées par déscriptions ( qui 
nous semblent parfois fort peu mathématiques ) ou combinaisons • De même , cer­
taines propriétés des figures étaient admises comme évidentes , dont certaines 
salis la forme des propositions explicitement formulées dites axiomes ou postu­
lats ( je pusse sur leur différence) , d'autres d'une manière informulée (com-

(3) • Quand Héraclite dit: " tu ne te baignes pas deux fois dans une même ri -
vi{}re " , il veut dire ( littéralement) que les gouttes d'eau qui passent près 
èu baiglleur n'ont rien de commun dans deux baignades ( d'une manière figurée, 
il sU':iyt)re que le monde ne reste jamais le même aux divers moments de son éxi -
stcnce , qu'il change) • Mais il ne met pas en dou~e la réalité des gouttes 
r.L<;::;.;:~ t près du baigneur telles que baigneur les ressent , ni leur persistence, 
sauf qu'elles ont descendu la rivière et sont hors je la portée du baigneur. 

(") • En ef1"et , comment expliquer qu'un objet peut empêcher la vue d'un autre? 
L'cxplicatic,n scientifique ( d'ailleurs exacte) dit qu'il intercepte la lumière 
( !.'Il gL-!1(:'lëJ.l , réfléchie ) venant de ce second objet vers les yeux du sujet • 
J.:..J.is , cLl 0 r!:' , le sujet ne voit pas ce second objet , mais la lumière, qui en 
\'ient: . Borl;;son , qui fut le tenant extrême du point de vue de sens commun , a 
p.::J.rfaitt.'::Il!llt compris la difficulté et a imaginé la théorie bizarre que la lumiè­
re vcn,wt d'lin objet n'est qu'un signal permettant au sujet d'appréhender dire­
ctc.'1Ilc:mt 1 'o1.'jct • Malheureusement, si tel était le cas, on n'aurait jamais pu 
oi.Js(:rv(~r UllC' supernova , car, au moment quand sa lumière touche un observateur 
tvrrc!;!.n! , elle est éteinte depuis longtemps. 
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Ine tout ce qui touchait à la situation) , tandis que toutes les autres propri­
étés des figures ( même , parfois , évidentes ) devaient en être déduites ( sous 

le nOIll de théorèmes) par le raisonnement. Ce système n'était peut-être pas 
aussi parfait et rigide que plus tard chez Euclide , mais il existait déjà ( du 

moins en germe ) • Quand les Grecs envisageaient des grandeurs autres que géomé­
triques, leurs valeurs étaient toujours attachées aux objets de l'espace :p.ex. 
le poids d'une certaine statue. En tout cas, c'est à l'espace que tout était 
rapporté, et ses propriétés étaient l'ultime critère de la vérité. Bien enten­

du , il Y avait aussi le temps , et au moins une grandeur spatio-temporelle , la 
vitesse. On ne sait pas si la notion générale de grandeur ( ~€~€) qu'on 
trouve chez Euclide, date de ce temps ou est postérieure. Mais, en plus de la 
seule grandeur discrète-le nombre entier positif, les anciens Grecs n'ont con­
sidéré, au cours de leur histoire, que les grandeurs" continues" suivantes: 
longueur , aire , volume , angle , temps , vitesse , poids , auxquelles il con­
vient d'ajouter encore une grandeur un peu vague - la force ( qui semblait de 
même nature que le poids , mais , contrairement à ce dernier , ne mésurait pas 
la quantité de matière homogène ; en plus , sa mésure était malaisée , même en 
prulcipe ) , et , plus tard , Archimède a ajouté à cette liste le poids spécifi 
que • 

Les grandeurs n'étaient pas tout-à-fait, indépendantes, car les Grecs de 
cette époque ( cormne , dans une certaine mésure , avant eux , les Babyloniens ) 
avaient une Il multiplication" de leurs valeurs, du moins pour les grandeurs 

géométriques: ainsi, indépendermnent du choix des unités de mésure , l'aire 

d'Wl rectangle était considéré cOlTUne le produit des longueurs de ses côtés • 
C'est une question très important, mais je reserve sa discussion pour une autre 

occ.asion • 
Les Grecs adnlettaient , au sujet des grandeurs continues , en général sans 

les [onnuler explicitement , un certain nombre de principes , dont certains 

étaient en contradiction avec leur croyance que tous les rapports sont rationnels 
mais jusqu'à la découverte des irratiormels cette contradiction passait inaper­
çue • Ainsi, il semble qu'il était admis que toute valeur de longueur peut se 
réaliser COIIUI1C longueur d'un segment, toute valeur de l'aire cOJmne l'aire d'un 
(~arré , toute valeur du volume cOlrune voh.une d'un cube , toute valeur du poids 

cOlmne le poills d'Wl corps fomé d'une substance homogène arbitrairement choisie, 
etc •• D'autre part , les Grecs avaient , du moins en géométrie, deux" princi­
pes de continuité" , jamais explicitement formulés dans toute leur généralité , 
mals qui semhlent découler des cas particuliers ct du contexte 

a) principe de ve:{JO€I.~: si lUle grandeur continue varie continûment le 
long li' UlIl' courhe cont j nue ( dans les exemp] es qu'on trouve , il s' ugH de la 
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longueur du segment de droite tournant autour d'un point fixe , qui est compris 
entre ce point et la courbe) d'une valeur v' à une valeur v" ,et si v 
est une valeur intennédiaire arbitraire , il existe un point de la courbe ,où 
la valeur v est prise • 

b) une li~le plane resp. surface continue fermée , qui ne se coupe elle­
même nulle part, partage le plan resp. l'espace en deux régions: intérieure 
et extérieure , telles qu'on ne peut pas joindre deux points des régions diffé­

rentes par une ligne continue ne traversant pas ( c'est-à-dire n'ayant aucun 
point COIIUllun avec) la ligne resp. la surface considérée, tandis qu'on peut 

le faire pour deux points d'une même région. 
Sans un au moins de ces principes , il est impossible de démontrer cer­

tains théorèmes les plus élémentaires de la géométrie , p.ex. qu'une droite 
ou une circonférence de rayon au moins égal à celui d'une circonférence donnée, 
passant par un point intérieur du cercle limité par cette circonférence, la 
coupe • 

En ce qui concerne la logique et le raisonnement , il semble que les an­
ciens Grecs n'ont jamais mis en doute le principe du tiers exclû , même s'agis­
sant d'objets, caractérisés par quelque propriété, dont il n'était pas certain 

qu'ils forment une collection finie. Ainsi, quand il s'agissait de définitions 
et de démonstrations , ils usaient , semble-t-il ( car on n'en a les preuves que 
pour l'époque plus tardive, celle d'Eodoxe et d'Euclide) sans scrupules, du 
quantificateur existentiel et de sa négation • Mais , en même temps , ils ne 
fonnulent jamais leurs problèmes et leurs résultats en termes existentiels et 
ne posent janBis les problèmes d'existence de la longueur des lignes, de l'aire 
des surfaces , du volume des corps ( bien entendu , " limités " au sens convena­
ble) qu'ils considèrent. Visiblement, elle leur pa.rait évidente, allant de 
soi ( en ce qui concerne les lignes , si jamais le doute les avait effleuré 

cela pouvait leur paraître corroboré par ce qu'ils pouvaient, en imagination, 
dérouler un morceau d'une ligne, le long d'une droite sans le distendre ni con­
tracter) • Il faut dire aussi qu'en fait , les géomètres de Grèce antique ne 
considéraient ( bien qu'aucune prohibition de faire autrement n'existait) que 
les figures de type très étroit ( pour nous ) : combinaisons , sur un plan , des 
morceaux des circonférences et des droites ; surfaces de rotation ( en général , 

autour cl' Wl axe de symétrie de la fib'Ure ) d'une telle figure plane ; les inter­
sections de telles surfaces avec les plans ; les figures planes ,obtenues en 
ajoutant aux morceaux des circonférences et des droites ceux des nouvelles cour­
bes ( sections coniques ) et les surfaces de rot.ation de ces nouvelles figures 
planes • Seules échappaient à ce schéma les courbes définies " mécaniquement " 
p.:l1' certains m':lthématicicns de l'époque en vue de la solution des" grands pro-
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blèmes " de construction d'alors, conune la quadrature du cercle, la duplica­

tion du cube, la trisection de l'angle ( que nous savons aujourd'hui irrésolu­

bles à l'aide de la règle et du compas) , telle p.ex. la tractrisse , et l'étu­
de de la spirale par Archimède. On a l'bnpression que la plupart des mathémati­

ciens de l'époque considéraient ces courbes" mécaniques" cOlline des curiosités 
tératologiques ,et ne réconnaissaient pas comme véritables solutions des problè­
mes de construction celles qu'elles fournissaient • Seules les " bOlUles " figu­

res avaient , selon eux , un véritable intérêt pour la géométrie - pOil1t de vue, 
qui rappelle étrangement celui de Bourbaki et de ses suiveurs pour tout ce qu' 

ils ne connaissent ou ne comprennent pas • 

§2. - Parménide et Eléates. 

C'est Pal~énide , qui , le seul parmi les philosophes grecs , a posé ( et 
l'a fait d'une manière incisive) le problème de l'existence et de la nature de 
pluralité • Pour poser un tel problème , il a fallu se placer en dehors ( et , 

je dirais même, à l'extrême opposé) du point de vue de sens commœ1 , et le 
langage habituel ( et même ses formes le plus raffinées ) est radicalement in­
adéquat à exprimer la solution ( ou essai de solution) d'œ1 tel problème quand 

elle nie ce point de vue • Les fragments connus de Parménide se partagent en 
deux parties de caractère presque opposé • La seconde partie , intitulée" phy­
sique de l'illusion" est écrite en langage habituel et semble être un exposé 
" sensé" d'une variante de la science de l'époque. Par contre, la première 

partie , appelée " voie de la vérité " , est écrite en un langage hermétique et 
symbolique , à peu près dépourvu de " sens commun " qui semble destiné à expri­
mer ( pour soi-même ) et , peut-être , à suggerer et à faire sentir aux autres 
ce qui est la réalité immédiate quand on rénonce à la défornler par des interpré­

tations ( ou mis interprétations ) et à la briser , déchirer et dilater au-delà 

d'elle-même, conune le font le langage et les habitudes de sens COllunWl • Les 
non-sens apparents et l'insolite dans le choix et les combinaisons de termes 
avertissent qu'il faut se mefier de leur acception conmlœle , qui va au-delà de 
la réalité telle qu'elle est, et qu'il faut essayer de saisir cette réalité 

conune avec les yeux vierges d'un nouveau-né J le reste étant " ill usion " • 
Les fragments de Parménide ont suscité diverses interprétations et, je 

crois , sont mal compris - déjà les Eléates , qui se reclrunaient de lui com­
prenaient mal le fond de sa philosophie • Les historiens de philosophie , abu­
sés , il mon avis, par les fréquents emplois du mot" être" ( " l'être cst , le 

non-être n'est J>'ls" etc ••• ), ont la tendance de voir dans la " voie de la 
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vérité" une première description de l'id~e de l'être ( par opposition à celle 
de devenir) J et font de Parménide le fondateur de l'ontologie. Et le nom 
" physique de l'illusion" J donné à l'expos~ d'apparence sensée de la science 
de l'époque J les laisse perplexes • C'est J i IOOn avis J un anachronisme, 
l'idée de l'être, comme les autres, datant de Platon. Voici l'interprétation 
que je propose , sans prétendre qu'elle est sQrement la bonne et sans me dissi­
muler que je CODUllence par le trahir un peu, en me plaçant J pour l'interpréter , 
hors de ce qu'il considérait comme réalité et en me servant du langage, qui, 
selon lui, est celui de l' " illusion" • 

Pannénide se demande : " qu'est qui ~iste ?" Il constate : " il existe, 
pour lOOi , mon pr~sent tel qu'il m'est donné inunédiatement , tel que je le res­
sens sans le défonner par quelque interprétation , et ce présent est une unit~ 
syncretique indivise, et pas une juxtaposition de parties • Le passé existe-t­
il ,1 L'opinion dit qu'il "a existé" et que j'en ai un " souvenir" • Mais qu'est 
ce " souvenir " , sinon un caractère de mn présent qu'on ne peut pas isoler 
vraiment de sa totalité? Qu'est qui prouve que ce caractère provient d'un "pas­
sé " et le reflète, et qu'il y a eu ce pass~ 1 Et même s'il y a eu ce passé, 
il n'est plus ( même selon l'opinion) , et il y a illusion de traiter le " sou­
venir " conme de ce "passé persistant dans le présent " ou , même , penser 
que le présent puisse comporter d'une manière non-illusoire quoi que ce soit de 
ce " passé" , qui a cessé d'exister. D'ailleurs, les expréssions selon l'opi­
nion : " a existé" , " n'existe plus" sont illusoires ; en vérité, le passé 
n'existe E!s • De même , le devenir n'existe pas • Le sentiment de devenir, de 
changement n'est qu'un caractère du présent, et l'interpréter comme du devenir 
dans ce qui existe est encore une illusion • Ce qui devient n'est pas , ce qui 
est ne devient pas • De même , il Y a illusion à interpréter ( conme le fait le 
sens camnm ) certains caractères de mon présent CODUlle " autre chose" ou " au­
trui" : l'idée même d' " autre chose" et d' " autrui" est illusoire, car je 
ne peux pas sortir de moi ( et de moi présent, tel que je suis) , sauf par 

l'imagination illusoire, et ce qui est hors de lOOi n'existe pas ( du lOOins pour 
mi ) • Ce que l'opinion qualifie de " choses " ou " personnes " ( et qui ne 
sont , en vérité , que des caractères de IOOn présent ) n'ont pas ( du !ooins , 
pour moi ) d'existence autonome et séparée, mais existent uniquement en tant 
qu'ingrédients non-isolables du seul existant non-illusoire ( pour moi ) - mon 
propre présent ( ou , tenne peut-être plus adéquat , " moi au présent " ) • Ce 
présent n'est pas une pluralité des parties séparées, mais une unité structurée, 
où tout interfère et interdcpend • Pour avoir seulement l'idée de séparation et 
de pluralité , je dois sentir COJllllle existant hors de moi et comme entités sépa­
rées ce qui J cn réalité, est cntièrClllent et insépartlblemcnt dans l'indivis de 
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mon" moi" , exactement conune je ne peux pas avoir l'idée du passé qu'en l'es 

sentant certains caractères ùu présent comme existant hors de ce présent • Je 
dois , pour cela , transcender la réalité telle qu'elle est, en quelque sorte 
" sauter plus haut que ma tête" , ce qui n'est possible que par illusion. Ain­

si , la réalité inunédiate , qui est le seul existant non-illusoire [ objet" il­
lusoire " signifiant pas seulement le prétendu" objet" d'une illusion grossi­
ère, comme, p.ex. l'image dans le miroir, mais l'objet ( hypothétique et in­
accéssible directement au sujet) qu'on ne peut envisager qu'à l'aide d'une in­

tuition , dont l'actualisation exige que quelque illusion soit ressentie par le 
sujet conune réalité J , est une unité indivise , exclusive de pluralité et de 
séparation , sans devenir , intemporelle ( car le passé , quand cette réalité 
n'existait pas , et le futur, quand elle ne sera plus , n'existent pas tant qu' 
elle est) , ni subjective ni objective ( car elle est à la fois l'unique sujet 
et l'unique objet) , radicalement coupée de toute" autre chose" et de tout 

" autrui " Le premier fragment de Parménide est précisément la manière méta-
phorique ( et , par suite , inoffensive) de suggérer c.e côté , en quelque sorte 
négatif, de cet existant • Parménide se garde d'employer à son propos , le ter­
me de " présent de moi " , car le langage commun dit " moi " par opposition aux 

" choses " et à " autrui " , et dit " présent " par opposition aux " passé " et 
" futur" • Un tel terme serait donc entâché d'illusion, car il suggérerait qu' 

il existe ( d'une nanière non-illusoire pour le sujet) quelque chose hors du 
" présent" ou hors du " moi" • Comme l'existant en question est unique, Par­
ménide l'appelle simplement" ce qui est" ou " être"" ( quelquefois, il parle 
de la " sphère" , pour souligner qu'il est clos en soi) • Mais on est bien 

loin de 1'" idée de l'être" des ontologistes ! 

Si l'on se place au point de vue moins ésotérique que celui de la " voie 
de la vérité" , en s'accomodant des intuitions, qui ne peuvent pas éviter la 

contamination de l'illusoire, ct en admettant ( avec une dose convenable et ju­
dicieusement répartie de scepticisme ) les existences hypothétiques ( mais com­
bien vraisemblables ) que ces intuitions penllettent d'envisager, suggérées 
( quclquefois grâce aux apparences inexactes ) par des interprétations ( et mis­
inteI1)rétations ) illusoires de " ce qui est" du sujet , et , ensuite , préci­
sées et contrôlécs par notre Science , on aboutit à lUl schéma ( partiel) de 

l'Univers, où il y a des multiples choses et multiples porteurs de conscience 
( sujets ) , tout cela évoluant en fonction ùe temps , et ce que Parménide dit 

s'applique parfaitement à tout état de conscience momentané de chacun de ces su­
jets. Mais on s'aperçoit ( par exemple, en interprétant, de ce point de vue, 
sa propre expérience) que ce " présent de moi " , malgré son caractère d'wlité 
i.ndivise , a un contenu pO$i tif extrêmement riche , constitué par Wle profusion 
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et entrelacement de fonnes psychiques con une couleurs , sons , ronlles , senti -
mcnts affectifs, volitions , sentiments du passé , du devenir , de vérité ,etc. 
Parménide ignore-t-il ce contenu positif de son" être" ? Je ne le crois pas • 

Mais sa description aurait nécéssité une analyse forcément défonnateur de ce 
contenu, et ne poun"ait être faite qu'en tennes basées essentiellement sur 
l'illusion • Elle sortirait de la " voie de la vérité" • Parménide se borne donc, 

sans dire un mot tant qu'il ne quitte pas cette voie, à sentir et à contempler 
ce contenu positif , en se gardant de toute interprétation et de tout jugement. 

Telle est la " voie de la vérité " • Mais si , cédant à la pente naturel­
le de notre esprit , on ressent les illusions cOlIDne réalités , en ressentant 
certains caractères de son propre présent cOITD1le choses et êtres , qui nous sont 
extérieurs, en y voyant chaises, arbres, hOllDnes , vaches, étoiles, etc ••• , 
alors on vient à une vision du monde, qui n'est pas forcément fausse , mais qui 
est illusoire en ce sens qu'elle est basée sur les intuitions contaminées d'il­

lusion , et a co~me point de départ une misinterprétation de la réalité illDnédia­
tement donnée, qui empêche de la voir telle qu'elle est • Mais cOlIDne au théatre 
où une fois certaines conventions admises , on arrive à croire que les acteurs 
vivent vraiment la drar.J.e qu'ils jouent, il se peut que" la voie de l'illusion" 
pern~t de saisir, dans une certaine mésure , d'autres réalités Quand on dé­
crit cette ( peut-être ? ) réalité , il est licite de se servir de langage com­
mWl et il est sage de se ranger à l'oplllion , qui semble la plus compétente. 

Et , malgré l'origine illusoire de cette intuition de l'Univers, il n'y a au­
cune raison pour qu'on y découvre des incohérences internes • Il est donc clair 
pourquoi Parnlénide a exposé la variante de la science de son temps , qui lui pa­
raissai t la plus vraisemblable , ·et pourquoi il l'a appelée la " physique de 
l'illusion • 

Ainsi on voit se dessiner deux: compréhensions possibles de la doctrine 
de Parnlénide - close et ouverte , selon le sens" objectif" ou " subjectif" 
qu'on attribue à son tenne " existe". Dans le pannénidisme clos , le seul 
exist~Ult est sa "sphère" ou "un", autrement dit l'état momentané de 
conscience tel qu'il est et la "physique de l'illusion" (ou "selon 
l'opinion") n'est qu'ulle erreur. Pour le pannénidisme ouvert, ccci est 
bien la seule réalité directement accessible au sujet mais en la mis inter-
prétant ,en ressentant comme Wle réalité atteinte et actualisée ce qui n'est 
qu'une virtualité inaccéssible (5 ), en ayant le sentiment illusoire d'être grim-
(5 ) • car, par exemple, quand on ressent certains caractères de son état psy­
chique comme entités extérieures, existant séparément, bref les choses,on n' 
arrive jamais (même en s'y éfforçant) à les séparer complètement du reste de cet 
étclt psychiquQ - il reste toujours un cordon ombilical , aussi mince soit-il , 
inlpos~;ible cl déchirer.Cc ne sont donc pas des actualisations véritables de l'in­
tuition de 1 'l~xt(h:iorité , mais plutôt des virtualités qu'on réssent comme 
" presque " actualisées • 
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pé plus haut que sa tête , il peut , en quelque sorte , ressentir conune éventu­
ellement existantes d'autres réalités inaccéssibles directément , et appréhender 

( du moins, d'une manière hypothétique) quelque chose de ces autres réalités. 
Pour bien comprendre de quoi il s'agit, considiSrons une situation analogue 
mais au niveau de sens conmun ( et descriptible par le langage conmun) : suppo­

sons qu'on est un spectateur dans une salle de cinéma ou devant un poste de 
télévision où est projété un film , W1e scène jouée ou , mieux encore , une scè­
ne prise en direct. Ce qui se passe réellement sur l'écran est l'évolution avec 
le temps de l'éclairement ( daI1S le cas de projection en blanc et noir) ou de 
l'éclairement et de la couleur des différents" points" ( en réalité, des pe­

tites portions) de l'écran • ~bis , d'w1e manière quasi-irrésistible, le spe­
ctateur ressent ce jeu de taches lumineuses sur l'écran comme les personnes , 
qui bougent, parlent, etc ••• , devine et partage leurs" sentiments" etc ••• , 

même s'il sait en même temps, par quelque coin de sa conscience que ce qu'il 
voit n'est que la projection d'une scène réelle ou jouée, et qu'il n'y a aucun 
personnage là , où il en " voit " • Toutefois , nous savons parfaitement que ce 
que nous ressentons devant l'écran n'est pas simplement un mensonge gratuit ,que 

les personnages fantomatiques qu'on voit" sur l'écran" ( en réalité, au-délà 
de l'écran, car on les" voit" en rélief ) ne sont pas de simples songes ap­
parus on ne sait conment • Nous savons , en e(fet , qu'une scène assez semblable 

( bien que plus riche, car comportant les odeurs, les mouvements d'air, etc •• 
que nous ne ressentons pas ) a eu ou a lieu devant l'objectif de l'appareil de 

prises des vues et nous est ( partiellement) restituée sur l'écran, soit par 
la projection de la pellicule ilnpréssionnée et devéloppée transportée jusqu'au 
projecteur , soit par la transmission directe quasi-instantanée , où participe, 
comme une phase intermédiaire, l'émission, la propagation et le captage des 
ondes hertziennes modulées. Eh bien, si l'on considère que la seule réalité 
qu'on voit est le jeu des taches lUInineuses sur l'écran, et que tout le reste 

n'cst qu'wle illusion mensongère, et si on reste là , c'est l'analogue du par­
ménidisme clos • Si , au contraire, tout en réconnaissant que ce qu'on voit 
est illusoire ( 6 ), on pense que cette illusion réflète et nous restitue ( bien 

que partiellement ) lUle autre réalité , qui ne nous est pas accéssible directé­
IIIcnt : une scène réelle, qui s'est passée ou se passe quelque part. c'est 

l'analogue du pannénidisllle ouvert. Autrement dit, on pense que cette illusion 
n'cst pas forcemcnt un mcnsonge , mais, peut-êtrc W1 moyen utile pour appréhen­

der d'autres réalités. Bien entendu, cette appréhension est hypothétique ct 

( 6). il est curiaux da rappeler à ce propos que las premiers cinémas apparus 
au temps de ma putitc enfance, aVant ct pendant la première gr.ande guerre, s' 
appelaient " III usions " ( du moins , an Ru:;sic ) • 
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incomplète : ainsi , il cst possible , à l'aille dC$ robots suffiscllunent par -

faits et adéquatement prognulUués ( ou d'autres truquagcs ) , de créer une illu­
sion complète du jeu des acteurs vivants , et aussi , si le film est projeté 

sans explications, souvent il n'est pas possible tle dire s'il s'agit d'un évé­
nement réel ou d'une scène jouée, si les lieux qu'on voit sont des paysages ou 

( 7 
des localLx réels ou les décors de studio ). Seul le parménidisme ouvert est 

compatible , comme point de départ philosophique , avec la science et la mathé­
matique ( B ) • 

Je ne sais pas si l'al1uénide lui-même était un parménidien clos ou ouvert, 

quoi que j'incline plutôt vers la seconde hypothèse. En effet, si la "physi­
que de l'illusion" n'est qu'un mensonge, pourquoi prendre la peine de l'expo­
ser si longuement et sans conclure ? Mais ses élèves les E.léates étaient ( je 
n'en doute pas ) ùes pannénidiens clos • Connne tous les Grecs sauf Parménide , 
ils ne comprenaient que le langage de sens commun , donc lisaient la " voie de 
la vérité" littéralement, en identifiant la " sphère" de Panllénide avec 

l'Univers tel qu'il est réellement, et en considérant la " physique selon l'opi-

( 7) • Bien entendu, cette comparaison est assez app~'oxilllative , car Cd que, 
du point de vue de sens commun, le spectateur" voit réellement" sur l'écran 
( le jeu des taclles lr.:mineuses ) est , du point de vue de la " voie de la véri­
té " ( où , d'ailleurs les analogues du spectateur et de l'écran se confondent), 
déjà une interprétation illusoire de la réalité • Mais , quand au fond , la com­
paraison est juste ; 

( B) • voici ce que le " parménidisme ouvert " suggère pour la mathématique :une 
pluralité ne peut être conçue ( ou appréllendée ) que par une intuition entachée 
d'illusoire ( à peu près comme les personnages qu'on'" voit" sur l'écran) • Sa 
validiré manque de certitude, et ceci indépendemment de type de pluralité : p. 
ex. , celle de la pluralité finie ( ou , même, petite, comme 2 , 3 , 4 , ••• ) 
n'est pas plus certaine que, p.ex. , celle de la pluralité dénombrable ou con­
tinue • Dans tous les cas, nous ressentons une pluralité comme réalité par une 
sorte de croyance instinctive, analogue à celle, qui nous fait voir les per 
sonnages dans les taches lumineuses de l'écran, mais cette croyance est pure -
ment subjective • 

Supposons qu'on a une certaine intuition de pluralité. Etant donné Ulle 
propriété , ou bien les objets ayant cette propriété forment une pluralité que 
cette intuition permet d'appn5iwnder , auquel cas cette propriété est dite ~­
e1.1e ou un ens('/:;l'le pour cette intuitioll , ou bien ce 11 'est pas le cas, auquel 
ca;-cllc est dite virtuelle • C'est là la base philosophique du point de vue sur 
les l''ondumL~nts dt., matilôm.itiquc appelé définitionnisme • Bien entendu, le défi -
nition:lismu n~ sc réduit pus à cette base: c'est Ull système formel, basé sur 
un langtlge,dont les formules peuvent être apprélwndJes à l'aide de la même intui­
t.itm de pluralitJ • Quand cette intuition est celle de la pluralité finie, le 
système définitionniste est dit krol1(;.'ckericn • c'est un systèmd formel basé sur 
la plurrllitcJ finie, dOllC ayant le lallgage aux formules finies, et où seules 
les propriJtés finies sont cOllsidarées comme ensembles 1 toutes les autres étant 
considarées comme propriutJs virtuelles. Il m'est impossible d'en dire plus 
1.0ng ici , los l(!cteurs inti1rJssc!s peuvent voir mon article ( avec de nombreux 
el'rata 1 hélas ! ) "Le dJfilli tionnisme " 1 J'.ctes Colloque Blai[;e Pascal , t. I, 
111111. E'élC. Sc. Uni v. Clt1r/:lont, NU/n. 7,MiJ tllôma tiques, 1 ic'r fasc., 1962, P. 55-81. 
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nion " conuue une fausse perception ùe cet lulivers comille une erre'.lr • Et ils 
ont cherché à montrer que l' iluage ùu monde , auquel cette perception conduit , 
est contradictoire, ce que l'allnéniùe n'a suggéré nulle part. C'est cela le but 
des" apories" de Zenon • f\lais pour le faire , ils ont dû jeter par-dessus bord 

( ou passer sous silence ) la partie la plus essentielle , le coeur même , de la 
doctrine de Pannénide ( que , probablement , ils ne comprenaient déjà plus ) 1 

car elle était en désaccord trop flagrant ( du mOlllent que " sphère "·signifie 

" l'univers" ) avec le témoignage de nos sens, tel que notre langage le décrit, 
et de concentrer leurs efforts sur un seul point : délnontrcr le caractère con­
tradictoire du changement et du mouvement • En effet , tandis que , pour Panné­

nide , la pluralité et la séparation n'étaient envisageables qu'à titre d'intu­
itions virtuelles entachées d'illusion, les Eléates en parlaient ( du moins, 
quand il s'agissait de pluralité finie et de la séparation en un nombre fini de 
parties ) conme de quelque chose de parfai teillent clair • AUClll1e des apories de 
Zenon n'est dirigée contre ces notions(9 ). Par contre, leur attaque contre le 

changement , vu que , dans la conscience ùu sujet , il Y a une complémentarité 
réelle entre l'être et le devenir, l'état et le changement, ne manque pas de 
fondément du point de vue de sens connnun , cl' où la seule aporie valable de Ze­

non , celle de la flèche : quand on considère Ulle flèche telle qu'elle est à un 

( 9 ) • La philosophie de Parménide , si mon interprétation est exacte , est très 
apparentée , malgré des sérieuses différences , à la vedanta indienne • Pour les 
vedantins , la réalité véritable est exactément la m~me que dans la n voie de la 
vérité n de Parménide: c'est l'état momentclné de conscience du sujet sans pas­
sé , dev.:lnir ou séparation, formant une unité syncrdtique • Ils parlent, d' 
ailleurs, d'illusion qu'ils appellent n mayél n , qui fait apparaître cette ré­
alité autrement • Mais leurs motivatiolls ne sont pas les mêmes qua celles de 
parménide : ils ne cherchent pas tellement à connaître la vérité pour elle-même, 
mais à la comprendre pour atteindre la sagesse personnelle • Ils chercllent donc 
à atteindre ( ou à faire atteindra) l'état de conscience sans intuitions illu­
soires ( qu'ils ü.ppellcnt " atlnan " ) , afin de SI) libcrar de tout désir : ils 
appellent cela " comprendre " • Mais ( et en cela ils ressemblent aux Eléates ), 
ils sont" réalistes" , c'est-à-dire ils considèrent que le monde objectif (co­
smos, "brdman " ) est tel qu'il apparait au sujet ••• du moins si la vue du 
sujet n'est pas a1turéc par les illusions ( maya) : d'où leur iclentification 
atmall = braman • Mais plus rludacicux ( ou plus aveuglés ? ) que les E1éates , 
ils ne s'écartent pas d'un iota de l,'i " voie de la vérité" de Parménide, qui, 
pour eux, décrit aussi le cosmos, malgru le dusaccord flagrant avec l'imdge qu' 
en donne le sens commun • Bien que les germes du vcdanta semblent très anciens, 
sa maturi té date du moyen-âge ( Sankara-Sa.z-ya , XIVe siecle ) , ce qui exclue 
l'influence mutuelle. Parménide a été, en somme, le seul philosophe .. indien " 
de l'ancicmne Grèce, et c'est pourquoi il a été si mal compris • Les philoso­
phes occidentaux ayant quelque relation ( assez lâche ) avec la philos9phie de 
parménide sont surtout Leibniz et Kant • 
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instant dOIUlé , il est impossible de distingucr si cllc est iJIDllobile ou en mou­
vement(lO). Si ZCJ10n était resté là , il n'y aurait ricn à dire, et cette apo­

rie, qui n'a aucun rapport avec la mathémutiquc , ne l'aurait influencé d' au­
cune manièrc·. Mais il a voulu surcnch6rir , en se servant , cOlTIne du moyen , 
des suites infinies • Il faut dire que si les Grecs arrivaient ( COJmne Démocri -

te ) à cnvisager jusqu'à là ( bien qu'à contre-coeur) les pluralités infinies 
( l'infinité des atomcs dans un univers infini) , ils ne connaissaient vraiment 
qu'une seule suite infinie ( que, peut-être, ils n'ont jamais envisagé d'une 

manière actucllc ) , celle des entiers, qui. avait la bonne propriété qu'il n'y 
avait rien après • Je rappelle ( en tern~s modernes ) deux apories de Zenon , 
fondées sur l'emploi des suites: 

Achille et tortue. Achille poursuit la tortue le long d'une droite. Soi­
ent A et Al les positions respectives d'Achille et de la tortue au début de 

o 
la poursuite • On suppose , bien entendu , quc les vitesses sont constantes • 

Soient A2 la position de la tortue quand Achille vient cn Al , et , générale-
ment, A. la position de la tortue quand Achille vient en A .• Achille sera 

1+1 1 
toujours derrière la tortue , et ne la rattrapera jamais • 

Dichotolllie • Le texte original un peu ambigu pelmet deux interprétations~ 
1 ière interprétation • Soit un mobile allant sur une droite de point A au 

point B. Mais avant d'atteindre B, il doit passer par le milieu Al de AB , 
ensuite par celui A2 de AIB, etc ••• Il n'atteindra jarr:,ds B. 

2ème interprétation. Le mobile avant d'atteindre B, doit atteindre le milieu 

BI de AB , et avant d'atteindre BI , il doit atteindre le Inilieu B2 de ABI' 
etc. •• Son mOlh'cment n'a jamais pu conUllcncer • 

Rien entendu , Achille , la tortue ct le mobile sont traités dans ces apo­

ries COlmllC s'ils étaient des points sans dimensions • 
Il est un fait que ces arguJn(;'nts , qui ne nous paraissent guère valables 

ont impréss ionné la majorité des philosophes et des savants ( dont JlIc'1thérnati -

c.iens) de l'ancienne Grèce, qui y ont vu des paradoxes véritables, bien que 
peut-être pas tous ( ils ne semblent pas avojr impréssionné Démocrite) ni tout 
de suite ( si la théorie antiphairétique ùes irrationnels cst due ,conune cer­
tains pensent, à Théetètc ,il n'a pas encore été impréssionné , tandis qu'Eudo-

(10) • Je me rappelle à ce propos qu'en 1952 , quand j'ai été visiting professor 
à Notre-Dame University ( Indiana, U.S.A. ) , feu Lefschetz est venu ( je crois, 
pour donnE:!r une conférence ) et, lors d' une reception informelle , a di t :" on 
dit que las germes de toutes nos idées se trouvaiellt déjà chez les anciens Grecs; 
mais si , par oxemple , on prend le principe de complémentarité , les relations 
d'indéterminatioll de Heisenberg, on ne trouve chez eux rien de semblable fI. Or, 
s'il n'y avait pas chez les anciens de formules d'indétermination, la complé­
mentarité des cas extrêmes : état - cllangcmcnt , position - vitesse, leur était 
bien connue • 
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xe semble l'avoir été ) • On peut se demander pourquoi? Plusieurs explications 
ont été données. D'abord une , très naïve: il semble qu'au début du pythagori­
sme , on ne considérait pas les points conme étant sans dimensions , et un se­
gment ùe droite était considéré cOlline foI'J1lê par une juxtaposition d 'lUl nombre 
fini de points. C'est vrai, mais un tel point de vue naïf, qui contredit que 
les rapports avec toute unité fixée peuvent avoir n'~rte lesquelles valeurs 
rationnelles, n'avait plus cours â l'époque des Eléates • En plus, les constru­
ctions mêmes des suites conduisant aux apories auraient été ~ssibles , car la 
distance de leurs termes consécutifs tend vers o. Et, également , l'aporie de 
la flèche n'aurait aucun sens , car il importe que la flèche soit considérée en 
un instant sans durée, analogue temporel du point sans dimensions • M. Irnré 
Toth fait, d'abord, lUle distinction entre" Dichotomie" et " Achille et la 
tortue " 1 en disant que , dans la première aporie , la limite de la suite est 
donnée, tandis que, dans la seconde, elle est â construire, et pense que les 
ancienS Grecs distinguaient la limite non-atteinte et atteinte , autrement dit 
avaient une idée vague de nombres semi-réels{ll~ M. Dieudonné a émis l'hypothèse 
que Zenon et ceux qui l'ont lu ont envisagé la possibilité qu'entre tous les élé­
ments de la suite et sa limite se trouvent d'autres éléments , dont la différen­
ce avec la l imite est infiniment petite par rapport aux longueurs habituelles , 
ce qui revient â supposer que les anciens Grecs ont eu l'idée des groupes ( com­
mutatifs ) totalement ordonnés non-archimédiens ( ou , plutôt , des parties posi­
tives de ces groupes ). 

D'abord, la distinction qu'invoque M. Toth entre" Achille et la tortue" 
et " Dichotomie" n'est qu'apparente, car, connaissant les trois premières po­
sitions Ao , Al , A2 d'Achille, il est facile de construire le point ~ de sa 

(11) • Soient RO la droite réelle compléte ( c'est-A-dire incluant les éléments 
_m et +m) avec son ordre habituel et 8 l'ensemble {-,O,+} avec l'ordre 
- < 0 < + • La droite semi-réelle S est l'ensemble totalement ordonné obtenu 
A partir de ROx3 ordonné léxicographiquement , c'est-A-dire (r,t) < (r',t') 
si , et seulement si r < r' ou, A la fois, r ~ r' et t < t'. en lui enle­
vant les éléments extrAmes (--,-) et (+-,+) • an identifie r c Re avec (r,O) 
et , sauf confusion possible, on écrira r+, r- au lieu de (r,+), (r,-) • 
Si A C Re et si a est le suprémum resp. infimum de A sur Re, on démontre 
que celui de A sur S est a ou a- (resp. a+) selon qu'il est atteint ou 
pas atteint • 
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rencontre avec la tortue(12). Il n'est pas douteux que les géomètres grecs de 

l'époque ( ou s~plement les Grecs cultivés connaissant la géométrie) étaient ca­
pables de la trouver et de prouver qu'Achille est derrière la tortue tant qu'il 
n'a pas atteint ce point R , au même lieu que la tortue quand il vient en R, 
et devant la tortue une fois qu'il dépasse R. Quand aux explications de t.f.1. 

Toth et Dieudonné , elles me semblent parfaitement anarchroniques ( dont celle 
de M. Dieuùonné une pure absurdité du point de vue historique) : comment les 
anciens Grecs pouvaient-ils concevoir une distinction entre les l~ites atteinte 
et pas atteinte quand l'idée même de l~ite et de convergence leur était étrangè­
re sauf , peut-être , sous une forme heuristique , dans quelques cas particu -
liers , chez un petit nombre de mathématiciens exceptionnels comme Arch~ède ? 
Certains croient voir une idée proche derrière la méthode d'exhaustion, mais 
je vais montrer plus loin qu'il s'y agissait de tout autre chose. Quant à 

s'~giner que les anciens Grecs,qui ne voulaient même pas reconnaître la qualité 
des nombres aux rapports des grandeurs, auraient pu s'imaginer in abstracto les 
valeurs d'une grandeur , qui seraient infiniment petites ( ou grandes ) les unes 
par rapport aux autres, c'est presque du délire. Il est vrai qu'ils ont envi­
sagé , à un certain moment , les angles entre les courbes ( en particulier , les 
arcs des circonférences) tangentes , mais ces" angles" n'ont donné lieu qu ' 
aux discussions stériles sans jamais recevoir le statut des valeurs de la gran­
deur " angle" : cela aurait, d'ailleurs. été impossible pour les anciens • 
car ils ne pouvaient définir ni leur égalité , ni le4r ordre , ni leur addition 

(12) • voici la forme, je crois, la plus simple de cette construction ( voir 
le dessin plus bas ) : considérons , sur la demi-droite A P , dirigée dans le 
sens de la poursuite, les positions succéssives Ao , Al ~ A2 d'Achille. Con­
struisons une demi-droite AoQ perpendiculaire en Ao à AoP, et soit BI le 
point de AoQ tel que AaBI= AoAI • Construisons la demi-droite BIT, perpen­
diculaire à AoQ en BI et ayant la même direction que A P • Soit B2 le 
point de HIT tel que B1B2= AIA2 • Alors, puisque AIA2/ÀaAI' AIB2 n'est pas 
parallèle à AoQ. Soit S le point d'intersection de ces droites ( il se trou­
ve sur la demi-droite AoQ) ; et soit R le point de la demi-droite AoP tel 
que A~ = AoS • Alors, R est le point de rencontre cherché • 

s 
Q 

p 

T 
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( entre eux , et aussi avec les angles ordinaires) • D'ailleurs , il n'existe 

aucun analogue linéaire de tels angles, et les anciens Grecs n'étaient pas des 

"axiomatiseurs " que M. OieudOImé déteste tant , et n'ont jamais envisagé des 

" Gedankenobjekte " gratuits ( du moins , en mathématique ) • 
Je pense que vouloir expliquer l'impact de ces apories par des raisons te­

chniques c'est chercher le midi à quatorze heures, et qu'il était dû aux rai­

sons uniquement psychologiques • Aussi extraordinaire que cela puisse paraître, 
il semble que les anciens Grecs, y compris leurs mathématiciens, n'arrivaient 
pas à admettre ou bien qu'on peut parcourir (ou avoir parcouru , ceci si la se­

conde interprétation de la " dichotomie" est la bonne) une suite infinie de 
positions ou d'instants ou , du moins, qu'il puisse exister quelque chose après 
( resp. avant ) une telle suite infinie • Bien entendu , personne sauf les Elé­
ates n'a accepté les conclusions de ces apories : la réaction générale a été 
" de prouver le mouvement en marchant" , ce qui était une réponse à l'aporie 
de la flèche , mais aussi à celle de la dichotomie , et personne n'a ad.ilus qu' 
AC]lil1e ne rattrappe pas la tortue • Mais , visiblement , les adversaires de Ze­

non ont réconnu la " réalité " des paradoxes , et se sont posés la question : 

d'où vl.ennent-ils ? En ce qui concerne" Achille et la tortue" et la " Dichoto­
mie" , il n'y avait qu'une réponse possible: de l'emploi, dans les raisonne­
ments des suites infinies • De lors , la réaction des philosophes et des matllé­
lnaticiens de la Grèce antique a été la même que celle des mathématiciens moder­

nes devant les paradoxes de la théorie des ensembles : malthusienne , " reflexe 

d'autruche" • Il fallait interdire toute expression. de langage et tout raison­
nement pouvant , à priori, conduire aux paradoxes ( même quand il n'y conduisait 

pas ) • On devait donc ~hasser des raisonnements les suites infinies et , dans 
le même mouvement , toutes les collections infinies d'objets individuels ( car 
conment garantir qu'on ne pourra pas disposer en suite infinie certains d'entre 
eux ?). Ainsi ,a-t-on interdit de considérer, au cours d'lm raisonnement, 

d'une manière séparée, les collections autres que finies d'objets individuels. 
~bis on ne pouvait pas chasser complètement l'infini , car il y avait , dans la 

géo:l\~trie ùes propriétés infinies dont on était obligé de parler, telle "être un 
point du segment AB" , que possédait lme infinité d'objets individuels • La 
seule issue était d'iJlterdire de considérer les. objets de cette infinité tous 

séparément en même temps , mais de permettre seulement de la considérer comme 
Wl reservoir " inépuisable " de tels objets ; autrement dit , cela signifiait 

qu'on pouvait en sortir , pour les considérer séparément et indiviùuellement 
( p.ex. , en vue d'lUl raisonnement) , seulement un nombre fini ( quelconque) 
d'objets , mais qu'après cela , il resterait toujours d'autres objets , qu'on 
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pourrait en sortir plus tard • Les infinités ( ou les propriétés ) ainsi consi­
dérées sont dites vi.rtuelles(13). Ce qu'en dit Aristote le confinne • Il dit(14 ~ 
en effet, que l'infini n'est réalisé que ÔlMlul.~ (en puissance) et jélJTlélis 
tvq,ye:1.Cl (en acte) ,et qu'il est" non pas cc, en dehors de quoi il n'y a 

rien , mais ce hors de quoi il y a toujours quelque chose " et que " les mathé­
mticiens ne font pOInt usage de l'infini, mis seulement de grandeurs aussi 
grandes qu'ils voudront, mais limitées" • Les philosophes traduisent le terme 

ÔlMlul.~ indifférerrunent "virtuellement " ou " potentiellement " • Mais , étant 
donné le sens que le tenne " infini potentiel " a pris dans notre mathématique 
( en particulier , chez Gauss ) , la seconùe traduction est inadéquate quand il 

s'agi t d'infini té au sens des anciens Grecs de cette époque ( en particulier , 
d'Aristote) . En effet, quand Aristote parle de pluralités infinies" en puis­
sance" , cela signifie qu'on peut en extraire ( du moins , en pensée) une col­
lection finie aussi grande que l'on veut d'objets individuels ( en particulier, 

en we d'un raisonnement à leur sujet) • L' "acte" correspondant, du moins 
s'il pennettait d'appréhender l'infinité en question, aurait été une telle extra­
ction • Mais justement il ne le permet pas , car il y reste des objets en dehors 

de ceux qu'on a extraits • C'est donc pas vraiment un " acte" , mais , par rap­

port à son but , Wl acte" imparfait" ou " inachevé " • Quand les mathémati -
ciens grecs raisonnent sur les objets individuels d'une pluralité infinie, ils 
se pel~ttent uniquement, au cours d'un raisonnement, de faire un ou plusieurs 
( ce qui revient au même ) " actes inachévés " de cette sorte ( la lecture des 
" Eléments " d'Euclide et des oeuvres d'Archimède le montre clairement; j'y re­

viendrai plus loin ) • A une légère différence près , tout se passe donc corrune 
si , avant le raisonnement , une collection finie arbitraire et non preCIsee 

d'objets de la pluralité infinie considérée était supposée extraite pour rester, 
ensuite , iJluouable au cours du raisonnement , lequel se ferait , à titre indivi­
duel,seulement sur les objets extraits .C'est cela infinité virtuelle (par 
rapport à l'intuition de la pluralité finie) • Par contre, Wle infinité poten­
tielle au sens moderne est celle , dont on ne permet de considérer , au cours 
d'Wl raiSOIIDement , que des parties finies, mais sans que ces parties finies 
soient , pour un raisonnement donné , fixées • Ainsi , quand on dit : " Une sui­

te al , a2 , ••• , an ,etc •••• converge vers a si, pour tout m~O , il exi­

ste un entier n tel que am - a 1 ~ e: implique m ~ n " , on considère cette 

(13) • Il s'agit bien de la virtualité par rapport à l'intuition de la pluralité 
finie telle qu'~lle a été décrite dans la Note (13) • an remarque à quel point 
la base philosophique de la mathématique grecque en ce qui concerne la pluralité 
était semblùbJ.c à celle du système définitiolmiste kroneckerien • 

(14) • Je cite d'après J.Dhombr~s , " Nombre , mésurv et continu" , Cedic / 
Fernalld NathiJll , Paris 1978 , p. 64 
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suite ( arbitraire ) conDlle Wl infini potentiel • Par contre , quand , pour une 

suite bien dGtcrminée , définie par une loi de réccurence a = f(a l,Il), on n n-
dit: " S'il n'existe aucun nombre positif m pour lequel il n'existe aucun en-

tier n tel que la - al ~ E Ïlnplique m, n , alors la suite considérée con-m 
verge vers a" ( d'une manière plus précise , il faudra dire , au lieu de 

" lam - al ~ E " , " a2 = f(al,2) , a3 = f(a2,3) , etc ••• , am = f(am_l,m) et 
la - al > E " ) , 011 considère cette suite ( fixée) conune une infinité virtu-m 
elle , ct on constate qu'elle converge vers a. Ainsi , la considération poten-
tielle des infinités pennet de définir la convergence d'une suite arbitraire 
vers a, et leur considération virtuelle seulement de constater une telle con­
vergence pour une suite bien déterminée , donnée par sa loi de formation • La 

marque de l'infini potentiel est l'écriture al , a2 ••• , an ' etc ••• avec etc ••• 
" extrapolatif" tandis que l'infini virtuel ne permet que l'emploi d'etc ••• 

" interpolatif" al , a2, etc ••• , an • Quant à l'infini actuel, son écriture 
typique , dans cette situation , serait (an; 1 ( n < +m ) • Il est clair que 
l'infinité non actuelle des mathématiciens de l'époque moderne ( à partir du 
XVIe siècle) , depuis qu'ils manient les suites et les séries, était bel et 
bien l'inflllité potentielle. Elle se situe entre l'infinité virtuelle et l'in­
finité dénombrable actuelle. Ils l'employaient avec l'idée derrière la tête si­
llon d'aller dans l'infinité dénombrable, mais du moins de venir" en contact" 
avec elle à l'aide du fini, ce qui n'était pas du tout le cas pour l'infinité 

virtuelle. Celle des rulciens Grecs ( de l'époque considérée) était certainement 
virtuelle(15), car, dans aucun de leurs écrits, on ne trouve de moindre trace 
d'un équivalent verbal d'''etc ••• '' extrapolatif , et tous leurs énoncés, sauf 

(15) • Citons à ce propos ( en traduisant en français le texte d'une partie du 
commentaire 8 au livre X de sa traduction russe des livres VII-X des " Elé­
ments " d'Euclide, Editions d'Etat de Litt.Sc. et Techn. , Moscou-Leningrad 
1949 , p.366)D.D. Mordoukhai-Boltovskoi , qui semble être le seul traducteur 
d'Euclide ayant réflechi à ce côté de la question: "Bien que certains auteurs 
s'efforcent de voir dans "ElpOÔI.XOV" d'Archimède et dans le texte pseudo-aristo­
télicien " Sur les lignes indivisibles " quelque chose comme l'infiniment petit 
actuel dans le nombre actuellement infini , autrement dit les indivisibles de 
Kepler et de Cavalieri , on ne trouvera , en penetrant plus profondément dans la 
pensée ant.ique , rien qui temoiglle clairement en faveur d'un tel point de vue, •• 
On peut dire la même chose au sujet de l'infini potentiel que comporte la notion 
de limite • Je ne vais pas discuter la question assez délicate de la différence 
entre la notion aristotélicienne de puissance et la possibilité simplement logi­
que, qui entre dans la notion l'infini potentiel mathématique au sens de d' A­
lembert et au sens lnoderne • Je vais seulement faire remarquer ·que , dans la no­
tion aristotélicienne de l'infini potentiel, seule est supposée la possibilité 
de dépassement de toute limite imposée , mais que cette notion ne contenait mê­
me Ulle trace de tendance (d'approche?) vers quelque but determiné . ( le mot 
russe que je traduis, dans le contexte, plutôt par " tendance " que par " ap­
proche " est , au génitif , " np.II5JJi!."\.:CUilJI " ) • 
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ruccourcis et négligences sont écrits en accord avec la virtualité : de ce 

point ùe vue , la manière, dont Eucliùe fonnule son théorème qu'il y a une in­

finité de nombres premiers , est typique • M. André Weil , dans la conférence 
qu'il a dormée au Congrès Intenl. des Mathématiciens , lIelsinki 1978 , a dit que 
peu de pages après cette démonstration, Euclide parle de l'infini, ce qui sem­

ble être, pour lui, une preuve que les mathématiciens de l'ancienne Grèce em­
ployaient l'infini. Oui, ils l' "employaient" ( ou , plutôt, le mentionnai­
ent ) , mais d'une manière strictement virtuelle. L'énoncé dont parle M. Weil 

est certaineInent la définition 3 du livre X , ou Euclide dit que , pour un se­

gment ( en terminologie grecque" droite" , en grec ancien e:û8ELa ) donné ,ÛTI1-

px'ouc:n.v e:OOe:l.al. Mti3e;1. a1tE:l.pol. aussi bien corranensurables qu' incorranensurables 
( je simplifie la fin) • Heath , dans le commentaire ( vol. 3, p. 11 de la se­
conde édition de sa traduction des "Eléments " d'Euclide) de cette définition, 
souligne le caractère élliptique de la fin de cette phrase , mais je pense que 
sa partie citée en grec l'est aussi ( Ileath ne l'a pas remarqué faute de compé­
tence en philosophie mathématique) • Pour M. Weil , le sens de ces quatre mots 
semble être" il Y a une infinité de segments" • Heath traduit d'une manière 

plus fine: " there exist straight lines infinite in multitude ••• " , qui n'est 
pas vraiment fausse si l'on traite cette" infinite multitude" d'une manière 
virtuelle , auquel cas elle signifie , sous une fonne élliptique , exactement la 

n~me chose que l'énoncé correspondant au sujet des nombres premiers: quel que 
soit la collection fL~ie d'objets de cette multitude , il en reste encore en de­
hors de cette collection. Mais , destinée au lecteur d'aujourd'hui , cette tra­

duction est abérrante , car il aura la tendance de donner aux mots" multitude" 
et " infini té " leur sens moderne plus ou moins ensembliste et les percevra avec 
un " parflD1l "extensionnaliste (16) et actualiste • La traduction de Mordou­

~Iai-Boltovskoi (que je traduis en français ) est encore plus inadéquate ( et, 

même, fausse) : " il existe une quantité infinie de droites ••• ", car nM8e:I. 

n'est pas ici lUI substantif et ne signifie certainement pas" quantité" • Je 
propose la traduction par des tennes plus neutres : " existent. les droites en 
pluralité sans fin " ( ou " illimitée" ? ) ••• En tout cas , les deux énoncés 
d'Euclide sont, en ce qui concerne l'infini, du même type, et l'opposition 
entre eux que M. Weil croit decéler est fondée sur un malentendu • 

Il Y a un certain nombre de principes antérieurement admis , qui ont pas­
sé indemnes à travers la crise éléatique. C'est , tout d'abord, le principe de 
contradiction et celui du tiers exclu que jamais les anciens Grecs n'ont mis cn 
doute • Egalement , toutes les autres règles du calcul propositionnel , codifi-

(16) • au sens moderne, car 1 '''extension'' au sens d'Aristote était virtuelle. 
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ées , d'ailleurs, par Aristote. Ainsi, ils ont continué à employer la néga­

tion ( -, ) sans aucune restriction • Ils ont continué , également , à employer 

le quantificateur existentiel [( 3 •• )] , car , dans la question : " existe-t-il, 
parmi les objets considérés , un , qui a la propriété donné p 1 " , on ne par­

lait que d'Wl seul objet, et la réponse devait exister en vertu du tiers exclu. 
La réponse effective à cette question n'était pas toujours possible quand les 

objets considérés formaient une infinité. Quand on la trouvait, c'était soit 
par construction d'Wl exemple, soit par une démonstration irréprochable du 
point de vue de la logique grecque , soit connne évidence- à partir de certains 
principes ad'Tlis implicitement ou explicitement ( p.ex. , l'existence d'un se -
gment de droite de même longueur qu'wle circonférence donnée) • On aurait pu 

penser que la question d'existence n'était posée que quand, d'avance, on en 

connaissait la réponse positive • Mais tel n'était pas le cas , car le quantifi­
cateur existentiel était aussi employé dans les définitions , par exemple dans 
celles de l'égalité et de l'ordre des rapports dans la théorie d'Eudoxe ( ce qui 
constitue, d'ailleurs, la preuve la plus évidente de l'emploi de ce quantifi­
cateur après les Eléates ) • Par contre , le quantificateur wliversel ne pouvait 
pas être directement employé , et la question" est-ce que tous les objets con­
sidérés ont la propriété p 1" ne pouvait pas être posée quand il s'agissait 

d'une infinité d'objets • ~·lais elle était remplacée par la question, pour nous 
équivalente : " est-ce que, parmi les objets considérés , il n'existe aucun 

objet n'ayant pas la propriété p? ",combinaison du quantificateur existentiel 
et de la négation ( c'est ainsi dans la méthode d'exhaustion) , ou bien ( et 
c'est le cas de presque tous les théorèmes des" Eléments " ) ,au lieu de cher­
cher à prouver que tous les objets d' lllle certaine sorte (dont il y a 
infinité) ont une certaine propriété, on considère un seul objet arbi­
traire de cette sorte et on prouve qu'il a la propriété considérée (en langage 
de la logique symbolique , cela revient à remplacer la démonstration de la véri­

té de (Vx)P(x) par celle de la vérité de -'(3X)['P(x)] ou par celle de la 
vérité de l'(x) indépendenmlent de x) • Il faut dire que, dans un nombre 
assez réduit d'énoncés des" Eléments " d'Euclide et des Oeuvres d'Archimède on 

rencontre ( en général, au début) les expressions "tous les ( objets ) ••• " 
( nulle part dans les " Eléments Il , fonnulation de l'axiome d'Archimède et Prop. 

9 de " Sur la sphère et le cylindre II " dans Archimède) , " les ( objets ) ••• " 
(livre II, ITOp. 12 , 13 ; III , 22 , 26 , 27 , 28 , 29 ; VI , 19 , 20 , 21, 
23 , 31 , 33 ; VII , 20 , 21 , 22 ; VIII , 5 ; XI , 9 , 30 , 31 , 32 , 33 , 34 
XII , 1 , 2 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 11 , 12 , 14 , 15 , 18 des" Eléments " , 
l'l'Op. 6 de " sur les cOlloïdes et spheroilles " , Postulats 1 , 5 ct Prop. 1 , 2 , 
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3 , 6 , 7 de " Sur l'équilibre ùes plans" , livre 1 et Prop. 7 du "livre des 

lenunes " , chez Archimède) et " chaque ( objet) ••• " ( livre VI , Prop. 24 ; 
VII ,4 31, 32 ; XI , 21 , 29 XII, 3 , 10 des" Eléments " , l'rop. 13 ,14, 

15 , 18 34 de " Sur la sphère et le cylindre l " , l'rop. 4 , 18 , 21 , 22 ,25, 
26 27, 28 , 29 , 30 de" Sur les conoïdes et spheroïdes" , Prop. 8 , 13, 14 
de " Sur l'équilibre des plans" , livre 1 , et Prop. 4 du livre 2 , Prop. 24 de 

" QuaJraturc de la para.bole " , Prop. 2 , 3 , 5 de " Sur les corps flottants l " 
et les l'rop. 2 , 4 , 6 , 7 , 9 de la " Méthode" chez Archimède). Mais quand on 

regarde les démonstrations, qui suivent, on constate qu'il s'agit d'abus de 
langage • 

Ce qui précède montre à quel point est mal fondé le rapprochement de la 
mathématique grecque avec l'intuitionnisme et constructivisme contemporain, qui 
a été , en particulier, teaté par M. Imré l'oth • Les anciens Grecs n'ont jamais 
douté de tiers exclu et employaient le quantificateur existentiel de manière net­
tement " platonicienne " • Ils étaient " virtualistes " , tandis que les intui­
tioJmistes et les constructivistes sont plutôt" potentialistes" : ils n' inter­
disent pas l'emploi des suites infinies et de leurs limites, mais demandent 
seulement qu'elles soient" constructibles" par la donnée d'un procédé de récur­
rence permettant d'en déduire chaque terme à partir des précédents • ~ais les 

suites de l'''Achille et la tortue" et de la " Dichotomie" le sont. Donc, ces 
écoles ne sont d'aucun sécours contre ce que les Grecs considéraient comme para­
doxal dans ces apories. Sans doute les géomètres de l'ancieltne Grèce faisaient 

beaucoup de constructions , mais le but de ces constructions était ou bien la 
dételnination d'lm objet, dont l'existence a déjà été admise auparavant pour 
d'autres raisons, ou bien une approximation suffisante d'un tel grandeur ou rap­

port ( par exemple, l'approximation de Tt par Archimède; l'existence de Tt 

était admise parce que les géomètres grecs considéraient COnIDIe évident que tout 

morceau d'une ligne au sens intuitif grec avait une longueur, et que cette lon­
gueur était égale à celle d'un segn~nt convenable de droite , car on pouvait tou­
jours " tendre" du moins , en pensée un morceau de courbe le long d'une droite ; 
et les approximations succéssives d'Archimède ne pouvaient pas servir de démon -
stration de l'existence de Tt , car cela conduisait tout droit au paradoxe 

d'Achille) , ou quand il s'agissai~ d(~ trancher la question d'existence d'un ob­
jet d'un certain type , les doutes à propos de cette existence étant de nature 
uniquement teclmique ; dans ce dentier cas , la solution du problème prenait la 

fonnc des conJitions de la possibilité (ÔLopC~C) d 'wle certaine construction 

(excmple construction d'un triangle avec trois côtés donnés; ÔLOP"LO).Iéc 

chaque côté doit nc pas dépasser la sonDne de ùeux autres) • Jamais les existen­
ces pour ainsi llire" fondamentales" (c.elles ùes longueurs ùes courbes, des 
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aires des surfaces , des volumes des corps , des tangentes , des points d'inter­

section des droites et des circonférences , etc...) , n'étaient prouvées par une 

construction . Ainsi , la géométrie grecque était très constructive , mais pas 

constructiviste .

Montrons maintenant que la méthode d'exhaustion ne comportait ( du moins , 

dans sa partie démonstrative ) aucun emploi de convergence et de limite , et 
ôtait en accord avec la virtualité de l'infini . lin quoi consiste-t-elle ? On

cherche la valeur m d'une grandeur M attachée à un objet ( p.ex. , le volu­

me v d'une sphère ) comme fonction m(a,b,...) de certains paramètres a , b , 

... caractérisant cet objet ( p.ex., le rayon r de cette sphère ) . On com­

mence de chercher , par des considérations heuristiques , la valeur plausible de 

m . Supposons qu'on ait ainsi arrivé à la conviction ( ou bien qu'il semble plau­

sible ) que cette valeur est mo(a,b,...) . Mais , maintenant , il faut essayer 

de prouver que , pour toutes les valeurs des paramètres a , b , ... , on a 

m(a,b,...) = mo(a,b,...) , ou plutôt , pour parler le langage conforme à la vir­

tualité de l'infini , qu'en fixant n'importe comment a , b , ... ( autrement dit, 

en fixant arbitrairement un objet de la sorte considérée ) , on a cette égalité. 

On commence par dire : " Soit o un objet de la sorte considérée , dont a , b, 

... sont les valeurs des paramètres . Supposons que m(a,b,...) + mQ(a,b,...). 
Alors , ou bien m(a,b,...) < m o(a,b,...) ou bien m(a,b,...) > m Q(a,b,...J " . 

On considéré d'abord le premier cas . Alors , en vertu de la théorie d'Eudoxe , 

il existe une valeur e de M telle que m0(a,b,...) - m(a,b,...) > e (à re­

marquer que la théorie d'Eudoxe , et la mathématique grecque en général, n'admet 

pas la valeur 0 des grandeurs ) . Considérons un e arbitraire . D'autre part 

en prenant un i arbitraire , on trouve , par une recurrence convenable ( en 

général , par une construction ) , pour tout j < i , une valeur m ^  de M ,
r il ^dont on peut prouver que m> J <m(a,b,...) . On calcule, en fonction de i ,
J fil

une majorante de m (a,b,...) - m> 1 . Si , en plus , on prouve que , e étant
1 fil fixé n'importe comment , il existe un i = i(c) tel que m0(a,b,...)- rnS J < e ,

1' impossibilité de ce premier cas est prouvé , car on a une contradiction pour 

e < m0(a,b,...) - m(a,b,...) , et un tel e existe . Le second cas se liquide 

( si possible ) d'une manière analogue . Enfin , on peut aussi prendre e infé­

rieur à la différence de m(a,b,...) et de m0(a,b,...) quelque soit son sens , 

et de chercher les mj^ dont les différences avec m(a,b,...) et m0(a,b,...) 

soient toutes les deux < —  e .

On voit que , dans ce type de raisonnement , toutes les infinités , qui y 

interviennent , sont traitées d'une manière virtuelle , et qu'autrement n'y in­

terviennent que les négations , les quantificateurs existentiels et certaines 

recurrences finies et fixées dans le raisonnement , qui les concerne . Les no-
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tions de convergence et de limite n'y intcrvierulcnt pas • Elles peuvent bien en­
tendu, intervenir dans la recherche heuristique préliminaire de moCa,b, ••• ) 
( et d'autant plus que , de notre point de we moderne , cette méthode semble 
les suggérer ) , mais cette recherche reste dans la tête du chercheur , et , 
s'il est lm mathématicien grec ( de l'époque considérée) biën orthodoxe , il la 

considère comme pas rigoureuse , et la garde pour lui • Tel était le cas d'Archi­
mède , sauf qu'il a osé d'en parler dans sa " ~Iéthode " (17). 

Les" principes de continuité" ont aussi passé tels quels le cas d'éléa­
tisme • En effet, " le mouvement ayant été démontré en marchant" , il n'y 

avait aucun obstacle à ce qu'un point puisse parcourir un morceau de ligne,d'un 
unique mouvement continu en passant par tous les points intermédiaires • On pou­
vait , d'ailleurs , décomposer ce mouvement en un nombre fini de mouvements par­
tiels successifs , mais il était interdit de le considérer conme décomposé en un 
nombre infini de mouvements partiels ou éffectue par des " sauts de puce " de 
plus en plus petits vers la llinite (18~ 

Dans sa conférence mentionnée , M. André Weil a dit ( je cite de mémoire , 
et peut-être pas littéralement ) : " Une idée ne devient une idée mathématique 
que le jour, où elle a des conséquences mathênatiques , c'est-à-dire conduit 

:J.ux théorèmes • Ainsi , l'idée de l'infini n'est devenue une idée mathématique 
qu'à partir de Cantor. " C'est, à mon avis, exact quant au fond, mais expri­
i~lé d'une manière trop restrictive • Une idée peut avoir Wle influence sur la rna­

thématique sans conduire directement aux théorèmes , soit qu'elle impose certai­
lles manières de faire les démonstrations, soit qu'elle bloque,ou freine certai­
nes théories peu compatibles avec elle, donc empêche l'eclosion de certains thé­
orèmes , soit qu'elle stimule le developpemcnt de certaines théories • Tel a été 
le cas de l'idée d'infiniment petit ( dont on sait, après les recherches d'A. 
Roblllson , qu'elle n'était pas si complètement fausse qu'on pensait auparavant), 
qui a stimulé pendant le l8e siècle et le déhut du 1ge J grâce nu bon système 
Jes notations de Leibniz qu'elle a suggéré et aux ilIlilges intuitifs qu'clle four­
nissait , le developpement des calculs différentiel , integral et des variations, 
ainsi que de leurs applications • Il est difficile de ne pas considérer cette 
idée conme une idée mathématique , bien qu'clle n'a conduit directement à auclUl 

(17) • Mais , contrairement à ce qu'affirme Heath , c'est Archimède qui a rai­
son , quand il considère les raiso.'1iJt2ments de sa " Méthode " comme non rigoureux. 
En effet , pour les rendre rigoureux , il aurait fallu soit introduire la notion 
de limite, ce que la philosophie de l'époque interdisait, soit se placer dans 
l'analyse non-standard de A. Robinson, ce qui était impensable pour Archimède. 

(l8) • C'est ce que veut dire Aristote quand il a.ffirma que l'infini " par divi­
sion Il ( 6LaCp~aL~ ) est aussi un infini en puissance • 
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nou\'cau théorèmc • Il cst exact que l'infini n'était pas lffiC idée mathématique 
jusqu'à Cantor à conditjon d'entendrc par" infini" l'infini actuel général. 
Par contre, l'infini dénombrahle potcntiel ct actuel l'a été dcpuis qu'on s'est 

occupé des suites, des séries ct de leur convergcnce ( même s'agissant seule -
ment des suites et dcs séries particulières) • Quant à l'infini virtuel, a-t­
H été Uile id(:e mathématique en mathématique grccque antique? Je pense 

que oui • Je crois avoir suffisenuncnt montré COIIUllent il a influencé la fonne 
des démonstrations. Il est vraisemblable que c'est lui, qui a empêché l'appa­
rition de la théorie de convergence • Car il est difficile de penser qu'un ma -
thématiden COIiL'IlC Archimède , qui a tant manié la méthode d'exhaustion , n'a pas 
eu l'idée de convergcnce des suites et des séries. Par contre, il n'est pas 
impossible (cofiUne je vais le montrer plus loin) que la virtualité de l'infi­
ni ait stimulé l'apparition de la théorie des rapports d'Eudoxe. 

Avant de quitter la philosophie et passer à la crise des irrationnels et 
ses conséquences , regardons brièvement la suite des événements , car certains 
ont influencé la mathématique • Premièrement , on constate le retour complet au 
point de vue de sens cOllunun • De nouveau , le monde , les choses c' es t ce qu'on 

sent, et ils sont corrune on les sent. Quand Socrate cite l'exemple de la di -
sparition d'une chose vue quand on ferme les yeux, il Y voit la preuve pas de 
ce que la chose vue ne coincide pas avec ce qu'on voit , mais de ce qu'on ne 

peut pas connaître complètement la chose par ce qu'on en sent: le problème .né­
taphrsique se mue , chez lui , en problème gnoséologique • On lisait encore Par­
méniùe , mais à la manière des Eléates - littéralement et sans rien comprendre • 
Le problème central de la philosophie devient celui de l'opposition entre l'être 
immuable , considéré comme seul intelligible (et là , presque tous les philo­

sophes ont adopté le point de vue des Eléates) et l' " incompréhensible" de­
\'enir ùont la réalité est pourtant attestée par nos sens , par notre monde 

" scnsiblc " • l..3 "sphère" de la "voie de la vérité" n'cst pas comprise 
COIIUlIC l'état momcntané de conscience du sujet, fonnant une unité syncrétique 
inséparablc et close en soi sauf par intuitions illusoires , mais connne la de­
scription de l' " être" abstrait incomp..1.tible avec le devenir. C'cst ainsi 
que Panil~llidc conmlcncc à apparaître conUllC lc fondateur de l'ontologie, ce 
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qui le fait classer plus tard, d'W1C manière érron~e , pal1lli les "idéali­
stes" (19). Il s'agissait, du mo:i.ns pour ceux qui ne voulaicnt pas nier la ré­

alité du monùe scnsiblc , ùe montrer la compatibilité dc l'être et de devcnir , 

d'expliquer le devcnir à partir de l'être. Ainsi, le problème de l'existcnce 

de la pluralité ( du moins , finie) s'effal:c ( car la pluralité existe sûrc -
Iilent dam; le lIlondc sensible interprété du point de vue du sens conunun ) , et se 

remplace par celui de la dérivation ùc la pluralité ( et du monde sensible en 

général) à partir de " lUl " ( qui coincide uvec l'''êtrc'' intélligible ) , cc 

qui donne 1 icu aw.: spéculations mystiques chez Platon et , surtout , plus tard, 
chez les Xéoplatoniciens , qui ressemblent étrungcmcrit alLX lIlythes héllènes le 

plus primitifs • 
Les philosophes , qui ont relevé le défi éléate - Anaxagore , Empedocle , 

Démocrite - consiùéraient que le monùe cst fonné des ent.ités homogènes , ayant 

tous les attributs de l'''être'' ( en particulier, chez D~mocrite c'étaient des 

atomes ) , tout devenir étant ùû à leur mélange ( ou séparation ) ou à leurs 

mouvements • Leur philosophie est sans intérêt pour cette étude excepté la re -

marque que Démocrite continue à ne pas craindre l'infini malgré les apories de 

Zenon • D'autre part sont apparus les philosophes en quelque sorte antimétaphy­

siques , ennemis d'abstraction , sc fiant uniquement au sens COI1U\1Wl et au lan­

gage - Sophistes et Socrate. C'était le conunencement de la philosophie discursi­

ve , qui , le plus souvent , se " paie de mots " , croyant résoudre ainsi les 
difficultés, bien qu'il lui arrive parfois de parler de vrais problèmes. Dans 

le sillage de Socrate , vint Platon • 
Platon suggère , d'abord , par son" mythe de la caverne" , que le monde 

( 19) • En fai t , la pllilosophie de Parménide , surtout sa " voie de la ver i té ", 
est indifférente par rapport au couple idealisme-matérialisme, qui se situe 
au-àelà de la charnière " voie de la vérité "-parmenidisme ouvert • En effet , 
une fois se trouvant sur le terrain du parménidisme ouvert , on peut adopter un 
des trois points de vue suivdnts : 1) il n'existe, dans l'univers, que des su­
jets avec seulement leur conscience , et les " choses " ne sont que des constru­
ctions cl partir des contenus de leurs états psychiques • C'est le point de vue 
subjectiviste , qui semble être , dans une certaine mésure , celui de Leibniz , 
et auquel apparti~nncnt Berkeley, Mach, Jlusserl et phénoménologistes , etc ••• 
2) l'univers se sépare en deux composantes de nature différente: l'esprit et la 
matière. Les consciences et le psychisme sont de l'ordre de l'esprit, tandis 
que les entités materielles en sont dépourvues • Les sujets réels sont formés 
par l'unioll d'un" corps" matériel ct d'ulle " âme" spirituelle ( la formation 
et le fonctionnement de cet union n'ayant jamais été expliqués) , qui le diri­
ge • C'est le point de vue dualistv , dont le représentant le plus typique sem­
ble être Descartes, mais qui a été celui de beaucoup de philosophes i 3) l'uni­
vers ne sc separe pas en un monde d'esprit et·un monde .de la matière. Il n'y 
a pas de psychisme sans support matériel • Ce point de vue est dit matérialiste, 
et par opposition cl lui , on range souvent les deux autres points de vue ensem­
ble sous le /lom d'idéalisme. On voit qua le parménidisme ouvert est compatible 
avec chacun d~ ces points dt.' vue, et que la " voie de la vérité " est sans rap­
port ilV(.'C vux • 
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sensible en devenir n'est pus la réalité la plus profonde, mais seulement le 

reflet d'un autre univers, celui de l'être. Par cette démarche, Platon appa­
rait corrune LUl lointain prédécésseur de Kant • Comme Kant ( et contrairement à 

Panllénide ) , il ne place pas cet uutre luüvers ni dans la conscience du sujet 
( qui correspond à l' "observateur transcendental " de Kant) , ni dans le "mon­

de sensible" ( qui correspond aux " phénomènes " de Kant ) , mais au-delà • Mais 
là finit la ressemblance • Tandis que, chez Kant , cet autre LUüvers est sa 

" noumène " , où , grosso modo , à tout objet du monde sensible ( " objet phéno­
ménal " ) correspond un " objet en soi " inaccéssible au sujet , chez Platon 

c'est l'univers des" idées" , en relation à la fois avec le sujet et le monde 
sensible, l'idée nc correspondant pas à un objet sensible, mais à autre chose, 
qui peut être LU1C catégorie de tels objets • Qu'est qu'une idée chez Platon ? 
Prenons, par exemple, l' "idée de triangle" • Premièrement, c'est la manière 
de sentir du sujet , qui lui permet de saisir cette notion , autrement dit , du 
point de vue parméniùien , l'intuition ( illusoire) de triangle. Deuxièmement, 

c'est la propriété, pour un objet du monde sensible, d'être un triangle. Troi­

sièmement , c'est un prototype idéal de tout triangle" sensible" , qui en est 
LUle réalisation imparfaite. Jusqu'à là , ChaCLUl de ces sens nous est compréhen­
sible , et seule leur amalgamation en une entité unique heurte nos habitudes men­
tales ( il faut dire , toutefois , que dans la théorie des ensembles il y a des 
glissements analogues : ainsi , la notion de cardinal de Cantor , qui est la pro­

priété cœrunune des ensembles pouvant être mis en correspondance bijective , a été 
remplacée , dans le point de vue de von ~eumaIU1 , par un prototype , qui est un 
ensemble bien ordonné particulier de cette classe). ~mis , ensuite, on quitte 
le terrain de ce qui nous semble " rationnel " , car non seulement les objets 
sensibles sont les copies imparfaites de leurs idées , mais ces iùées sont , en 
quelque sorte , la cause de leur existence comme les entités externes sont la 

cause des ombres dans la caverne • Les idées , étant intemporelles et inUlluables , 

ont tous les attributs de l'''être'' • Elles fonnent aussi toute une hiérarchie que 
Platon considère conune intélligible , et , en particulier , il peut y avoir pas 
seulement les idées des choses scnsibles , mais aussi les idées des idées, les 
idées des idées ùes idées , etc ••• ,ce qui , si l'on donne li l "'idée" son second 
sens" propriété" , fait ùe Platon un lointain prédécesseur de Cantor ct Frege •• 
avec l'extension en moins. Si réellement Platon aurait pu expliquer comment les 
idées engendrent les choses et leur changement , il aurait expliqué co/mlent le 

devenir sensible provient de l'être intélligible • Le moins qu'on puisse dire est 
qu'il n'y a pas réussi. Mais, fortement influencé par la tradition pythagorien­
ne et par" tout est nombre" de Pythugore , il a cherché à le faire avec l'aide 
de la math~lIlat iqllc et de ce qu'il cons.i.démit COIIUlIl.' idées mathématiqucs • C'est 



pourquoi, en philosophic dc Platon, la m:.lt}u3Jaatiquc apparait COIIUIIC la premiè­

re des sciences, et la plus néc0ssaire aux philosophes. De lù vient l'impul -

sion que Pl<:lton , qui s'est. cntourl- des plus brillants ct pro[onds mathémati -

ciens de l'époque, <l donné au développelllcnt de la mathématique grecque. C'est 

autour de lui que le: m)'stère des rapports irrationnels a été éclairci successi­

vement par deu.'X \'oies différentes : la t.héorie antiphairétique (que certains 

attribuent à Théetète) ct la théorie des rapports d'Eudoxe , qu'on a trou­

vé tous les corps réguliers, et qU'OH a cherché à résoudre deux "grands pro­

blèmes "ùe J'ant.i~uité ( que nous savons irrésolul.Jles par la règle et le compas): 

la duplü::ation du cube et la quadrature du cercle • Mais , en dehors des idées 

des figures spatiales , quelles étaient Il!S "idées" mathématiques de Platon? 

C'est, d'abord, l'idée Je "Un ". A prcmière vue, c'est la propriété d'être 

un objet individuel et le prototype idéal d'un tel objet : il est donc , par na­

ture , insécable ct ne manifeste aUClUle qualité particulière • r.1ais Platon a lu 

Panllénide , bien entenùu sans le comprendre , ct il est persuadé que Parménide 

a dit des choses profondes (bien que peut-être trop absolues) et nullement 

des absurdités • Ainsi Platon identifie son "idée de Un Il avec "Un" de 

Pannénide (dont il a , d'ailleurs , lcs caractères formels ) • Connne Pannénide 

dit que ce "Un Il est le seul existant, donc (si l'on lit Parménide littéra­

lement) équivaut à l'Univers , Platon considère l' id~e de "Un" comle une 
iùée suprême et construit toute une théorie mystique de génèse graduelle , dans 

le monde des idées , de toute pluralité (finie) et de toutes les idées à 

partir de celle de "Un Il • Cette théorie ne nous intéresse pas ici , car elle 
n'a cu aucune influence sur la mathématique grecque (20? Par contre, les idées 

des nombres, c'est-à-dire des entiers positifs, ont eu WIC telle influence. 

Qu'est l'idée de nombre n:;> 0 chez Platon? C'est le prototype idéal de ce nom­

bre , c'est-à-dire la collection de n Il wlitGs " , autrement dit de n objets, 

privés de toutes leurs qualités sau[ l'indiviùualité • Il est clair que les fra­

ctions ratiOlUlelles ne répondent pas à une telle idée de nombre, car l'unité , 

par sa nature , ne peut pas se partager • La seule idée des fractions admissible 
pour Platon était celle (déjà adopté par les pythagoriciens) de rapport des 

entiers. C'est pourquoi les mathônaticiens de l'entourage de Platon se moquai­
ent des calculateurs (" logisticiens") "qui changent l'unité pour de la 

ménue J1lOnn3ic " • Ainsi , avec Platon, les fractions ont perdu (pour 150 ans 

(20) • Toutefois, la gônération graduellv des pluralités, qui est comme suit: 
la "dyade" fait passer de un à deux, de deux il trois, etc ••• , a eu des imita 
teurs à notre époque: il s'agit de la définition ordinale des cardinaux fillis. 
Cette cO/1struction .. l été reprise telü! qUtylle dù/1S l'intuitionnisme de Brouwer, 
ct ll~ "prim" de 1'Cil1l0 /1'est pa.s autrL' C]IOSV que la "dyade" de Plùton • 
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environ) leur statut des nœnbres (et, même • d'opérateurs des grandeurs Jet 
sont devenus WlcaS particulier des rapports (21). Egalement, rien ne correspon­

dait , dans le monde des idées de Platon, à la multiplication des segments qui 

(21) • La plupart des auteurs affirment que déjà l'école pythagoricienne, à 
cause de l'insécabilité de l'unité, a banni les fractions de la mathématique, 
en n'admettant que les rapports des entiers (positifs), considérés comme ra­
dicalement différents des fractions correspondantes • Ils affirment que cet état 
de choses a duré jusqu'à Archimède. Mais certains de ces auteurs indiquent des 
faits , qui obligent à nuancer ces affirmations • Il est certain que les anciens 
Grecs donnaient le nom d' "apl,,~lJôs " seulement aux entiers > 1·, mais, en 
fait, les fractions de la "logistique" étaient aussi réssenties comme une 
sorte de nombres , car c'étaient des objets , avec lesquels on opérait, et qui 
servaient d'opérateurs de grandeurs • Ce sont bien les pythagoriciens, qui sem­
blent avoir introduit la notation mIn des fractions , et qui , dés le début 
( vers 550 av. J.C. ) , ont considéré les rapports des entiers • Mais il ne 
semble pas qu'ils opposaient ces rapports et les fractions correspondantes com­
me entités de nature différente (relations et objets) , mais , plut~t qu'ils 
les identifiaient • Déjà pythagore lui-m&le , en règlant la longueur de la corde 
pour obt~ir le son de hauteur donnée par rapport à celui , émis par une corde 
fixe , faisait jouer aux rapports le r~le des opérateurs des longueurs • Sans 
doute , à un certain moment , les pythagoriciens se sont aperçus que la notion 
de fraction des "logisticiens" en tant que " parts de l'unité " était incom­
patible avec l'indivisibilité de l'unité, et vers 400 av. J.C. (voir, p.ex.; 
B. L. van der Waerden, "Ontwakende Wetenschap" , chap. V , Nordhoof , Groningen 
1950 ; I.G. Bachmakova , "Leçons de l 'histoire des mathématiques dans l'ancienne 
Grâce" ( en russe) , Leçon 2 , §1 , p.246 , Etudes historico-mathématiques ( en 
ru~se ) , nO Il , Moscou 1958 ) , ils ont construit une théorie des rapports ra­
tionnels (devéloppée et perfecti.onnée par Archytas et Tbéetète ) , qui ne con­
tredisait pas cet.te indivisibilité . • Mais cette théorie (qui était de 150 ans 
environ postérieure au début de l'école) n'était pas créée pour bannir les fra­
ctions , mais pour rendre leur théorie et leur usage plus rigoureux • Citons I. 
G. Bachmakova (ibid., leçons 5-6 , §6, p. 322 ) : "En ce qui concerne les 
rapports d'entiers, il n'est pas douteux qu'en fait on les considérait toujours 
comme nombres généralisés en les identifiant avec les fractions • Ainsi faisait 
déjà Archytas, en passant, dans sa " théorie de l'harmonie" , des rapports 
des entiers à leurs "parts" (c.à.d., parts fractionnaires) " ••• "Archi­
mède , dans "La mésure du cercle " , aussi passe librement des rapports des 
entiers aux fractions" • Je ne suis pas d'accord avec "toujours", car Pla­
ton (suivi par Aristote) a nettement opposé les rapports aux fractions 
comme entités de nature différente, et a banni les fractions de la 
mathématique théorique pour au mOins 150 ans (450-300 av. J.C.) , car Euclide 
observe Son interdit , et pas Archimède • c'était donc une éclipse temporaire 
de leur rdle ~e nombres , et nullement la réconduction d'un interdit pythagori­
cien • Archimède , dans presque tout son oeuvre , emploie les fractions comme 
opérateurs de grandeurs , mais aussi (et tout particulièrement dans sa "Mésure 
du cercle" ) effectue les opérations rationnelles sur les fractions , le plus 
souvent la multiplication, mais aussi l'addition et la division. si l'on se 
souvient à quel point Archimède a été attaché à la rigueur (il n'a jamais voulu 
ccmsidérer comme rigoureuses les démonstrations de sa "Méthode"), il semble 
qu'il considérait cette manière de faire comme irréprochable. Il parait ( voir 
B. Kolman , "/listoire de mathématique dans l'antiquité" (en russe) , p.74 , Mo­
scou 1961) qu'Archimède et les mathématiciens plus tardifs répondaient à ceux, 
qui le leur reprochaient , en disant que déjà les "anciens" (c'est-à-dire, 
les pythagoriciens) proc6daicnt ainsi • 
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fut aussi interdite en tant que méthode de raisonnement • 
Il est difficile de dire quel a été l'impact des apories de Zenon sur Pla­

ton et san école, et , en particulier si , et à partir de quand, l'emploi des 
suites infinies a été interdit. Il Y a eu , dans l'école de Platon, deux théo­
ries des rapports irratiollnels : la plus ancienne - antiphairétique , emploie 
de telles suites , tandis que la plus jeune , celle d'Eudoxe , se confo~e stri­
ctement à l'interdit d'un tel emploi. Peut-être a-t-on refléchi , dans cette 
école , sur les apories , et en a-t-on tiré les conséquences un peu avant la 
théorie d'Eudoxe ? 

Que dire d'Aristote , philosophe rnyope , mais homme de science remarqua­
ble(22)? Il a codifié les règles de la logique, mais an en usait en pratique 

avant lui • Il a souligné et précisé , grâce à ses concepts d'acte et de puissan­
ce , la virtualité de l'infini. Il a retréci la notion trop large d'idée, en 
ne parlant que des prédicats concernant les choses concrètes • Mais en ce qui 
concerne la mathématique , il n'a fait que cristalliser ce qui était déjà admis 
avant, bien qu'il ne faut pas sous-estimer l'influence de cette cristallisation 
sur les mathématiciens camme Euclide • Quant à sa "loi de canpréhension et 

d'extension" , c'est une banalité ~ où le mot " extension" n'a pas du tout le 
sens qu'il a actuellement en logique: elle veut dire que si l'on restraint ré­
ellement un prédicat en y ajoutant une condition supplémentaire , tout objet sa­
tisfaisant au nouveau prédicat satisfait aussi à celui de départ, tandis qu'il 
existe des objets satisfaisant au prédicat de départ , mais pas au nouveau • 

(22) • Sans doute, a-t-il été trop souvent trompé par les apparences, surtout 
quand il voulait trop expliquer • Mais certains reproches qu'on lui fait sont 
fallacieux. Ainsi, sa mécanique, bien que fausse, n'est pas tout-à-fait 
absurde , car elle contient la théorie , exacte en première approximation , du 
mouvement uniforme d'un mobile dans un milieu avec frottement. Il a , certes, 
manqué celle du mouvement non-uniforme, qui est à la base de la mécanique de 
Newtml • Mais pouvait-il y penser , vu que les Grecs considéraient le mouvement 
non-uniforme comme hautement inintelligible? an lui a reproché d'avoir oublié 
dans sa logique les quantificateurs. Mais la virtualité de l'infini lui inter­
disait d'envisager (sauf pour les collections finies fixées) le quantifica­
teur universel • 
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§3. - Crise ùes irratiOlUlels. 

Comllle on a déjà dit , C'(;~st dans l'entourage de Pluton qu'on a tenté et 
réussi à surmonter la crise declélnchée par la découverte des rapports irration­
nels , en les intégrant duns tUl système des notions cohérent • La première solu­

tion (que certains attribuent il Théetète) a été la théorie "antiphairéti­
que" de ces rapports • Elle consiste à appliquer aux deux grandeurs , dont on 
considère le rapport, l'algorithme d'Euclide, ce qui revient, de notre point 
de vue , à devélopper ce rapport en fraction continue 

= a o + ------
1 al + ---

et de faire correspon~re à ce rapport la suite 

finie s'il ne l'est pas) uo ' al , a2 , ••• 

( finie s'il est ratiorulel , in­
des éléments de ce devéloppement , 

qu'on appelait son "antiphairésis". Deux rapports sont consiùérés conune 

égaux. s'il leur correspond une même suite d'entiers ainsi définie, et l'inégali­
té des rapports est détel1l1inée , d'une manière évidente, par la parité de pre­
mier indice , à partir duquel leurs antiphairèses différent et par le sens de 
l'inégalité ùes éléments corrcspondrults de leurs suites. Si l'on munit ( de notre 

pornt. de vue ) les suites (a.) des entiers de topologie de leur convergence 
l 

formelle (deux suites étant d'autant plus proches que le premier indice, à 

partir duquel eUes diffèrent est plus grand ) et les rapports de la topologie 
usuelle ÙI:.S nombres réels, l'application précédente 0.-+ (ao ,al,a2 ••• ) n'est 
pas continue , et ses points de ùisconti.nuité sont les rapports rationnels • Ce 
fait a créé, alL'X mathématiciens grecs, des difficultés énormes (et plus que 

techniques) quand ils ont chen.:hé il fonder la théorie des i l'rationnels sur cet­
te base : ils ont été obligés à recourir aux procédures non bornées et , même in­
finies, en particulier pour déli'ontrer certains théorèmes (collIne (A:B) = (C:D) 

=---;> (~\:C) = (1):U)) ou définir certaines opérations conune celle ùe composition 

ae des rapports o., 13 • En cffet , si (ai) , (bi ) ,(ci) sont les antiphni­
rèses de o., 13 ,ae· respectivement, lUI c. n'cst detenniné , en général, que 

l 

par la donnée des élq , bq q parcourant tous les indices ~ j , où j ~ i dc-
pend des a. 13 et n'est pas borné en fonction de i; et si ca est rationnel 

sans que a. (et ~) le soit , ce fait ne peut être établi et les c· (ou, 
l 

même , LUI c· 
l 

irè~cs (a.) 
l 

particulier) ne peuvent se calculer qu'en utilisants les antipha-
et (b.) ('n totali t6 • 11 est vraiscmblable que ce sont ces dif­

l 

fieul tég , '-lui ont incité les 1I1.:1thémat.iciens éIIui.s de Platon il prendre uu sérieux 
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les apories ùu Zenon et lus ont incité à chercher LUle autre théorie ùes irration­
nels n'employant pas les suites infinies (23) 

Cette autre théorie, celle ù'Euùoxe , est trop COJUlue pour qu'on doive y 

insister beaucoup. C'est la théorie des coupures, lIIais dans le cadre de l'infi­

ni virtuel • Deux rapports (A:B) et (C:D) (où A, li sont ùes valeurs d'une 
même grandeur , et aussi C,]), mais ces deux grandeurs peuvent être différen­

tes) sont égawc s'il n'existe aucun couple m, n d'entiers tels que mA<nB 

et mC>nD ou mA>nli et mC<nD. On a (A:B) < (C:D) s'il existe LUI tel couple 

avec mt\<nB et mC>nD, et on a (A:B) > (C:]») s'il en existe LUI avec les iné­

galités inverses • Bien entendu , cela exige la démonstration (assez facile à 

[aire ) que les deux cas ne peuvent pas sc présenter (avec les couples (m,n) 
différents) en même temps • COlrolle on voit , cette dé fini tion , qui n'emploie 

que le quantificateur existenticl et sa négation , et ne considère que les col­
lections finies d'objets individuels, est en accord avec la virtualité de l'in­

fini ( mais nullement avec l' intuitioIU1Ïslllc ou constructivisme ! ) • 

Euclide (à la suite d'Eudoxe) définit, à partir d'un rapport a, un 
certain nombre d'autres rapports qu'oll écrirait aujourd'hui l+a, 0.-1 ( si 0.>1), 

1/0. , 0/(0.-1) = 1/(1-(1/0.)) (si a > 1), 0.2 0.3 , et , si a, e sont deux 
rapports ,le "rapport composé" aa. Les anciens Grecs ne considéraient pas 

les rapports connue nombres (surtout quand on comprenait le mot "nombre" au 

sens si restrictif de Platon) • Ce n'étaient même pas les objets, mais les re­

lations d'objets , les seuls objets vérit.ables étant les valeurs des grandeurs. 

C'est pourquoi les lllathématiciens grecs répugnaient à opérer a,,"ec les rapports 

ct , même, de les employer dans les démonstrations (bien que c'est arrivé par­

fois il Archimède ) , où , sauf rares exceptions , on raisonnait directement sur 

les valeurs des grandeurs ils servaient essentiellement pour exprimer les ré-

sultats finaux des théorèmcs . C'est pourquoi il est anachronique de considérer 

l+a ,0.-1 , 1/0. , etc ••• comme opérations unaires et aa COIIDne opération binaire: 
ce n'étaient que des constructions (ou définitions) en vue d'énoncés. Ceci 

dit , si l'on regarde , COIIUlIt' nOlis le faisons , les rapports connnc nombres réels 
positifs, et les constructions prvcéJcntes comme les opérations sur ces nombres, 

toutes les opérat.ions ratjOIUlc11cs peuvent s'en ùélluire : en effet, on a a+!3 = 

0.[ 1 + ( e ( 1/0. )) ] , a-J3 = a [ 1 - ( ~ ( 1/0. )) J (a > e) , aa est déjà dé­

fini ct a/!3 = a (l/e) . 

(~:i) • 1..a th60rie antiplJairc5tique cl , toutefois, laissé des traces dans les 
" Eléments " d'l-:uclide sous la forme de la proposition 2 du livre X • Toute­
fois , si l'on examine la d6mOl1stration d'Euclide, on constate que, malgré 
l'emploi du terme" jamais" dans l'énoncé, il l'a mise en accord avec les exi­
gences de la virtual..i te:: do 1 ' infini • 
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L'éxégèse de la théorie des rapports d'Eudoxe par les IJk1.thématiciens et 

les historiens ùes lIl:.1thématü-lues actuels a posé un certain nombre de problèmes, 

auxquels , le plus souvent , ils ont donné ùes réponses anachroniques ( parfois 
d' Wl anachronisme ùesarlllLlnt ) , car ils se sont placés d'emblée au point ùe vue 

ensembliste , totalemcnt étranger et , même , contraire à la mathématique de 
l "U1cieIUle Grèce • Passons en révue ces problèmes : 

1) Les rapports d'Eudoxe formaicnt-ils le demi-corps positif d'un sous-corps ùu 
corps réel ( orùOIUlé ) ? La réponse catégorique est : non , et ceci pour plusi­
eurs raisons: a)A cause de Ja vjrtualité ùe l'infini, le système de tous les 
rapports ne pouvait pas être envjsél!;ée par les anciens Grecs(2'+); b) les rapports 

n'étaient pas ùes objets , mais des relations d'objets ; c) selon toute vraisem­
blance , les élllciens Grecs n'ont jamais envi.5agé les constructions des rapports 

( y compris leur "composition") COImne opération;, en effet ~ conment se 
pennettre d'opérer avec les entités qu'onone c.onsidère pas conme des objets? 
Par contre, l'absence de la définition explicite de l'addition a+f3 des rap -
ports me parait plutôt une imperfection technique de la construction d'Eudoxe 

qu'une différence essentielle cntre les rapports ct les nombres réels en effet, 

a+a est W1C superposition des l+a, lia et a8, qui sont définies , donc peut 

être considérée comme définie implicitement • Ainsi , en peut dire que , malgré 

ce que les rapports et leurs propriétés prouvées par Eudoxe constituaient poten­

tiellement le demi-corps positif d' Wl sous-corps du corps réel (du point de vue 
technique, la théorie d'Eutloxc contenait tout ce qu'il fallait Dour cela) , Eu-

• 25 
doxe , pour des l"aisoils philosophiques, ne l'a c.onstruit qu'en "pointillé"( l 
(2'+) . Ils ne pouvaient ellvisager que la propriété virtuelle d'être un rapport. 
On peut envisageor les structure:;; (forcement de premieJ." ordre et d'arité finie) 
sur de telles propriétés virtuelles , mais définies virtuellement . Ainsi , si 
p est une tella propriété virtuelle , une loi de composition interne et binai­
re n'est pas une application de pxp dans p (cela n'a pas de sens) , mais 
un procédé faisant correspondr~ à un couple arbitraire d'objets (x,y) ayant 
la propriété p un objet f{x,y) ayant la même propriété. Et une relation 
d'arité n n'est un sous-ensemblv d,~ la puissance cartésienne pn de p (elle 
est aussi virtuelle) , ma.is , pour un Il-upie arbitraire (xl,x2' •• "xn ) d'objets 
ayant l.a propriété p, le crit("rc pour qu'il satisfasse il ladite relation .Bien 
entendu , ll~s axiomes de telles stl"l.lctures virtuelles ne doivent employer que 
la logique du premier ordn~ sar.s usago explicite du quantificateur universel • 
On voit à quel point sont inadéquates , pour de telles structures virtuelles et 
leurs supports (et clnarchroniques quand il s'agi t des rapports et des valeurs 
des grandeurs chez les ancit:ms Grecs) les termes comme "forment", "ensem­
ble" , "système" , "domaine" employcjr, par A. Youcl1kévitcll , S. Zervos , N. Bour­
bilki , f~tc: ••• 

(25) • A. Frc'nkel et I.Bar-lIillel ont écrit, dans leurs" Foulldations of the 
set tllCory " , "La tl1éorie dt~S proportions aurait pu donner aux Grecs la pos­
sibilité dû définir la llotion de nombre irrationnel et de dcvélopper lcl théorie 
aritJun(.~tique du continu; pourt"'l1lt , on J/(.' sclit pas pourquoi, ils ne l'ont pas 
fait.". Je penSt~ qu'on sait très bien pourquoi. 
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La répugmul!.:e des mathém':lticjcns grecs à calculer avec les rapports (qu' 

il est difficile d'expliqllcr par les seules raisons tcdmiqucs) se constatc fa­

cilement • Ainsi, J.:uclide n'emploie que deux fois le rapport composé: dans la 

proposition 23 du livre Vl ct. dans son analogue pour les rapports des entiers, 

qui est la proposition 5 tÏi.i UnC' VIII. Encore n'en use-t-il que pour fonnuler 

les énoncés , ct nullement d:ms 1(::; '.:a]cu15 .A. Youchkévi tch affinne (p. 101 du 

t. l de son" Histoire dt: la ;.iathélllë.tique " ) qu'''An:himèùe a calculé avec vir­

tuosité " à l'aide <.les rapports. ;\Lüs si l'on regarde de plus près, on consta­

te que , sauf dans un pet i t nombre Je cas [11 end roi ts ( pp. 64 ,65 , 88, 116, 

118 , 135 , 136 , 148 (2 fois) , 219 , 28S ) sur 326 pages du texte anglais 

(traduction de Heath de 1897 rGéditt~ par Dover Publications ) de ses Oeuvres] , 

Archimède n'use que l'égal i té et ]' ÏI1égali té des rapports pour exprimer les ré-

sultats de ses calculs , m .. 1.is ces calculs ( en effet , pleins souvent de virtu­

osité ) sont faits directement sur les valeurs des grandeurs grâce à la " multi­

plication des segments" . Et dans le petit nombre d'endroits cités, où Archi­

mède s'est servi des rap~orts co;:·,posés , il l'a fait probablement parce qu'il a . 

cu l'opportlL."1.ité d'arri\".~r rupidcmcnt au but par application évidente ùe leur 

définition (A:B) (B:C) = (A:C) . 

Un point de vue particulièreillent anti-historique a été exprir.lé par ~.Bour­

baki (Topologie générale , cnap. IV ( Nombres réels ) , ~ote historique , p. 

144-145 ,lIermann ,Paris 1942 ) • Il affinne que les rapports queh:onqu~s (com-

me c'est. effcctü"cment le cas pour les rapports ratiOlmels , du moins quand ils 

étaient identifiés avec les fractions) ont joué le rôle dcs opérateurs des gran­

deurs continues quelconques i. citons : "On notcra que , pour Eudoxe , les gran­

deurs d'une espèce donnée IOl"!!lent un systèm~ fi ~ loi de composition interne 

(l' addi tion) , mais que ce s)'st ·:-me possède une loi de composition externe avec 

pour opérateurs les rapiJOr1..S (!c' p'.lI1Jcurs ••• " Que ces rapports fonnent un do­

maine d'op~rateurs pour t,:wte espèce de grandeur ••• " ... " Ainsi, l'idée génia­

le d'Eudoxe permettait dl it!entiLïcr entre eLLX les domaines d'opérateurs définis 

pour toute espèce de grandeur • Il ) • Or , du point de vue historique , cette af­

finnution , ind~peJlde;;l!lIl~llt de sa formulation en langage enscmbliste inadéquat , 

est une bourùe monumentale. En effet, s'jl en était ainsi, on aurait dû ren­

contrer dans les text.es mathématiques grecs , les expressions de la [onne 

(A:B)C (où A , B , C sont des v~dellrs des grandeurs, dont A , 13 d'une même 

granJeur et telles que (J\:H) I1C: soit. pas supposé rationnel) ou , tout au moins, 

(A:B)B (qui est = A ) •. Or , Oil ne trouve rien de semblable ni dans Euclide, 

ni , sauf si (A:B) est un r:l11port munérique rationnel , d.:ms Archimède • Pour­

tant, l'oeuvre d'Archimède plilule de produits des grandeurs géométriques par 

les fractjons rationnelles, de produits de segments ou d'lUI segment par LUle 
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aire , et on y rencontre aussi les sommes et les protluits tles fractions et les 

composés (A:B) (C:))) tics rapports. Aucun conunentateur n'en parle non plus. 

Ainsi, les rapports n'ont jamais été employés comne opérateurs tle grandeurs 
par les mathématiciens grecs , sauf dans l'imagination collective de M. Bourbaki. 

La suite n'est pas tellement mieux. Bourbaki continue: " Le tlomaine 
d'opérateur universel ainsi construit , était donc pour les mathématiciens grecs, 

l'équivalent tle ce qu'est pour nous l'ensemble des nombres réels; il est clair 
d'ailleurs qu'avec l'atlùition tles grandeurs et la multiplication des rapports 

de grandeurs, ils possedaient l'équivalent de ce qu'est pour nous le corps de 

nombres réels , bien que sous une fonnc bcaucoup moins maniable .". Il est éxa­
géré ue dire que les rapports étaient , chez les anciens Grecs , analogues à nos 
nombres réels , car ils n'en assumaient que très partiellement le rôle ( en par­
ticulier , ils n'étaient pas les opérateurs de grandeurs) • Par ailleurs, pour 
des raisons métaphysiques: virtualité de l'infini, non-opérabilité des rapports 
( considérés COlline relations et pas COJlDlle objets) ils ne constituaient pas une 
véritable structure, un "système" • j\1ais pourtant la théorie d'Eudoxe définit 

le produit ( explicitement , sous le nom du "rapport composé") et la somme ( im­

plicitement , comme une superposition des 1+a., 1/a. et aB) de deux rapports 
a. , l3 • Ainsi, si l'OIl se place, comme Bourbaki, au point de vue ensembli­
ste, la construction d'Eudoxe fournit une structure équivalente à la partie po­

sitive d'un corps de nombres réels • Bourbaki ne le remarque pas car, pour des 
raisons dogmatiques ( dans son "Algèbre" , il ne considère comme lois de compo­
sition que les seules lois de compositions binaires ) , il ne remarque pas la 
présence , dans cette structure , des lois de composition unaires 1 +a. , 1/a. , 
etc ••• ( dans son "Algèbre" , il camoufle, pour rester fidèle à son idée fixe, 
les ensembles des lois de composition lUlaires en une "loi de composition exter­
ne" , notion d'ailleurs utile dans certai.ns cas) • Ainsi, si les Grecs n'avai­
ent pas de structure des nombres réels, cela n'étaH pas dû aux raisons techni­

ques , mais uniquement métaphysiques , qui empêchent aussi bien de jouer LUl tel 
rôle à son substitut que Bourhaki suggère, et qui est, au fond, parfaitcment 
inutile. D'aillers , aUClUl mathématicien grec n'en a eu l'itlée et ne s'en est 

jamais sery i . Qu'est cc suhsti tut ? S'il s'agit d' LU1C seule grandeur avec les 
rapports connue opérateurs , c'est ( du point de vue ensembliste ) Wle structure 
équivalente à la partic positive tI'un espace vectoriel totalcment ordonné sur 
un corps Je nombres réels, qui, à l'isolllorphie près, ne depcnd pas du choix 
de cette grandeur ; et s'il s'agit ùu système Jc toutes les grandeurs COlUlUes 

aux Grecs avec les rappOl"ts connne opérateurs et , en plus , les opérations com­
me multiplications des St'gmellts , il s'agit d'une partie ù'wle structure appelée 
cOl"poide ( j' y reviendrai dans un autre article) • 
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2) Etant donné deu."( valeurs arbitr .. ires A ,il dlLUle grandeur et lUte valeur C 

d'une grandeur pouvant être différente , existe-t-il ( ou , du moins , est pen­
sable) toujours la valeur IJ de la seconde grandeur telle que (A:B) = (C:D)? 
( bjcn entendu , cette l{uest.ion concerne la mathématil{ue grecque , et les gran­

deurs en question sont supposées "continues" au sens grec ) ? Cette question 
peut être fonnulée comme suit "de l'extérieur" en langage ensembliste· : l'ensem­

ble des mésures à l'aide d'une lmité fixée de toutes les valeurs possibles d'lUte 
grandeur ("continue") est-il indépendant du choix de la grandeur et de celui 
de l'LUüté de mésure ? Bien que cette affinnation nI est nulle part formulée , 

l'étude attentive des textes ( surtout, des démonstrations) mathématiques grecs 
( en particulier, d'Euclide) ne laisse pas de doute que la réponse est : oui , 
et clest l'avis à peu près général ( fonnulé avec plus ou moins de conviction) 
des historiens de mathématique • ~bis l'lUtanimité cesse quand on deméUlde pour­

quoi les anciens Grecs ont adopté ce principe • En particulier , i'1.\1. H. Hasse 

et Il. Schol? avancent l'explication, qui est, grosso modo, la suivante: 
ces auteurs supposent qu'étant donné deux suites UI ,U2, ••• ,U , ••• et VI,V2' ••• 

n 
Vn, ••• de valeurs d'une certaine grandeur, dont la première croissante et se-

conde décroissante, et telles que n'importe lequel tenne de la seconde suite 
soit superieur à nI importe lc~quel tenue de la première , les anciens Grecs con­
sidéraient comme évident l{i.l' il existl· LUle valeur de cette grandeur séparant les 

deux suites ( ils n'aHinnent pas, d'ailleurs, que les Grecs l'ont formulé 

comme un principe eÀ~licite , mais seulement qu'ils l'appliquaient dans des cas 
particuliers , qui se présentaient ) • Ceci pos~ , entourons la valeur B de la 

première grandeur des sui tes al", a2A , ••• , o.nA, .et r3IA, r32A , ••• , r3nA, ••• 
des multiples rationnels de A , la première suite tendant vers B en croissant, 

et la seconde en décroissant , ce qui s 1 eÀ~rime par la condi tion que r3nA - OnA 
devient inférieur à toute valeur fixée de la grandeur pour n assez grand. 

Alors , al C , ~C , ••• , Clr1C ,... et PIC, a2e , ••• , PnC,... .;ont des sui tes 
analogues pour la seconde gr<ll1deur , et on montre facilelilent , que la valeur sé­
parant(.3 D, dont l'existence est assurée par le principe énoncé, est lUtique , 
ct que (A:H) = (C:D) • Supposons qullUt tel raisonnemcnt ait réellement existé , 
il ne pouvait pas apparaître avant que la notion des rapports irrationnels ait 
été LUl peu éclaircie, c'est-ii-ùire pas élvant le Jébut du 4me siècle av •. J.C., 

,seulemcnt au temps de Platon. D'autre part, à l'époque de la théorie d'Eudoxe, 
LU1C telle démonstration de l'existence de D n'aurait. pas été admissible, car 
l'emploi tIes suites infinies était proscrit. Il est vrai qu'on peut moùifier 
le raisonnement précédent en 11; rendant compatible avec la virtualité de l'infi­
ni : en effet, si (A:13) est jrrationnel, fi n'est pas panlli les multiples 
ratjonn'::ols cA de A , mai~ définit lUle coupure p:mlli ces multi.ples , ct cA -+ a.C 
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transformc cette coupure cn WIC des multiples rationncls de C. Cette coupure 
pcut être définic à partir dc cellc dc départ à l'aide sculemcnt des quantifica­
tcurs existenticls et des Tupports ùes entiers , et on aurait lme démonstration , 
compatible avec la virtualité de l'infini, en adoptant, pour cette coupure 
particulière, le principc de l'existence d'WIC valeur séparante ses deux clas­
ses • J'.1ais si tel était le cas , Platon et surtout Euclidc aurait dû parler de 
cette démonstration • Or , ce n'est le cas et on ne trouvc dans aucun texte 
mathématique ou philosophiquc la plus faible allusion à ce sujet • Ainsi , l'ex­

plication de f-h\I. 1·lasse et Scholz est une hypothèse gratuite , ne s'appuyant sur 
aUCWl texte et n'ayant pas de basc historique. Tout au plus pourrait-on suppo­
ser qU'wl tcl raisonnement ait pu être fonnulé au temps dc la théoric antiphai­
rétique , mais sans avoir jamais pris la forme pouvant lui donner ultérieurement 
une valeur démonstrative • :,1ais même cela est très douteux car rien ne prouve 
que les anciens Grecs admettaient ( c:.~ , même , ont envisagé) , même dans des 
cas part iculiers , le pr inc·j !~~~ j~ "complétude dedekindienne" que ces auteurs 

leur attribuent. Et , J'autre part, il existe l'explication plus simple et na­

turelle que voici, qui ne fait inter\'eni~ aucun procédé infini, de ce qu'ils 
admettaient l'existence àe la quatrième propcrtionnelle : a) avant la découverte 
de l'incommensurabilité, les fractions étaient considérées, dans l'école pytha­

goricienne connne opératcur'5 d~s grc:ndcurs divisibles , et , ainsi , les rapports 
des valeurs d'une gr:ll1lk l.lr quelconque à tme uni té arbitrairement fixée étaient 
tous les rapports des ()Ilticrs ; b) pour des raisons heuristiques , dont nous 

ignorons lcs détails, les mL! thép,.'lticiens grecs ont dû avoir la tendance de penser 

qu'il en est dc même pour les rapports quelconques, c.'est-à-dire qu'il n'y a au­
cunc raison pour que les valeurs possibles des rapports dependent de grandeurs 
et de l 'luüté choisi.e ; c) et , surtout, cette intuition était confinuée par 
les faits, car, pour tO~ltcs les grandellrs COlUmes de Grecs, elle pouvait être 
démontrée en effet : a) ("l'ci est vrai pour les longueurs , car si sur Wle 

droite OX, on prend le~ segments 03, oc dc longueurs respectives A, C , 
ct si sur le perpend.i.\.u]ai}"(~ :11' fi ox on prend un segment ab de longueur 

B, oh coupe le pcrpcndiclllair.... cq 11 ox en un point d , tel que , si D 
est la longucur ùe cd ,on .dt (I\:B) = (C:D) ; (3) considérons les rcctangles 

d'WIC hautcur fixée. Le rapport de leurs aircs est le même que cclui ùes lon­
gueurs dc leurs bases • Donc , tout rapport dcs longueurs est parmi ceux des 
aircs • Vice versa conUI!C les (~rccs admc.'ttaient que toutc aire est l'aire d'Wl 
carré convcrmblc , consiù~rolis dcux carrés dont les aires soicnt l'unité choi­
sic d'aire et WIC airc choisie. Rcmpluçons , ~j l'aidc d'WIC consttuctuction bien 
connuc , lc second carré p~lr un :-('ctangJ c de même aire , dont la huutcur est 

égale au côt~ du prt'lIIicr carr0. Alors, lc rapport de l'airc du seconù carré à 
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celui du prenier est 6gal à celui de la base du rec~angle au c8t6 du premier 

carr6 , donc est parmi les rapports des longueurs ; y) par des constructions 

analogues· un peu plus compliquées , on prouve que les rapports des volumes sont 

les mêmes que ceux des segments ; ô) les Grecs admettaient qu'on peut r6aliser 

( du JOOins , en pens6e ) tous les poids il l'aide d'une même substance hanogène , 

auquel cas les rapports des poids des corps sont les mêmes que ceux de leurs vo­

lumes ; E) si l'on considère un JOObile parcourant une droite ou une circonf6ren­

ce avec une vitesse constante ( tel 6tait , par exemple , le JOOuvement apparent 

des 6toiles fixes dans le ciel ) , le rapport des temps de parcours est le même 

q~e celui de leurs longueurs ; C) on considère les mobiles parcourant , d'un IOOU­

vement uniforme, pendant un temps fix6 , une portion de droite; alors , les 

rapports de leurs vitesses sont les mêmes que ceux des chemins parcourus ; on 

peut , d'ailleurs , s'imaginer un inobile , qui ,. pendant le temps fix6 , par­

court , d' un mouvement unifonne , une longueur assign6e ; Tl) si l'on acbnet , 

comme les Grecs le faisaient, la physique d'Aristote, et si l'on a les forces 

qu'on peut appliquer aux mobiles identiques se deplaçant dans un même milieu, 

et restant constantes assez longtemps pour que le lOOuvement uniforme soit atteint, 

les rapports de ces forces seront les mêmes que celles des vitesses finales des 

JOObiles correspondants ; a) les rapports des angles seront les mêmes que ceux 

des longueurs des arcs qu'ils découpent sur les circonf6rences d'un rayon fix6j 

~) les rapports des poids spécifiques des substances ( réelles ou imagin6es ) 

. sont . les mêmes que ceux des poids des corps de volume fix6 , faits avec ces 

substances • 

3) Si l'on regarde les rapports grecs "du dehors" en se plaçant au point de vue 

ensembliste, c'est-il-dire si l'on fait ''notre'' rOOtamatMmatique de.la math6ma­

tique grecque , on remarque, d'abord, qu'on peut faire correspondre canonique­

ment et injectivement à tout rapport un nombre reel , et que si l'on considère 

cette correspondance comme une identification, l'ensemble des rapports grecs 

devient la partie positive d'un sous-corps du corps réel , oU la th60rie d'Eu­

do~e définit une structure 6quivalente avec celle qu'y induit la structure du 

corps réel • On peut poser la question : quel est ce sous-corps ? est-il complet? 

Il est il remarquer que si le IOOt "complet" est compris dans le sens de notre ma­

thématique classique , la réponse positive il la seconde question 6quivaut il ce 

que ce sous-corps ( qu'on appe lera le"corps r6el grec") coïncide avec notre 

corps réel • 

Conme on sait , la source de toute la matMmatique était , pour les anci­

ens Grecs, l'espace, dont ils croyaient avoir une intuition parfaite, comne 

nos mathématiciens classiques croient avoir une intuition parfaite des suites 

infinies des entiers et de leur ensemble , c' est-à-<.t'ire du corps réel • En f~lit 
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les deux intuitions sont également illusoires ( sauf quc la nôtre est de nature 

plus générale et abstraite) • Certes , le corps réel grec contient tous les 

nombres réels , qui correspontlcnt aux rapports que les mathématiciens grecs ont 

défini ou que la mathématique grecque est susceptible de définir li titre indivi­
duel - disons qu'ils sont nOJlclKJhles au sens grec ou fonnent le demi-corps ré­

el nonD113b1e grec - 1!!élÏS au delà les tlcux intuitions sont sinon divergentes , du 

moins incoIIIDlunicab1es , et on peut dire que le corps réel grec est W1 corps in­

tennédiaire totalement intlétenlliné , en quelque sorte complètement flou , entre 

leur demi-corps réel nonunable et notre corps réel • 

Le corps réel grec est-il complet? 11 l'est certainement élU sens grec, 

car , de leur point de vue , il contient tout rapport imaginable • Comme on a vu, 

on ne peut pas dire s'il est complet éiU sens de notre mathématique classique: 
à vrai dire , la question est dépourvue de sens ( la logique contemporaine con­

nait des sous-corps du corps réel , qui sont complets en un certain sens propre, 

sans l'être au sens de la mathématique classique: tels sont le corps des nom­
bres réels constructibles , qui cst f.:omplet au sens constructif , le corps réel 

du système définitionniste kronecke"icn , qui est le corps des nombres pouvant 

être définis dans un certain système tic définitions, qui l'est au sens de la 

nommabilité correspontlantc ; mais on peut prouver qu'ils ne sont pas complets 

au sens dédékindien) • La notion générale de coupure ne pouvant pas être définie 

en mathémtique grecque à cause de la virtualité ùe l'infini, on ne peut pas 

poser , dans le cadre de cette lT'.athématique , la quest.ion de complétude dédékin­

dienne intrinsèque ùcs rapports grecs ( ou , ce qui revient au même , des valeurs 

d'lU1e grandcur ) • Mais, du tléhors , on peut poser cette question, qui est 

alors la suivantc : peut-on d~finir , dans le corps réel grec , par les moyens 

de la ma théma tique grecque , W1C coupure , qui soit une lacw1e ? Conune toute 

coupure du corps réel grec est déjà définie par sa trace sur le der.d-corps réel 
nOllnnable grec et comme un ,~léj;!("nt du corps réel grec définissant W1e coupure nom­

rnable de ce corps est unique , Jonc nOllunable , on peut remplacer cette question 

par celle de 1 'existence de~ laclUlcs no::unablcs du demi-corps réel nommab1e grec. 

Cette question est susceptibh' <.l'avoir une réponse de principe, et je pense 

que ùe telles lacunes n'existt'lit pas. Mais je n'en ai pas de démonstration, 

et cette question n'cst pas triviale ( c:u on a vu , en discutant le problème 

de la quatrième proportionncJ.lc , qu'il existe, cn mathématique grecque, des 

moyens de définir les coupures au1.:.relllclit quc par la donnée d'un élément définis­

sant ) , ni facile , ( cur elle exige une étude approfondie de la définissabili­

té en m:lthélaatiqut.~ grecque) , n.i , peut-être résoluble • Elle mé.riterait peut­

être l'attention des logi.ci(·n~ et des hi~toriens tle 10giquc • 
Que]s ont étt: les l"h~lllg(·IIl(.'nts apportés par les m.:JthGmaticiens du point de 
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we qui nous intéresse, après Platon et Eudoxe? On a déjà assez parlé d'Euclide, 

pour qu'il soit suffisant de souligner l'importance et la perfection , du point 
de vue grec , de sa construction axiomatique et déductive de toute la mathémati­
que de son époqu~ , et de le laver de quelques reproches inunérités • On dit sou­
vent que son système des axioll1es était incomplet et ses définitions déscriptives 
parasites • Mais , pour les anciens Grecs , la base , en particulier démonstra­
tive , de la mathématique était l'espace, qui était un donné à la [ois intuitif 

et réel et dont les objets devaient , selon Platon , être appréhendés grâce à 

leurs idées • Les définitions descriptives d'Euclide servaient précisement à 

éveiller ces idées, et ses récours à l'intuition spatiale pour certaines que­

stions ( position , intersections ) étaient légitimes de ce point de vue • 
J'ai déjà beaucoup parlé d'Arc)limède • Sans parler de ses découvertes pro­

premeIlt mathématiques , qui en font probablement le plus grand mathématicien de 
l'antiquité, on remarque ceci du point de vue , qui nous intéresse: on voit, 
dans son oeuvre , une véritable réssurection des fractions dans leur rôle de nom­
bres et aussi celle de la Ill!.,: ~ !pl ication des segments , toutes les deux employées 
massiver.lent • Ou bien il a osé braver les interdits les plus dogtrultiques de Pla­
ton , ou bien ces interdits étaient déjà caduques à cette époque • En plus , il 

a défini dans "Sur les spirales" , ou il a osé de s'occuper d'une courbe non 

classique, la notion de l'angle de rotation ( positive) , qui pennet de domler 
aux rapports des valeurs de cette grandeur toutes les valeurs possibles ( pour 
les Grecs) • Enfin, il a défini une nouvelle grandeur-le poids spécifique(26~ 

En ce qui concenle Diophant.e, sa pratique lies fractions ne diffère pas tel­

lement de celle d'Archimède, sauf qu'il leur a ·donné explicit~nent le nom de 
nombres et les a détaché de leur rôle des opérateurs de grandeurs , qui est pré­
pondérant chez Archimède. Et , pendant les derniers siècles de l'Empire romain, 
s'efface la séparation entre la "mathématique théorique" et la "logistique", 
et réapparait (conune écrit Bourbaki ) , ou , peut-être simplement apparait , 
surtout chez les mathémat i::1C!.s appliqués COJJDne Ptolomée , la notjon "na ive" 

du nombre réel, ce qui était, peut-être, une amorce de l'évolution, chez les 
Arabes et les mathématic LeIlS ocr.:idemaux , vers la transformation des rapports 
irrationnels en nomhres • 

(26) • Je n'ai pas lu , en traductions de l'original, les oeuvres d'Eratosphè­
ne et d'/lppolonius • Il serait utile de vérifier qu'elles n'infirment pas les 
affirmations de cet article E:;t , en particulier, qu'elles ne comportent pas 
d'expressions de la forme (A:B)C, où (A:B) est un rapport irrationnel, et 
que la composition des rapports y est rare • 


