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MATHEMATIQUE CONSTRUCTIVE

Conférence de R. APERY prononcée le 26 Avril 1976

"Qui veut tuer son chien l'accuse de la rage'. Pour combattre une
dissidence religieuse ou politique, un pouvoir commence toujours par la
discréditer, en lui Stant son caractére de doctrine soutenue par des chercheurs
de bonne volonté attachés 3 leur conviction intime par des arguments solides
pour présenter comme une entreprise criminelle (h&rétique, associale) et
voue 3 la disparition.

Selon la caricature présentée par ses adversaires sous le nom d'intuitio-
nisme la conception constructive détruirait une grande part de la mathématique
classique, notamment 1'axiome de choix et ses consEquences ; contrairement au
caractére objectif de la science, elle adopterait comme critére de vérité
1'intuition propre 3 chaque mathématicien ; enfin elle ne serait qu'une
singularité historique, 1ife & une métaphysique particvliére, et destinée
3 disparaitre.

Au défaut de convaincre, cette conférence peut dissiper des malentendus :
nous montrerons que la conception constructive ne rejette rien de la mathématique
classique ; nous ne traiterons pas de 1'axiome de choix dont la discussion
est 8trangdre au sujet; nous indiquerons les critéres objectifs de preuve

utilisés par les mathématiciens constructifs.

Conception statique

Cette conception appelée souvent platonicienne, traite les &tres mathémati-

ques comme des objets matériels que 1'on poss&de. Les statiques supposent que tout

proposition correcte est vraie ou fausse: c'est le principe du tiers exclu.

Selon le principe d'gmniscience, ils croient 1égitime d'envoyer n'importe
quelle question & une hypoth&tique fin des temps en "supposant le probléme résolu
Ils assimilent le développement des mathématiques & celui de 1'astronomie et des
sciences naturelles: 1'habileté des observateurs et les progrés de la technique
permettent de découvrir des astre§ des animaux, des végétaux, des minéraux,incca-
nus jadis,mais d&j&d présents sous 1'oeil de Dieu.

L'application généralfsée de ce principe exige de considérer comme une unité
achevée tout ensemble infini, par exemple 1'ensemble des entiers naturels: c'est

la doctrine de 1'infini actuel soutenue par Leibnitz et Cantor pour des raisons
métaphysiques,




"Je suis tellement pour 1'infini actuel qu'au lieu d'admettre que la"
"nature 1'abhorre, je tiens qu'elle 1'affecte partout, pour mieux marquer la"
"perfection de son auteur. Ainsi, je crois qu'il n'y a aucune partie de la "
"matiére qui ne soit, je ne dis pas divisible, mais actuellement divisée,"
“et par conséquent la moindre particule doit &tre considérée comme un monde"
"plein d'une infinité de créatures différentes" Leibnitz

"Sans un petit grain de métaphysique, il n'est pas possible, 3 mon avis."
"de fonder une science exacte. La métaphysique telle que la congois est la"
"science de ce qui est, c'est & dire de ce qui existe, donc du monde tel qu'il"
"est en soi et pas tel qu'il nous apparait". Cantor

“La plus haute perfection de Dieu est la possibilité de créer un "
ensemble infini et son immense bonté le conduit 3 le créer'. Cantor.

Les disciples de Cantor supposent en outre que la notion d'ensemble est

simple primitive et que toute la mathématique en dérive,

Conception formaliste

Soucieux d'éliminer les antinomies issues du cantorisme et d'extirper
toute trace de subjectivisme, les formalistes réduisent la mathématique &
un simple jeu défini par des régles. Ils abandonnent d&daigneusement au
psychologue 1'activité mentale du mathématicien dont 1'examen lui semble
inutile pour juger la validité des résultats, L'adéquation au monde physique
leur parait due 2 une "harmonie préétablie"” ou & un "miracle". Il ne veut
connaitre des wathématiques, de la musique, de la littérature que leur

formalisation &crite conservée par les bibliotheques.

Attachés sentimentalement au "paradis créé pour nous par Cantor"”, ils
pratiquent le double langage : quand le profane croit qu'ils démontrent des
vérités, ils se contentent d'&tablir la possibilité d'obtenir leurs résultats
en respectant les régles d'un formel, de fagon analogue au probléme d'&checs

énongant : les blancs jouent et gagnent.

Leur hostilité 3 la liberté du sujet les poussent & la création d'um
dieu mathématique & plusieurs personnes, qui tente d'€tre immortel en
renouvelant périodiquement ses membres ; ce dieu révéle aux populations

-

les bonnes définitions et les bonnes théories.

En face de ceux qui refusent la science au nom du bon sens de la poésie,

de la religion, les formalistes rejettent comme démunis de sens les concepts
d'espace, de temps, de liberté.



Mathématique et durée

Cormme le platonicien, et contrairement au formaliste, le mathématicien
constructif reconnait une certaine réalité aux objets mathématiques, mais
cette réalité idéale les rend essentiellement différents des objets matériels.
En particulier,la structure d'un objet d&pend des moyens de la connaitre.

Le mathématicien constructif refuse les tabous philosophiques, car, sans
esprit libre opérant dans le temps, la mathématique disnarait.

Laissant de cSté ce fameux "temps perdu quineserattrape jamais" cher
au moraliste, ce temps irréversible de 1l'historien (historien des hommes, mais
aussi de la terre ou de l'univers), nous examinons un aspect du temps commun
2 1a musique et 3 la mathématique, ces activités dont la liaison &tonne
les profanes.

Une statue, un tableau, un wmonument, essentiellement situés dans 1'espace,
se maintiennent par eux mémes, les forces extdrieures peuvent 1l'user ou le
détruire mais ne sont pas nécessaires 3 leur maintien, 1'examen de leurs diverses
parties s'opére selon un ordre arbitraire et pendant une durée arbitraire.

Au contraire, la musique se situe essentiellement dans le temps,
une mélodie n'est pas un ensemble,mais une suite de notes subtilement reliées ;
contrairement 3 la persistence des monuments, la mélodie disparait ; pour
réapparaitre, elle doit &tre reproduite ; elle est conservée par des procédés
de mémorisation artificiels (partitions musicales, disques). Nous connaissons
les outils ou les dessins de nos anc@tres préhistoriques, nous ignorons
leurs paroles ou éventuellement leurs chants.

De méme, un raisonnement mathdmatique, essentiellement fragile, doit &tre
refait pour €tre compris : un texte math&matique se lit la
plume 3 la main,

Bien que la durée semble moins contrzignante qu'en musique, 1'examen
d'un raisonnement mathématique exige d'embrasser simultanément 3 chaque &tape
les prémisses, la conclusion, la régle de raisonnement utilisée ; une
compréhension authentique s'adresse 3 1'ensemble des articulations du
raisonnement, de fagon que le ré&sultat apparaisse dii 3 une méthode applicable
& d'autres problémes et non & un heureux hasard.

Schématiquement 1'activité math&zatique comporte deux phases, caractéri-
sées par la boutade : 5% d'inspiration, 95% de tramnspiration.

Dans la premiére phase, 1'activité est mentale, subjective, indépendante
du langage, étroitement liée & la durée intuitive. Malgré ses deux faiblesses
(fugacité et incommunicabilité) cette phase constitue 1'activité mathématique

authentique,



Dans la seconde phase, le mathématicien note, formalise, traduit

(partiellement) son intuition en termes communicables ; chacun peut examiner
ses résultats devenus objectifs,

Cette durde qui se reproduit se retrouve en biologie ; si 1'individu
ne connait que le temps irréversible, 1‘'espéce reproduit inlassablement le m€me
cycle : conception, vie embryonnaire, naissance, croissance, mort. Les
biologistes opposent le soma mortel de chacun de nous au germen potentiellement

immortel qui maintient les caractéres de 1'espéce.

Dans un autre domaine, les corpuscules de la microphysique ont généra-
lement une durée de vie inférieure 3 un millionéme de seconde et ne sont connus

que par des photos du comportement du corpuscule dans des chambres de Wilson.

L'exécution d'une ceuvre musicale n'est pas rigoureusement identique
aux exdcutions précédentes, mais dépend de la personnalité du chef d'orchestre.
De méme la reproduction d'un raisonnement contient une part subjective
irréductible ; en rappelant qu'un chien dévorant une oie emmagasine de la
graisse de chien et non de la graisse d'oie, H. Poincaré illustrait la
nécessité pour chacun d'incorporer 3 sa propre personnalité toute connaissance
extérieure. Celui qui posséde des mathématiques dont il ne peut comprendre

1'articulation ne posséde rien.

Conception constructive

Comme Bourbaki (Ensembles ch, I §1 n°l) nsus commengons les math&matiques
par 1'étude d'assemblages de signes extraits d'un alphabet ; un tel assemblage
est une suite, non un ensemble. Tous les mathématiciens s'accordent sur la
philosophie des signes : tout signe est indestructible, peut €tre reproduit
sans changement ni usure autant de fois qu'on le désire, peut servir &

construire des formules de longueur arbitraire.

Un texte mathématique se présente comme une suite d'arguments correctement

déduits, non comme un ensemble d'affirmations en vrac.

Les assemblages construits avec un alphabet & un seul signe (noté | )
sont les nombres naturels. L'assemblage vide est noté O, les assemblages
}, il, |} sont notés respectivement 1, 2, 3. L'opération de concaténation

applicable & des assemblages arbitraires permet de définir 1'addition des
nombres naturels.



Le type le plus élémentaire de question consiste 3 examiner si un
polyndme donné 3 coefficients entiers peut s'annuler en substituant aux

entiers naturels convenables.

Par exemple, a est pair si 1'équation 2x = a a des solutions, a est

premier si 1'équation

(x+2) (y+2) = a

n'en a pas.

Examinons par exemple les &quations ci-dessous

% 4+ y3 + 23 =10 )
x3 + y3 + 23 = 30 (2)
x> + y3 - 23«30 3)
x> +yd =23 =3 (%)
3+ g3 4 23 = 101000000 (5)

Un examen rapide montre que 1l'&quation (i) 38 des solutions et que

1'équation (2) n'en a pas.
Un raisonnement plus profond permet de dé&duire 1'impossibilité de
1'équation (4) de l'impossibilité de

x3 + y3 - 23 £ 31 mod 9

Par contre, personne ne connait la réponse aux questions (3) et (5).

Une attitude purement empiriste qui n'admettrait que 1'examen d'objets
déj3 construits et les réponses aux questions déja tranchées refuserait

simultanément la question de l'existence de solution de (3) et (5).

L'attitude statique considére notre incapacité de répondre comme une

infirmité humaine, mais admet une réponse "en soi".

L'attitude constructive est intermédiaire. L'examen de 1'é&quation (5)
exige un calcul trés long, qui surpasse les capacités des ordinateurs les
plus puissants, néanmoins, ce calcul s'appuye sur un procédé explicite

d poursuivre en un nombre fini d'étapes. Le constructiviste n'hésitera pas,



en appelant p la proposition : 1'&quation (5) admet au moins une solution

a poser
P ou non -p

La divergence des attitudes apparait devant 1'équation (3). Aucune
méthode (connue) ne permet de montrer 1'impossibilité de (3) (cette &quation
est résoluble en nombres p-adiques quel que soit p) ; on ne connait aucune
solution de (3) ; une réponse & la question exigerait une infinité de

vérifications.

Si le mathématicien constructif admet la possibilité de poursuivre
un calcul en autant d'étapes que 1'on désire, il refuse la possibilité
qu'un tel calcul ait pu &tre poursuivi jusqu'd 1'infini. I1 admet 1'infini

potentiel et refuse 1'infini actuel.

Si q signifie : 1'équation (3) admet au moins une solution, le
4

mathématicien constructif refuse la légitimité& de la formule
q ou non =-q

"Je proteste contre l’usage d'une grandeur infinie comme une chose

achevée, ce qui n'est jamais permis en mathématique" Gauss

"Quand je parle de tous les nombres entiers je veux dire : tous les
nombres entiers qu'on a inventés, et tous ceux que l'on pourra inventer

un jour ... et c'est ce "que l'on pourra” qui est 1'infini". H. Poincaré

Devant une question bien posée, par exemple 1'existence de solutions
d'une &quation diophantienne nos connaissances permettent & priori trois

réponses : oui, non, ne sait pas.

Les math&maticiens constructifs recoanaissent 1'importance des
ensembles mais considérent que la notion n'est pas primitive et se ramifie :
1'ensemble n'est pas un objer naturel & découvrir comme une pierre précircuse,

mais doit @tre construit ; ses propriét&s re sont pas indépendantes des procédés

de construction.

L'affirmation p non =-p n'est légitime que si le' probléme de la vérité

de p peut €tre obtenu par un procédé régulier.




Il serait inexact de considérer la logique constructive comme une logique
d trois valeurs V, F, Z. Une logique 3 valeurs associe 3 toute proposition
une valeur définitive, les valeurs associées aux propositions composées
PAq, pVq, p " q dépendent exclusivement des valeurs de p,q. Au contraire,
en logique constructive, les valeurs V,F sont définitivement acquises,
mais le progrés des connaissances peut modifier la valeur I ; d'autre part’

les valeurs des propositions composées ci dessus ne dépend pas seulement
des valeurs de p,q.

Subjectivisme - Objectivisume.

Toute connaissance suppose un sujet connaissant, toute science contient
une part subjective ; les membres d'une communauté scientifique ont certains
traits subjectifs communs ; aucune méthode ne peut convaincre de la valeur

de la science ceux qui la refusent.

Par contre, il n'y a pas de science sans crité@res objectifs : les méthodes
de preuve admises doivent &tre explicites, tout membre de la communauté
scientifique doit, en principe, pouvoir constater si les preuves sont

correctement appliquées.

La mathématique se développe dans la pensée du mathématicien, mais les
écrits bien qu'ils aient perdu une partie importante de la pensée, sont

les seuls moyens de conservation et de communication.

L'intuition indispensable au développement des mathématiques, est trop

variable et trop imprécise pour conmstituer un critére de preuve.

Les raisons de pratiquer les mathématiques sont subjectives ; les raisons
de préférer tel type de preuve & tel autre sont subjectives ; 1l'application

correcte des critéres de démonstration est objective.

En face des "statiques" qui veulent détruire l'intuition (omn connait les
résultats désastreux dans l'enseignement), Brouwer lui laisse une trop large
part en considérant comme prouvé ce qui est intuitivement clair ; la clarté

intuitive varie souvent d'un mathématicien 3 1'autre.

Nous préférons au vocable 'intuitionisme'" utilis& par Brouwer, le vocable

"constructivisme" qui &voque mieux les méthodes de preuves permises.



La logique constructive

La logique classique se compose de deux parties : la logique

propositionnelle permet de batir des propositions composées 3 1'aide
des connecteurs A"\ selon certaines régles que nous pourrions expliciter
certaines constructions baties 3 1'aide de variables propositionnelles arbitraires
sont des théses. Aristote considérait une logique des prédicats 2@ une place ;
les progrés de la logique au XIXé siécle ont montré la nécessit® de prédicats
8 plusieurs places. D'autre part le quantificateur V a un sens facile a
expliquer. Enfin, la logique classique utilise & titre d'abréviations

PV q signifie 1(p AT Q)
les signes V, => 3 dans le sens{ p=>q signifie =(p ATq)

Ixpx signifie TVx 7 px

La logique constructive en plein accord avec les régles classiques

reconnait comme vrai tout théoréme acquis au moyen de la logique classique.

L'originalité de la logique constructive est 1'introduction de
connecteursY, = et du quantificateur d dans un sens intraduisible
en logique classique. Il s'agit de poser d'autres questions et d'obtenir

d'autres réponses.

C'est un faux probléme de demander qui a raison du classique posant

comme thése
pVlp

et du constructif refusant p\./'lp.

Deux quantificateurs différents malgré leurs propri&tés communes
n'ont aucune raison d'@tre identiques. De méme 1'existence constructive I
qui suppose un procédé de construction est distincte de 1'existence classique 3

qui s'exprime par une double négation.



Fonctions récursivesg

La théorie, esquissée ci~dessus, ne devient mathématique que si nous

précisons ce qu'on entend par procé&dé régulier.

Introduites par Skolem (1920) les fonctions récursives primitives sont
définies par Godel (1931) gé&néralisées en fonctions récursives (générales)
(Herbrand et Godel),enfin Kleene montre la nécessité d'introduire les fonctions

récursives partielles.
Turing et Post définissent la calculabilité & l'aide de machines standard

Church définit la X - définissabilité. Enfin Markoff &tudie ia notion

d'algorithme normal.

Malgré la diversité des points de départ, ces diverses définitions de
la calculabilité ont &té démontrées €quivalentes. La thése de Church affirme
que tout procé&dé de calcul &quivaut & 1'un des procédés ci-dessus (et par con-

-

séquent & tous).

Une des définitions les plus simples considére une machine théorique
constituée d'un nombre illimité de registres susceptibles de contenir des
nombres arbitrairement grands : le nombre de registres et les entiers qu'ils
contiennent ne sont infinis que potentiellement c'est~3d-dire que 1'on admet
la possibilité d'adjoindre de nouveaux registres ou d'augmenter la capacité de
ce qui existe et non la possibilité d'une infinité effective de registres de
capacité infinie. Comme une machine matérielle n'admet qu'un nombre fini de re-
gistres et que leur capacité est limitée, le point de vue exposé ici différe

de celui de l'informaticien.

Le proc&dé régulier est d&fini par ume suite d'instructionms.
La possibilité de définir les fonctions calculables se heurtait 3 un
paradoxe (on les dénombre, puis par un procédé diagonal, on fabrique une fonc-

tion qui est calculable sans appartenir 3 la suite des fonctions calculables!).

La réponse tient 2 1'absence de méthode pour reconnaitre si le calcul
défini par une suite d'instructions se termine en un nombre fini d'étapes ou se
poursuit indéfiniment : ou bien on se limite 3 une classe ample mais incompléte
de fonctions calculables (les fonctions récursives primitives) définies & partir
de quelques fonctions de base par composition ou schéma de récursion, ou bien
on considére les fonctions récursives générales en introduisant la minimisation

et on ne sait pas distinguer les fonctions totales des fonctions partielles.
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Dans la conception statique, les fonctions partielles ne jouent qu'un
role accessoire; au lieu de parler d'une fonction partielle de E vers F

on peut parler d'une fonction d'une partie E' de E vers F.

Au contraire, les mathématiques constructives utilisent les fonctions
partielles de fagon essentielle. Pour un &lément a de E c'est simultanément
qu'on examine la valeur de £(a) et le fait qu'elle soit ou non définie en a,

Nous notons !f(a) le fait que £ soit définie en a.

Parties de N

Les parties de N peuvent €tre définies de plusieurs fagons, ce que

voyait Brouwer en distinguant “spread" et "species".

Ensemble strictement fini, cas paticulier {1,...,n}.

On suppose que tous les &léments de 1'ensemble sont effectivement nommé&s ou
peuvent 1'@tre par un procédé régulier.
Tout probléme &lémentaire peut &tre supposé résolu (1'ensemble est-il vide ?
dans le cas contraire, déterminer son cardinal, son winimum, son maximum). L'in-
tersection et la réunion de deux ensembles strictement finis sont strictement
finies.

La correspondance standard qui associe 3 1'ensemble {a‘,az... ar},

a)

. a a - . . . . -
1'entier 2 1+2°24+,,.42°F raméne 1'8tude des ensembles finis d'entiers 3

1'étude des entiers.

Ensemble décidable (ou récursif)

On associe & tout n un procédé régulier T(n) qui permet quand n

est donné de trancher si n appartient ou non & 1l'ensemble E.

I1 n'est pas toujours possible : de distinguer si E est vide, de dis~
tinguer si E est fini, de distinguer si cdeux ensembles E, E' sont les mémes

E peut étre fini sans @tre strictement fini.

Par contre, avec deux ensembles décidables on peut former la réunion,
1'intersection, la différence symétrique ; le complémentaire d'un ensemble

décidable est décidable.

Si E est non vide, on peut déterminer son minimum.

Si E est majoré, on peut le considirer comme strictement fini.

Ensemhle &numérable (récursivement &numérable)

On considére 1'image d'une application calculable n+> f(n). Une telle
image n'est jamais vide. Par contre, il n'est pas toujours possible de déter-

miner son minimum.

On appelle suite fugitive une suite d'entiers U, telle que

Vn u = Ovu =}
n n



pour tous les n ol u 2 été calculée, v est nulle mais la proposition

Vn u = 0 a la valeur I.

D'importantes conjecturec (Fermat, Riemann, Goldbach, quatre couleurs,
etc) signifient qu'une suite, fugitive dans 1'état de nos connaissances, est
en fait nulle.
Un ensemble décidable non vide est &numérable ainsi que son complémentaire.

Un ensemble &numérable est décidable si son complémentaire est vide ou décidable.

Equations diophantiennes : si P(xl,x2 ‘e xm) désigne un polyndme, peut-on
décider le probléme

3"1 ]x2 ...ixm P=0

La réponse, €lémentaire pour P du premier degré, se déduit du principe de
Hasse pour P du second degré€. Pour les polyndmes 3 deux variables : la réponse
(non constructive) date de Siegel (1929), 1l'ensemble des points & coordonnées

entidres d'une courbe de genre > 0 est fini (mais pas strictement fini!).

Des résultats constructifs ont &té obtenus ces dernidres années :

Baker et Coates ont montré que l'ensemble des points & coordonnées entidres

des courbes de genre 1 est strictement fini. Les majorations des solutions

paraissent énormes, mais ont permis par exemple de montrer que
2 3
y- = x° - 28 ==> x€{4,8,37}

Dans la direction opposée, on a montré l'impossibilité de décider un

probléme diophantien & un grand nombre de variables (Matijasevich).

On voit 1'aspect artificiel de lz distinction qui placerait la premiére
réponse en mathématique et la seconde en métamathématique. Il reste une zone
non encore résolue de recherche vivante entre les résultats de Baker et ceux

de Matijasevich.

Le continu
Trois illusions contribuent 3 1'adoption du continu classique : le continu

donné par la physique, le continu donné par 1'intuition, le continu défini par
P physiq P ’ P

Cauchy, Weierstrass, Dedekind ou Cantor.

Une grandeur physique n'est jamais un nombre réel, mais présente une certaine
indétermination ; par exemple, il n'y a pas de sens & définir la longueur d'une

régle avec une erreur inférieure au rayon de 1'atome.
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La droite réelle a des propri&tés qui choquent 1l'intuition : il existe
un ouvert de mesure < € contenant tous les rationnels contrairement aux

apparences.

Le continu défini par les coupures de Dedekind ou par les suites de Cauchy
est insuffisamment défini, puisque d'aprés le théoréme de Cohen, 1'hypothése
du continu ou sa négation peut &tre ajoutée comme axiome sans créer de

contradiction.

A la place du continu "classique" nous pré&sentons le continu constructif :
la notion primitive n'est pas le réel, mais le duplexe constitué par une

suite de rationnels et un régulateur de convergence.

Deux duplexes sont équivalents (en gros) s'ils définissent le méme réel.

Nombres réels.

Un duplexe est constitué par une suite de rationnels et un régulateur
de convergence c'est-3-dire une suite u(n) de rationnels et une suite c(n)
d'entiers tels que

mm' > c(n) ==> |u(m) - u(m')| < 27"
On définit x =y, x>y, x > y.
I1 n'est pas exact que

(x20)Vv(x<0)

(x 20) => (x>0)V(x =0)

(x =0) V (x #0)

On définit la valeur absolue d'un duplexe, le maximum, le minimum, la
somme, la différence, le produit de deux duplaxes et pour tout duplexe
non nul son inverse. Ces opérations ont toutes les propriétés classiques.

La notion de duplexe &quivaut 3 celle de suite contractante d'intervalles

rationnels et & celle de coupure constructive.

Une suite contractante d'intervalles est d&finie par une suite d'intervalle

u, v tels gque
n’ n q
‘dn u <u <v <v

et
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Une coupure constructive est définie par une fonction f (éventuellement

partielle) de Q vers {0,1} telle que

f(a) = 1ADb <a ==> f(b) = 1 (1)
f(a) = 0Ab >a ==> f(b) = 0 (2)

a¥b == 1f(a)v I£f(b) (3)

1f(a) ==>3bd b < a < dAf(b) = £(a) = £(d) (4)

dab f(a) = 1Af(b) =0 (5)

Si on avait remplacé la condition (3) par 1l'hypothése, a priori plus
simple que tout rationnel est class&, l'ensemble des coupures n'aurait pas

été un groupe pour l'addition.

Specker (1949) a montré 1l'existence d'une suite monotone croissante

de rationnels bornée supérieurement n'admettant pas de limite (constructive).

Zaslavsky a renforcé le théordme en montrant l'existence d'une suite

de rationnels u et d'une application 4 de R dans @ telle que

Yn 0Lu <u

v £x =>u Y

Autrement dit @ toute majoration de u, on peut associer une majoration

rationnelle plus petite,

Fonction constructive de variable réelle

On appelle fonction constructive toute fonction (éventuellement partielle)

définie sur les duplexes telle que
Viy (M) Ax = y) => M(y) A (£(x) = £(y))

Toute fonction constructive est continue en tout point ol elle est définie.

Les fonctions de variable réelle ont en analyse constructive des propriété:

différentes de 1'analyse classique.
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Une fonction continue sur un segment n'est pas nécessairement bornée,
peut €tre bornée sans atteindre sa borne, n'est pas nécessairement unifor-
mément continue ; elle peut &tre négative 3 ume extrémité, positive & 1l'autre
sans s'annuler. Une fonction continue sur un segment dérivable 3 l'intérieur,

peut ne pas avoir de point ot la dérivée est nulle.

Un recouvrement d'un segment par des intervalles peut &tre tel que toute
somme d'un nombre fini d'intervalles est <€ . Par contre Zaslavsky et Ceitin
ont montré si les longueurs des intervalles convergent (constructivement) la
somme des longueurs est supérieure & celle du segment recouvert, ce qui permet

de construire constructivement la th&orie de la mesure de Lebesgue.

Les fonctions 3 variation bornée, les fonctions représentables comme
différence de fonctions croissantes, les fonctions uniformément continues 2
variation faiblement bornée, les fonctions 3 variation faiblement bornée
constituent des classes dont chacune contient strictement la pré&cé&dente.

Contrairement aux autres, la premiére classe ne constitue pas un espace vectoriel

Nombres irrationnels et transcendants

Dés 1899, Borel insiste sur le caractére non constructif des démonstra-
tions d'irrationalité et de transcendance. Il donne la premiére mesure de
transcendance de e. Depuis, les spécialistes des nombres irrationnels et
transcendants n'omettent jamais d'indiquer une mesure de transcendance ou
d'irrationalité. Par exemple, on ne se contente pas de dire que e" est

irrationnel, mais on précise que

len__qg | >q°C log log q

Pour presque tout a > 1, les o sont bien répartis, Néanmoins
un probléme important de la thBorie des nombres est de nommer un o tel
que les o soient bien répartis. Dans une optique non constructive

le probléme ne peut méme pas €tre posé.
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