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SOUS-MONOÏDES ET AUTOMATES

Dominique PERRIN

Séminaire SCHÜTZENBERGER-LENTIN-NIVAT
(Problèmes mathématiques
de la Théorie des automates)
Année 1969/70, n° 10, 23 p.

27 janvier 1970 ’,

I. Rappel de quelques définitions et propriétés préliminaires.

1. Monoïdes.

Un monoide M est un ensemble muni d’une loi de composition associative et d’un

élément neutre. Un sous-monoide est un sous-ensemble stable contenant l’élément

neutre.

Nous nous intéressons ici à une classe particulière de sous-monoides, qui sont 
.

les sous-monoïdes préfixes complets [5J.

Définition. - Soit P un sous-monoide du monoide M . On dit que P est préfixe,
s’il vérifie la condition :

On dit que P est complet9 s’il vérifie :

Si P et Q sont deux sous-monoides de M y P C Q C P peu.t être un sous-

monoïde préfixe complet de Q 9 sans être un sous-monoide préfixe complet de M .

Ainsi, l’ensemble des puissances d’ordre pair de l’entier 2 est un sous-monoïde

préfixe complet du monoïde multiplicatif des puissances de 2 ~ mais n’est pas un

sous-monoide préfixe complet du monoide multiplicatif des entiers naturels.

On vérifie facilement la proposition suivante :

PROPOSITION. - Soient P et Q deux sous-monoides de M; P C 

(i) Si P est un sous-monoïde préfixe complet de R , et Q un sous-monoïde

préfixe complet de alors P est un sous-monoide préfixe complet de M ;

(ii) Si P et Q sont des sous-monoïdes préfixes complets de M , alors P est

un sous-monoide préfixe complet de Q .

De plus :
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PROPOSITION. - Soit M un groupe. Un sous-monoide P de 1.1 est un sous-groupe,

si, et seulement s’il est préfixe complet.

Tout sous-monoïde d’un groupe est d’ailleurs complet.

Exemples s Soit Z l’ensemble des entiers relatifs qui forment un groupe addi-

tif. Le sous-monoïde N des entiers naturels n’est pas préfixe. Par ailleurs 2N

est, y par exemple, un sous-monoide préfixe complet de j~ .

2. Automates et [4]).

(a) DEFINITION. - Soient M un monoide, et S un ensemble. On appelle automate

admettant M comme. monoïde d’entrée et S comme ensemble d’états, tout homomor-

p hisme de M dans S .

On note d= (M y S , y cp) ~ où est un homomorphisme de M dans SS .

Quand aucune confusion ne sera possible, y nous noterons sm (s e S y m E M)
pour sç(m) , qui est un élément de S .

(b) Structure algébrique d’un automate. - Un automate peut être considéré comme
une algèbre universelle, y possédant S comme ensemble de base et fl4 comme ensem-

ble de lois de compositions unaires.

Une congruence d’automates sera donc une relation d’équivalence p sur S ,
telle que

On définit de même un homomorphisme d’automates et un automate quotient.

(c) L’équivalence modulo (K) .

DEFINITION. - Soit K une p artie du monoïde M . On dit que deux éléments m et

m’ de FI sont équivalents modulo (K) , g si, pour tout élément q de M ~ mq ap-

partient à K si, et seulement si, m’q appartient à K :

(1) L’équivalence modulo (K) est régulière à droite.

(2) K est union de classes modulo (K).
(3) L’équivalence modulo (K) est la plus grossière des équivalences régulières

à droite qui saturent K (c’est-à-dire telles que K soit union de classes).

En effet, si l’équivalence p possède les propriétés ci-dessus,
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car mod (p) , et K est saturé modulo (p) .

(d) Automate reconnaissant une partie K de M. - Soient  = (M , S , (p) un au-

tomate, et s~ un élément de S. On dit que OL reconnaît une partie K de M , y

si K est 1 ’image réciproque par 03C6 du stabilisateur de s . K est alors néces-

sairement un sous-monoïde préfixe de M 1

(e) L’automate Ot.(P) . - Soit P un sous-monoide préfixe complet de M . Soit S

l’ensemble des classes de l’équivalence modulo (P) .

L’équivalence modulo (P) étant régulière à droite, M opère naturellement sur

sm = y si, pour des représentants q et q’ t des

classes s et s ’ ,

Soit l’homomorphisme ainsi défini de M dans SS . Alors l’automate associé
à qu’on note 0(.(P) ~ est, par définition, l’ automate de P s

(i) reconnaft P : P est la classe de l’élément neutre de M modulo (P) ,
et si on note so cette classe, on a donc P = (p e Pi 1 s~ p = 

(ii) d(P) es t image homomorphe de tout automate reconnaissant P .

En effet, ceci revient à dire que l’équivalence modulo (P) est la plus grossiè-

re des équivalences régulières à droite qui saturent P .

(f) Exemple. - Soit M le monoïde bicyclique, c’est-à-dire le monoïde à deux gé-

nérateurs x et y avec la relation xy = e .

Le sous-monoide P engendré par y est préfixe et complet : i tout élément de M

s’écrit (n, me I1) et yn xm ym = yn ~ P .

Les classes d’équivalence modulo (P) sont les ensembles {yn xm}n~N , et nous

noterons une telle classe m . De plus, m.x = m + 1 et m ~ 0

et O.y==0 .

L’automate a donc un ensemble d’états en bijection avec! ; de plus,

l’homomorphisme 03C6 qui correspond à cet automate est une représentation isomorphe

de M .

P est inclus dans le sous-monoide Q engendré par y et x2 qui est préfixe
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et complet. a deux états :

On voit que est isomorphe au quotient de par la congruence d’automate

suivante : m , y m’ e N , m = m’ , ssi m - m’est pair.

3. Cas du monoide libre [2J.

Le cas où M est un monoide libre nous intéresse plus particulièrement, car les

objets définis ci-dessus peuvent alors être déterminés plus aisément.

Soient X un ensemble, X’ le monoïde libre sur X. Les éléments de X~~ sont

souvent appelés des mots, et X un alphabet.

Nous noterons lX(f) la longueur sur l’alphabet X du mot f de X* .

(a) Codes. - Soit P un sous-monoïde préfixe complet de X*. Il est isomorphe à
un monoïde libre ; si A est le sous-ensemble de X* qui engendre librement P y
on dit que A est un code préfixe complet (sur X).

On vérifie qu’un code préfixe complet est une partie A de X* , telle que, pour
tout mot f de X ,l’une exactement des deux éventualités suivantes se réalise :

soit f est facteur gauche propre d’un mot de A y soit f a un facteur gauche

dans A .

Nous dirons toujours ici, par abus de langage, code pour code préfixe complet.

Si A est un code, nous ne distinguerons pas le monoide libre sur l’ ensemble A

et le sous-monoide de X’ engendré par A .

La propriété suivante est fondamentale : . 

.

Si A et B sont deux codes sur X, A C B ==&#x3E; A==B (ce qui se vérifie ai-

sément). ’

Nous avons vu au paragraphe 1 que, si A où A et B sont deux

sous-ensembles de X~ :

- Si A est un code sur B ( c’ est-à-dire si A~~ est un sous-monoide préfixe

complet de B* ) , et B un code sur X, alors A est un code sur X 9
- Si A et B sont des codes sur X, alors A est un code sur B .

Remarque. - Les codes peuvent être représentés graphiquement par des "arbres ",
comme le montre l’exemple suivant :
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Le schéma correspondant est :

*~

Si B est le code : xy , alors A est inclus dans B . B est

représenté par

L’ensemble B a trois éléments, et le code A sur l’ensemble. B peut être sché-

matisé ainsi :

(b) Préfixes d’un code. - Soit A un code sur X . Pour tout élément f de X* ,
on peut écrire f = at , 

L’ensemble (X~ B AX~) des mots qui n’ont pas de facteur gauche dans A est,

par définition, l’ensemble des préfixes de A.

A* étant complet, l’ensemble de ses préfixes s’identifie à l’ensemble des fac-

teurs gauches propres des mots de A.

Nous utiliserons souvent, dans la suite, les remarques suivantes, qui sont très

simples :

(i) La relation suivante se vérifie facilement : Soit A un code sur X ;

Soit t E X~E- ’B un préfixe du code A. L’.ensemble H des mots h de

tels que th soit dans A est un code,

est un code 
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Dans l’exemple précédente l’ensemble des mots h de tels que yh E A est

le code

(c) Calcul de l’ automate ~(A’~~ .

(i) Soient f et f deux mots de X* ; on pose

Pour que f et f t soient équivalents modulo (A ) y il f aut et il suffit que
t et t’ le soient i

f= f’ mod ===&#x3E; t _ t’ mod (A*) .

(ii) Soient t et t’ deux préfixes de A diff érents de l’élément neu tre. t

et t’ sont équivalents modulo (A~) y si, et seulement s’ils sont équivalents
modulo (A) :

En effet, si t est équivalent à t’ modulo (A) ~ et si th est dans A~
alors t’h est dans A’~ , et on peut poser h = uv avec t’u E A ; mais alors

tue donc h = u, t’h E A . Ainsi t=t’ mod (A) e

Si t est équivalent à t’ t modulo ~A~ , et si th est dans A~ ~ t étant

différent du mot vide, on peut poser h = uv avec tu E A y v e A~ . Alors

t’u e A , et donc t’ h c ce qui montre que t = t’ t mod (A~) .

(iii) En vertu des remarques précédentes, l’automate se calcule aisément

à l’aide du schéma présenté ci-dessus : il suffit de connaître la classe modulo

(A*) de chacun des préfixes de A y et pour cela de connaître leur classe modulo

~A~ 9 excepté pour l’élément neutre, qui est équivalent aux éléments de A.

Ainsi, q dans l’exemple précédent, A = (xx , xy , yxx , yxy , yy) ,
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Nous noterons alors ainsi les applications cpx et qy :

ce qui signifie : Ox==2 y lx = 2, 2x=0 .

(d) Codes bornés. - La définition suivante sera fréquemment utilisée dans la suite.

DEFINITION. - Soit un code. On dit que A est borné sur X, si les

longueurs des mots de A sur l’alphabet X sont bornées :

Soient A et B deux codes sur X ; Alors A est borné sur X ,

si, et seulement si, A est borné sur B, et B est borné sur X.

En effet,

II. Introduction.

1° Notre propos est d’étudier la correspondance qui peut exister entre les con-

gruences de l’automate d’un sous-monoide préfixe complet P et les sous-

monoides préfixes complets Q contenant P . Ce problème avait été évoqué par
M. P. SCHÜTZENBERGER [6]. Le travail qui est présenté ici est le fruit d’une colla-
boration avec J.-F. PERROT [3]. Notre but sera plus clair si nous présentons d’a-
bord le cas où M est un groupe.

2° Soit G un groupe. Soit II un sous-groupe de G . Les classes d’équivalence
modulo (H) ~ qui sont les états de l’automate s’identifient aux classes à

droite relativement à H .

L’homomorphisme 03C6 correspondant à l’automate s’identifie à la représen-
tation de G sur les classes à droite relativement à H :

Les congruences de sont les systèmes d’imprimitivité du groupe de permuta-
tions Soit p une congruence de d(H) ; soit K l’image réciproque par
du stabilisateur de la classe de H modulo p . Alors l’automate de K, Û~(K) ~
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est isomorphe au quotient Q.(H)/p . De plus, l’application ainsi définie est une bi-

jection de l’ensemble des congruences de sur l’ensemble des sous-groupes de

G contenant H .

3° Nous montrons d’abord par des exemples que, dans le cas des monoïdes, cette

correspondance n’est pas simple (ce n’est pas, en générale une bijection). Nous
verrons ensuite qu’on peut définir entre les deux ensembles évoqués une correspon-
dance de Galois et que, sous certaines conditions, elle se réduit à une bijection,

si 1.1 est un monoide libre.

III. Exemples.

1° Soit M le monoïde d’applications d’un ensemble S dans lui-même, engendré

par les deux éléments :

(la notation ci-dessus a été introduite au chapitre 1, § 2 (c)) ,

Le stabilisateur de l’élément 0 de S est un sous-monoide préfixe complet, noté

P 1

Nous allons voir que l’automate n’a pas d’image homomorphe non triviale,

mais que P n’est pas un sous-monoïde préfixe complet maximal de 

L’automate a deux états s et t correspondant à la partition de M en

classes modulo (P) 1

n’a donc pas d’image homomorphe non triviale. P est inclus dans le sous-

monoide préfixe complet de M suivant :

2° Soit M le monoïde libre sur X =. {x , y~ . Soit P le sous-monoïde préfixe

complet de engendré par l’ensemble A c Xi’ ;

Son automate a quatre états : S = 1 y 2 , 3~ ,
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admet deux congruences : 6 = /02/13/ et 6’ f = /02/1/3/ . Or le seul sous-
monoide préfixe complet contenant P est Q = (X2)* . On voit aisément que

A peut être schématisé ainsi :

IV. Définition d’une correspondance de Galois.

1. Définition.

Soit P C M un sous-monoide préfixe complet de M .

Soit Lp l’ensemble des sous-monoides préfixes complets de M contenant P .

Soit Kp l ’ensemble des congruences de l’automate de P ; = S , 

Lp et Kp sont naturellement ordonnés. On définit alors deux applications

X t Kp 2014~ Lp et ~ : Lp -~ Kp .
(a) Soit 6 e Kp une congruence de 

Le quotient reconnaft un sous-monoïde préfixe complet Q contenant P :

où sa E S est la classe de e. Posons

(b) Soit Q e Lp ; posons S = 03B6(Q) , où 03B6 est la surjection canonique de M

sur S y c’est-à-dire
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(où s 0 est l’élément de S qui est la classe de l’élément neutre modulo (?) ).
L’ensemble des congruences de a(p) telles que la classe de Sc contienne S

est non vide (il contient la congruence à une seule classe) y et est stable par in-

tersection (conjonction des équivalences). Il contient donc un plus petit élément,
soit donc u(Q) E K- ce plus petit élément.

PROPOSITION. - X définissent une anti-correspondance de Galois entre Kp
et Lp .

Démonstration.

2° Si Q et R sont deux éléments de Lp’ Q G R ==&#x3E; kl( Q) ) effet,

S ç de façon évidente.

Si n’est pas plus fine que ~(R) y leur conjonction n p.(R) est

strictement plus fine que ~(Q) ~ et la classe de so relativement à cette con-

jonction contient S .
3° Si e e alors 0 03BB(03B8)  e . Si Q e Lp , alors ÀO (Q) ~ Q . Ce qui

achève la démonstration.

X et  sont donc des bijections inverses de l’ensemble des fermés de Kp sur

l’ensemble des fermés de Lp , c ’est-à-dire, par définition, les éléments de la

forme po À(e) où e e et ÀO u(Q) où Q ~ Lp .
Cette correspondance possède la propriété supplémentaire :

PROPOSITION. - Pour tous Q dans et e dans KP , (Q) et À(e) sont

des fermés de K- et Lp respectivement y c ’est-à-dire

. On le vérifie facilement.

2. Les fermés de Lp .
La définition de  sera plus claire si l’on remarque que :

PROPOSITION. - Q est un fermé dans Lp , si, et seul ement si, l’équivalence
modulo (P) est plus fine que l’équivalence modulo (Q) .

Démonstration. - Si (P)  (Q) , alors l’équivalence modulo (Q) induit sur S

(qui est le quotient de M par l’équivalence modulo (Q) ) une équivalence qui est
une congruence d’automate. La classe de s~ est précisément S , et ainsi
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Si (Q) , cela revient à dire que Q n’est pas saturé modulo (P) , ou
encore

Ce qui signifie que m’ t E 03BB0 (Q) , et donc que 03BB0 (Q) &#x3E; (Q) .Et ceci exprime
que Q n’ est pas f ermé dans Lp.

3. Les fermés de KP .
Si e est fermé dans d(X(0) ) est image homomorphe de ~,(P)~8 ; il ne lui

est pas, en général, isomorphe.

Cependant y étant alors fermé dans Lp , d’après la proposition précédente,
l’équivalence modulo ( X( A ) ) est plus grossière que l’équivalence modulo (P) , et

elle induit donc sur S une congruence 8’ telle que

Cette remarque motive la modification apportée à la correspondance, et que nous ex-

posons ci-dessous.

Soit X’ l’application de Kp dans définie ainsi : Soit e une con-

gruence de L’ensemble des congruences 6’ de telles que 

est stable par union (disjonction des équivalences), et est non vide. Il admet donc

un élément maximal, que nous définissons comme X’ (8~ .

Posons )!’ t = notons Lp et RF les ensembles de fermés de Lp et Kp ,
et KP l’image par X de On peut alors énoncer :

PROPOSITION. - ~ t est une bijection de U sur KP G Si e est une congruence

de Of.(P) ~ et Q un élément de Lp , 8 = ~’(Q) si, y et seulement si,

4. Remarque.

La définition de l’ application ~,’ n’ est pas simple ( elle nécessite une sorte de
On pourrait être tenté de définir une application analogue de Lp dans

Kp , au moins des deux f açons suivantes

(a) Avec les mêmes notations que ci-dessus, on peut chercher si l’ensemble des

congruences 9 dont la classe de sa est contenue dans possède un élément maxi-

mal ( qui serait alors tout désigné pour être )JL’(Q) ). L’exemple suivant montre
qu’il n’en est rien.
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Soient X = y) , P = ,~,’~ , où A est la partie de X~ suivante :

Posons

a cinq états : S = 1 , 2 , 3 , 4) (où 0 est la classe de l’élément

neutre  ,

Les congruences non triviales de sont les suivantes :

Or P est inclus dans le monoide préfixe complet Q engendré par l’ensemble y* x .
L’ensemble S~ a quatre éléments :

Les congruences 6 et 6’ sont telles que la classe de 0 est contenue dans S .
Q

L’ensemble des congruences telles que la classe de s~ est contenue dans S 
Q 

n’a

pas d’élément maximal. B peut être représente par

A est alors représenté ainsi :
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(b) La disjonction des équivalences modulo (P) et modulo (Q) est une équiva-
lence régulière à droite plus grossière que l’équivalence modulo (P) ; elle défi-

nit donc une congruence d’automate, soit, y par définition y p(Q) E  .
coïncide avec si Q est un fermé de Lp. Mais l’exemple suivant

montre que, si où Q et R sont deux éléments de Lp , on n’a pas néces-
sairement p(R) . M = X = ~x ~ y~ . P = A* , où A est défini par

Soit Q=B~ , où B= (fx) Soit R=C~ , où Alors

P C Q C R C X* . L’automate C(.(P) a pour ensemble d’états S = (0 , 1,2),

est la congruence triviale (tous les états sont congrus). p(R) est la con-

gruenc e /01/2/ .

Nous terminons ce paragraphe en donnant un exemple de calcul de Kp et Lp.

V. Exemple.

Soit X = ~x , y~ . Nous prenons pour P le sous-monoide engendré par le code :

A se schématise ainsi : 1

(a) L’ensemble K P a quatre éléments (en dehors des deux congruences triviales) :
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(b) L’ensemble Lp est infini ; il contient les éléments suivants :

on peut encore écrire directement :

ou encore

Alors

pour tout couple n et m d’entiers (on remarque que R = (X2~’~ ~ .

(c) Les applications X et ~~ sont :

L’ensemble RF des éléments de Kp qui sont des fermés est :

De méme,

L’application X’ est :

L’application ~,’ est alors :

On peut vérifier que a(A*)/81 !::::a[(x2)*J, 
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VI. Etude des fermés.

1. 
’

Nous savons peu de choses des fermés de cette correspondance y dans le cas où M

est un monoïde quelconque. La proposition suivante, qui donne une condition suffi-

sante, permet cependant de régler le cas des monoïdes commutatifs.

Les notations sont celles du chapitre V.

PROPOSITION. - E L vérifie la condition :

(U) 9 u y v E M , uv e Q , v E Q ====~ u OE Q ;

alors Q est un ferme dans Lp 0

(La condition ci-dessus définit les sous-monoïdes bipréfixes (préfixes à droite
et à gauche) [2].)

Démonstration. - Si Q n’est pas un fermée l’équivalence modulo (p) n’est pas

plus fine que l’équivalence modulo (Q) , comme nous l’avons vu ; ce qui signifie

encore que Q n’est pas saturé par l’équivalence module (P ) 1

P satisfait (n ), et donc il existe n dans I~I tel que mn soit dans P. m’n
r

est alors dans P , donc dans Q. Or, Q étant préfixe,

d’où la contradiction avec 1~hypothèse :

On peut alors énoncer :

PROPOSITION. -Soit M un monoïde commutatif. Soit P un sous-monoïde préfixe

complet de M . Il Y a bi jection entre les congruences e de l’automate et

les sous-mono ides préfixes complets Q de M contenant P . 03B8 et Q se corres-

pondent, si, y et seulement si,

Démonstration.

(i) Dans un monoïde commutatif, les sous-monoïdes qui vérifient la condition 

vérifient aussi la condition (u1), et les éléments de Lp sont donc des fermés.
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(ii) Nous montrons maintenant que toute congruence 0 E Kp est fermée dans K~ .
Soit 03B8 ~ KP ; posons Q = 1.(0) j notons encore 6 l’équivalence sur M induite

par l’équivalence e sur S .

Il nous suffit de montrer : 1

Or, P étant complet, il existe n dans M , tel que mn soit dans P .

Alors m’n e Q; posons 

Ainsi mo d (?) ~ c ar mn E P , et qm z m c ar q = e (e) y
par définition de Q. Enfin m = m’ mod (e) , ce qui achève la démonstration.

Remarque. - Si (p est l’homomorphisme de roi dans SS correspondant à l’automate

on peut observer que qM est un groupe (sa représentation de permutation
sur S étant régulière, puisque c’est un groupe abélien et transitif) , quand Ni

est abélien.

2. Cas du monoïde libre.

Nous avons indiqué, au chapitre I, que les notions étudiées ici se laissent mieux

appréhender dans le cas où M est un monoïde libre, et nous avons introduit une

terminologie particulière. Nous allons voir que, dans ce cas, on peut donner un

certain nombre de propriétés des fermés pour la correspondance définie au chapitre

IV, quoique de nombreux problèmes restent ouverts.

(a) Les fermés de K A . - Soient A C ~~ un code, a(A*) son automate. Et soit

e une congruence de 1(à"~) .
La fermeture de e dans Kp , c’est--à~dire B).0 ~(8~ , est la congruence e’ de

la plus fine, telle que les classes de s modulo (e) et modulo (e’)
soient égales :

Ainsi :

PROPOSITION. - Un élément 6 de Kp est un fermé, si, et seulement s’il est mi-

nimal parmi tous les éléments 6~ de K qui définissent la même classe de s~ y
où sa désigne l’état de d(à*) qui est la classe de l’élément neutre module 
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Un cas particulièrement simple est celui qui se produit s’il n’existe qu’une con-

gruence d’image donnée par ou~ ce qui revient au même, une seule congruence

telle que la classe de sa soit un sous-ensemble donné de S . Cette congruence est

alors évidemment un fermé.

Une condition suffisante pour qu’il en soit ainsi est évidemment la suivante :

Soient 6 une congruence de et B l’image de e par À:

Si chaque classe module a un représentante et un seul, dans X ,BX’ , e

est la seule congruence de a.(A~) d’image B1!- par X . En effet, sous cette hypo-

thèse, il existe un seul automate reconnaissant (Ç

Un cas plus intéressant est le suivant 1

PROPOSITION 1. - Soit 0 un élément de B~ = ;B(e) . S’il existe un élément

b de B1r tel que bB C A (ce qui est évidemment le cas si A est borné sur B ),
e est la seule congruence de d’image B par À. 0 Et donc a(A~)/e ~ a(B~) .

Démonstration. - Nous noterons encore 0 l’équivalence régulière à droite indui-

te sur X~(- par la congruence e de 

Il faut montrer que, ? f , f ’ f = f ’ B =&#x3E; f = f e . Soient

donc f et f 1 deux éléments de f == f ’ mod (B’fo) . On pose f = hp ,

h , h’ r e B~ , ~ p , X * "- BX’" ( p et p f sont des préfixes de

B ). Alors p == p’ mod (B~) ~ f == p mod (e) et fi == p’ mod (e) , puisque, par
définition de B , h , h’ == e mod (0; . / B o

Soit alors b l ’ élément de Bir tel que bB c: A y dont nous avons supposé l’exis-

tence. De la même façon, f == bp mod (e) et f’ == bp’ (e) . De plus, bp et bpI

sont équivalents module (A~) y car

Ainsi,

Ceci montre, par transitivité, y que f == fi mod (e) y ce qui achève la démonstra-

tion.

(b) Etude des fermés de LA* . - Nous avons vu, au chapitre IV, qu’un élément B"

de était un fermé, si, et seulement si, l’équivalence modulo (A’") était

plus fine que l’équivalence modulo (B") y ce qui s ’exprime encore en disant que

B’~ est une partie de X~~ saturée modulo (A~) .
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Dans l’étude des fermés de certains codes jouent un rôle important. Nous

les nommons chaînes.

(bl) Chaînes.

/

DEFINITION. - Un code B sur X est une chaîne, s’il existe un code C et une

partition de C en deux sous-ensembles non vides Co et C ~ tels que 

Exemple : X= 1; , yl , C==X y y C est une

chaîne.

La caractérisation suivante est utile :

PROPOSITION. - Soit B un code. Les trois énonces suivants sont équivalents :

(i) B est une chaîne ;

(ii) Il existe un élément c de XX* tel que

(iii) II existe un élément c de tel que

~r

Démonstration. - Si B est une chaîne, B = C; C1 , alors, ~ c E CO’ c B C B ,
et (i) implique 

est équivalent à car {h 1 ch E B~ est un code pour tout préfixe c

B .

implique (i), car, de cB ~ B p on déduit que, pour tout entier h,

cn B C B , et donc c * [B , ( B ) } C B . le premier membre est 1J]1. code, et

donc c*{B / (cX* n B)} -. B . Ainsi B est une chaîne..

La proposition suivante précise la remarque du chapitre I, 9 2 (c).

PROPOSITION. - Les restrictions aux préfixes d’un code B des équivalences modu-

lo CB) et modulo (B*) sont égales, si, et seulement si3 B n’est pas une chas-

ne.

. Démonstration. - Si B est une chaîne, il existe c dans XX* tel que cB ~ B r

Alors c est équivalent modula CB) à l’élément neutre, et c n’est pas dans B .

Si les équivalences en question sont distinctes, il existe un préfixe c de A

qui est équivalent modulo (B) à l’élément neutre (I, § 2 (c»). Ainsi, cB ~ B ,

et B est une chaîne.
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Remarque. - La restriction à X* , BX* de l’équivalence modulo (B) est égale à

la restriction à cet ensemble de l ’équivalence :

Nous aurons à faire usage d.e la proposition suivante ?

PROPOSITION 2. - Soient B un code sur X , et c un élément de X * ,B * tel

que 

Si l’ ensemble des entiers n tels que # , pour b dans I3 ~ est borné,

Alors B est une chaîne.

Démonstration. - Soit k le plus grand entier tel que cb e If pour b dans B.

Si k = 1 , B est une chaîne. Supposons donc k ~ 2 ..

Soit b un élément de B tel que y et posons b = uv , y avec 

v E B . Alors y pour tout h dans si uh E B , de euh = B* , on déduit que,

heBy uhe B ==&#x3E; h ~ B . Ainsi B est une chaîne.

Exemples :

Le code B est effectivement une chaîne : xB ~ B .

2° Nous montrons qu’il existe des codes B qui ne sont pas des chaînes, tels

qu’il existe c dans X ’- B , avec B~ .

Soient Bo = xx y, = yy x , et posons B = B 1 + 
B n’est pas une chaîne, y mais yB ~ B* , car

~~ .* 
.

Il reste à montrer que B.. Bl C B .Or

et
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Une récurrence sur la longueur des mots de B" 0 B., montre alors la propriété cher-
chée.

(b2) Après avoir introduit la notion de chaîne, nous commençons l’étude des
fermés de Deux lemmes sont nécessaires.

LEMME 1. - Soient A et B deux codes sur l’ alphabet x 9 A C X’h , et A ;
es t bo rné sur B ~

S’ il existe un préfixe f de A , qui n’est pas dans tel que l’ ensemble
fh E X~~! / fh E A} est un code sur B qui est borné sur B ~ alors :

Il existe un préfixe .t de A , qui n’ est pas dans B" " g tel que :

(i) (h E X’~ ~ A~ est un code sur B ~

(ii) B~ .

Démonstration. - Pour tout préfixe t de A vérifiant les mêmes hypothèses que
f , on pose = i , si la longueur maximale des mots de (h 6 X" ~ 1 th E A)
sur l’alphabet B est i.

Supposons, par récurrence sur ~(k) ~ qu’il existe un préfixe k de A possé-
dant les mêmes propriétés que f , y avec ~(k) ~ ~(f) . Soit kB C et la démons-

tration est achevée ; 9 soit il existe un mot b de B tel que kb ~ B‘’‘ ~ alors, y de

k E X~ B AX~ , on déduit kb E X~ ~ AX’‘ u A , car (h E X’~ ~ kh ~ À) c: a~ . Nais
kb n’est pas dans A , car kb ~ B~ . Ainsi, kb E X~ ~ kb ~ B’~ 9
(h e X’" j ( kbh E A~ est un code sur B, borné sur B . De plus ~(kb) == ~(k) - 1 ~
et ceci achève la démonstration, car~ pour #(k) = 1 ? kB cAc B~ .

20 - Soient A et B deux codes sur X ; A c B" 9 et A est borné sur

B .

Si 1 ! ensemble (x’" v n B* des préfixes de A sont dans B‘’‘ n’ est pas

saturé modula (il), 9 B est une chaîne.

Démons t ration. - Soient t et t’ deux préfixes de tels que

Le mot t’ vérifie les hypothèses du lemme 1, car

et le deuxième membre est un code sur B qui est borné sur B . Il existe donc un

préfixe 2 de A, tel B’‘ s B’~ 9 ( ih E A) est un code

sur B . Alors, p pour tout b dans B, y l’ entier n tel que Bn est borne

par la longueur maximale des mots de A sur B . En vertu de la proposition 2,
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B est alors une chaîne.

Ces deux lemmes ont pour conséquence deux théorèmes :

THEOREME 1. - Soient A et B deux codes sur X ; A ~ B* ~ X* , et A est bor-

né sur B 0 Alors B~ est une partie saturée modulo (A"’) y si y et seulement si,
B n’est pas une chaîne.

Démonstration. - Si B est une chaîne, soit B un élément de XX" tel que

B , y et soit a un mot de A de longueur maximale sur B ; on pose

Alors et donc b =b6 mod (A) y car

Mais, du fait que A est strictement inclus dans il s’ensuit que b est

différent du mot vide, et donc que b = bf3 mod Or b6 n’est pas dans 

et n’est donc pas saturé modulo (A’) .

Réciproquement, si B’~ n’est pas saturé module (~.3~~ ~ il existe b et b’ t

tels que b E B y b’ ,~ b = b’ mod (A~) . Si on pose alors b = at ,
b’ - aIt t avec a a’ e t t’ E X~ ~ t E B-* t 1 ,./ B’
t = t’ mod (A) . L’ensemble ~x~~ ,: 1 n B3~ n’est donc pas saturé modulo (A) y
et, d’après le lemme 2, B est une chaîne.

THEOREME 2. - Soient C et D deux codes sur X ; C ~ D* , et C est borné

sur D. Alors y si C est une chaîne, D en est une.

Démons trati on. - On suppose que C est une chaîne y et que D n’en est pas une.

Soit f dans tel que fC ~ C y et posons f = uv, u E v E ~" ~ 
Alors fu == u car, 6’ h E fuh e C ==&#x3E; uh e C . Or, d’ après le

lemme 2, l’ensemble (Xit- ’- n est saturé modulo (C) , et fu est donc

dans Di: , ce qui implique vu E D . Alors fn = v est un préfixe de C

qui a plus de n facteurs gauches dans D ? et C n’est donc pas borné sur D,
ce qui achève la démonstration.

Remarque. - Sous les hypothèses du théorème, il est faux que

(c) Résumé des résultats. - Soit A un code sur X. Le théorème 2 montre que,

si A n’est pas une chaîne y il existe un code I tel que A C A est borné

sur 1 y I n’est pas une chaîne~ et
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B n’est pas une chaîne y

borné sur B ==&#x3E; B est-unechaine .

Ainsi, d’après les théorèmes 1 et 2 et la proposition 1 :

THÉEORÈME 30 - Soit A un code sur X qui n’ est pas une chaîne. 0 Pour tout sous-

ensemble totalement ordonné par inclusion de il existe un code I :

l E ~ , I n’ est pas une chaîne. A est borné sur l , tel que :

Si 8 est la congruence de 03B1(A*) telle que 

(i) Il y a bijection entre les codes B tels que A C B* C Z’‘ et les congruen-

ces t3 de ~,(A’~~ plus fines que (1, B et B se correspondant si, et seulement

si,

(ii) Pour tout élément B3‘ de  , avec B* , et A est borné sur B, y B*

n’es t pas saturé modulo (li’~) j .

(iii) Pour toute congruence 6 de plus grossière que 6 y re-

connaît un code B tel que A n’ est pas borné sur B .

Ainsi, si on schématise la partie Jb de J constituée des B’’ ", tels que A

est borne sur B ,

Remarque Si A est une chaîne alors aucun des éléments B~ de tels

que A est borné sur B n’est ferme dans 

Enfin, un code borné n’étant évidemment pas une chaîne, le résultat principal de

ce chapitre est :

THÉORÈEME 4 [3]. - Soit A un code borné sur l’alphabet X. Il y a bijection en-

tre les congruences 03B2 de lÀ(À*) et les codes B tels que P et

B se correspondant dans cette bijection si, et seulement si,
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