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SOUS-MONOIDES ET AUTOMATES

par Dominique PERRIN

I. Rappel de quelques définitions et propriétés préliminaires.
D N T A e i a o o a e oV W W P T e e e e e e s as o o N N o

1. MonoIdes.

Un monoide M est un ensemble muni d'une loi de composition associative et d'un
élément neutre. Un sous-monoide est un sous—ensemble stable contenant 1'é1ément

neutre.

Nous nous intéressons ici & une classe particulidre de sous-monoides, qui. sont

les sous-monoides préfixes complets [5].

Définition. - Soit P wun sous-monoide du monoide M . On dit que P est préfixe,
s'il vérifie la condition :

(UT) Vu, veM, uw eP et ue?P => vebP,
On dit que P est complet, s'il vérifie :

(:nr) vueM, uMnP#4d.

Si P et Q sont deux sous-monoides de M, P Q<M , P peut &tre un sous-
monoide préfixe complet de Q , sans 8tre un sous-monoide préfixe complet de M .
Ainsi, 1'ensemble des puissances d'ordre pair de l'entier 2 est un sous-monoide

préfixe complet du monoide multiplicatif des puissances de 2 , mais n'est pas un

sous-monoide préfixe complet du monoide multiplicatif des entiers naturels.

On vérifie facilement la proposition suivante

PROPOSITION., = Soient P Ei Q deux scus-monoides de M ;3 P < Q<M.

(i) Si P est un sous-monoide préfixe complet de Q , et Q@ un sous-monoide
préfixe complet de M , alors P est un sous-monoide préfixe complet de M ;

(ii) Si P et Q sont des sous-monoides préfixes complets de M , alors P est

un sous-monoide préfixe complet de Q .

De plus :



10-02

PROPOSITION. - Soit M un groupe. Un sous-monoide P de M est un sous-groupe,

si, et seulement s'il est préfixe complet.

Tout sous-monoide d'un groupe est d'ailleurs complet.

Exemples : Soit Z 1'ensemble des entiers relatifs qui forment un groupe addi-
tif. Le sous-monoide N des entiers naturels n'est pas préfixe. Par ailleurs 2N

est, par exemple, un sous-monoide préfixe complet de XN .

2. Automates ([17] et [4]).

(a) DﬁFINITION. - Soient M un monoide, et S un ensemble., On appelle automate

admettant M comme monoide d'entrée et S comme ensemble d'états, tout homomor—

phisme de M dans SS .

On note &= , S, ®) , ou ¢ est un homomorphisme de M dans SS .

Quand aucune confusion ne sera possible, nous noterons sm (s e S , me M)

pour seo(m) , qui est un &lément de S .

(b) Structure algébrique d'un automate. — Un automate peut &tre considéré comme

une algébre universelle, possédant S comme ensemble de base et ¢! comme ensem—

ble de lois de compositions unaires.

Une congruence d'automates sera donc une relation d'équivalence p sur S,

telle que
¥s,s'eS, s=s" md (p) => ¥meM, sn=sm mod (p) .

On définit de méme un homomorphisme d'automates et un automate quotient.

(¢) L'équivalence modulo (X) .

DEFINITION. - Soit K une partie du monoide M . On dit que deux éléments m et

m' de M sont équivalents modulo (K) , si, pour tout élément g de M, mq ap-

partient & K si, et seulement si, m'q appartient & K

Fm,m'eM, m=mn' md(X) <> {¥qgeM, mgeX <==> m'qeK} .

(1) L'équivalence modulo (K) est régulidre & droite.
(2) K est union de classes modulo (K) .
(3) L'équivalence modulo (K) est la plus grossidre des équivalences régulidres

a4 droite qui saturent K (c'est—é—dire telles que K so0it union de classes).

En effet, si 1'équivalence p posséde les propriétés ci-dessus,
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fm,m'eM, m=n' mod (p) => {¥ geM, mgeXK ==> m'qeXK} ,

m'q mod (p) , et K est saturé modulo (p) .

car mg

(d) Automate reconnaissant une partie K de M . - Soient 4= M, S, ® un au-

tomate, et 5o un élénment de S . On dit que O reconnalt une partie K de M,

si K est 1l'image réciproque par ¢ du stabilisateur de s

o K est alors néces—

sairement un sous-monoide préfixe de I 3

K={kel | so k = so} .
(e) L'automate a(P) . - Soit P un sous-monoide préfixe complet de M . Soit S

1l'ensemble des classes de 1'équivalence modulo (P) .

L'équivalence modulo (P) étant régulidre & droite, M opdére naturellement sur
S: ¥ymeM, ¥se€S, sm=s'e S, si, pour des représentants g et gq' des

classes s et s',

o =q' .
Soit ¢ 1'homomorphisme ainsi défini de M dans SS « Alors 1'automate associé
4 ¢, qu'on note 9(P) , est, par définition, 1'automate de P
a(P)=<MyS,°9>-
(1) a(P) recomnatt P : P est la classe de 1'élément neutre de M modulo (P),

et si on note s, cette classe, on a donc P = {pen | Sy P = so} .

(ii) G(P) est image homomorphe de tout automate reconnaissant P .

En effet, ceci revient & dire que 1'équivalence modulo (P) est la plus grossid-

re des équivalences réguliéres & droite qui saturent P .

(f) Exemple. - Soit M le monoide bicyclique, c'est-i-dire le monofde & deux gé-

nérateurs x et y avec la relation xy =-¢e .
Le sous-monoide P engendré par y est préfixe et complet : tout élément de M
stéerit o & (n,mel) et ¥ Ly =y"eP.

Les classes d'équivalence modulo (P) sont les ensembles {yn xp}neN , et nous
noterons une telle classe m . De plus, mex=m+ 1 et mey =m-1, si m #0

et O-y=00

L'automate @(P) a donc un ensemble d'états en bijection avec N ; de plus,
1'homomorphisme ¢ qui correspond & cet automate est une représentation isomorphe

de M .

P est inclus dans le sous-monoide Q engendré par y et x2 qui est préfixe
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et complet. a(Q) a deux états :
n 2k
o,/—_-{y X }nE’N_,kE_N_’ B =
ax =83 Bx=o et ay =835 fy=o .

On voit que a(Q) est isomorphe au quotient de a(p) par la congruence d'automate

suivante ¢ m , m'e N, m=m', ssi m~-m' est pair.

3. Cas du monoide libre [2].

Le cas ou M est un monoide libre nous intéresse plus particuliérement, car les

objets définis ci-dessus peuvent alors &tre déterminés plus aisément.

Soient X un ensemble, X* 1le monofde libre sur X . Les &léments de X° sont

souvent appelés des mots, et X un alphabet.
Nous noterons zx(f) la longueur sur l'alphabet X dumot f de x* .
(a) Codes. - Soit P wun sous-monoide préfixe complet de x* . 11 est isomorphe &

un monoide libre § si A est le sous—ensemble de x* qui engendre librement P ,

on dit que A est un code préfixe complet (sur X ).

On vérifie qu'un code préfixe complet est une partie A de x* , telle que, pour
%
tout mot f de X s 1'une exactement des deux éventualités suivantes se réalise :
soit f est facteur gauche propre d'un mot de A , soit f a un facteur gauche

dans 4 .
Nous dirons toujours ici, par abus de langage, code pour code préfixe complet.

Si A est un code, nous ne distinguerons pas le monoide libre sur 1'ensemble A

et le sous-monoide de X" engendré par A .
La propriété suivante est fondamentale 3

81 A et B sont deux codes sur X, ACB => A=23B (ce qui se vérifie ai-

sément).

3
Nous avons vu au paragraphe 1 que, si A" © B* c x* , o A et B sont deux

sous-ensembles de X

- Si A est un code sur B (c’est—érdire si A* est un sous-monoide préfixe
complet de B* ), et B un code sur X , alors A est un code sur X g

- Si A et B sont des codes sur X , alors A est un code sur B .

Remarque. - Les codes peuvent 8tre représentés graphiquement par des "arbres',

comme le montre 1l'exemple suivant :



10-05
=1{x, vy}, A=fxx, xy, yxx , yxy , ¥y} -

Le schéma correspondant est :

XX b yy
yxx  yxy

. *
Si B est lecode: B={xx, xy, y}, alors A est inclus dans B . B est

représenté par

XX X:'y' r)
L'ensemble B a trois é1éments, et le code A sur l'ensemble B peut &tre sché=-

matisé ainsi :

XX Xy
YyXX yXy ¥V

(b) Préfixes d'un code. — Soit A un code sur X . Pour tout élément £ de x*,

z . \& * *
on peut écrire f=at , ace AT, teX NAXT .

L'ensemble (X* \ AX*) des mots qui n'ont pas de facteur gauche dans A est,
par définition, 1'ensemble des préfixes de A .

A" &tent complet, 1'ensemble de ses préfixes s'identifie & 1'ensemble des fac-

teurs gauches propres des mots de A .

Nous utiliserons souvent, dans la suite, les remarques suivantes, qui sont tres

simples :
(i) La relation suivante se vérifie facilement : Soit A wun code sur X 3
fel u (x*~ AL = (x* N ax) ua .

(ii) Soit t € N A préfixe du code A . L'ensemble H des mots h de

¥ tels que th soit dans A est un code,

H=fheX¥| thelhl estuncodesur X .
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Dans 1'exemple précédent, 1l'ensemble des mots h de X* tels que yh e A est

le code

B={xx,xy,y'} .

(c) Calcul de 1'automate O(A¥) .

(i) Soient f et f' deux mots de x* s on pose
f=at, f£'=a't!; a, a'eA?; £, t' e X* . Axt .

)

Pour que f et f' soient équivalents modulo (A , 11 faut et il suffit que

t gj_ t! le soient :

Hh
I

i

= f' mod (A*) <==> % t' mod (A*) .

(ii) Soient t et t' deux préfixes de A différents de 1'élément neutre. t

et t!' sont équivalents modulo (A%) , si, et seulement s'ils sont équivalents
modulo (A) :

Vo6, t' e XX* \ AX* %

i

t' mod (&%) «=> t =1t' mod (&) .

Bn effet, si + est équivalent & +' modulo (A¥) , et si th est dens A ,
alors t'h est dans A¥ , et on peut poser h =uv avec t'u € A ; mais alors

tue A" , et donc h=u, t'he A. Ainsi t=+t' mod (A) .

i

Si t est équivalent & t!' modulo (1) , et si th est dans A¥ y t étant

différent du mot vide, on peut poser h =uv avec tu€ A, Vv € A¥ | Alors

t'ue b, et donec t'h e A% s ce qul montre que t = %' mod (A*) .

3* ,
(iii) Bn vertu des remarques précédentes, 1'automate A(A”) se calcule aisément

a4 1'aide du schéma présenté ci-dessus : il suffit de connaftre la classe modulo

(A*) de chacun des préfixes de 4 , et pour cela de connaftre leur classe modulo

(L) , excepté pour 1'élément neutre, qui est équivalent aux éléments de 4 .

Linsi, dans 1'exemple précédent, A = {xx , Xy , yXX , YX¥ , YV} ,
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Nous noterons alors ainsi les applications ox et oy :

2 0 11010
Px = H Qy = ’
0 2 ol11}2

ce qui signifie : Ox = 2 y lx=2, 2x=0.

| 2

1

(d) Codes bornds. - La définition suivante sera fréquemment utilisée dans la suite

V4
DEFINITION. - Soit A < X* un code. On dit que A est borné sur X , si les

longueurs des mots de A sur 1'alphabet X sont bornées :

TkeX: Yyaed, I,X(a)sk .

3 .
Soient A et B deux codes sur X j A¥cB* cx™ . Aors A est borné sur X,

si, et seulement si, A est borné sur B, et B est borné sur X .

En effet,

sw a) = | su a u b
aup y(e) = [sup 25()] [sup £,()]

II. Introduction.

1° Notre propos est d'étudier la correspondance qui peut exister entre les con-
gruences de 1'automate O(P) d'un sous-monoTde préfixe complet P et les sous-
monoides préfixes complets Q contenant P . Ce probléme avait été évoqué par
M. P. SCHUTZENBERGER [6]. Le travail qui est présenté ici est le fruit d'une colla~
boration avec J.-F. PERROT [ 3]. Notre but ssra plus clair si nous présentons d'a-

bord le cas ou M est un groupe.

2° Soit G wun groupe. Soit H wun sous-groupe de G . Les classes d'équivalence
modulo (H) , qui sont les états de 1'automate O(H) , s'identifient aux classes &

droite relativement & H .

L'homomorphisme ¢ correspondant & 1'automate a(H) s'identifie a la représen—

tation de G sur les classes & droite relativement &3 H :

Hx
®: g€ G p-> .
Hxg,

Les congruences de ¢(H) sont les systémes d'imprimitivité du groupe de permuta-—
tions & . Soit p wune congruence de W(H) ; soit K 1'image réciproque par

du stabilisateur de la classe de H modulo p . Alors l'automate de K , &(K) ,
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est isomorphe au quotient &(H)/p . De plus, 1l'application ainsi définie est une bi-
jection de 1l'ensemble des congruences de A(H#) sur l'ensemble des sous—groupes de

G contenant H .

3° Nous montrons d'abord par des exemples que, dans le cas des monoIdes, cette
correspondance n'est pas simple (ce n'est pas, en général, une bijection). Nous
verrons ensuite qu'on peut définir entre les deux ensembles évoqués une correspon-
dance de Galois et que, sous certaines conditions, elle se réduit & une bijection,

si M est un monoide libre.

I1I. Exemples.

1° Soit M 1le monoide d'applications d'un ensemble S dans lui-m&me, engendré
par les deux éléments @

0 o\ 1
X = ; y =
0 2 0

(1a notation ci~dessus a été introduite au chapitre I, § 2 (c)),

0 2

1
) ; S=1{0, 1, 2]

1 1412

2 2
M={e,y,5 ,x, 3,7} .

Le stabilisateur de 1'élément O de S est un sous-monoide préfixe complet, noté
P
P=1{e, x} .

Nous allons voir que 1'automate O(P) n'a pas d'image homomorphe non triviale,

mais que P n'est pas un sous-monoide préfixe complet maximal de M .

L'automate O(P) a deux états s et t correspondant & la partition de M en

classes modulo (P) :
2 2
s={y,v ,x, 7} ; t={e, x} .

a(P) n'a donc pas d'image homomorphe non triviale. P est inclus dans le sous-

monoide préfixe complet de M suivant :
2 2
Q=fe, vy ,x, W} .

20 Soit M 1le monoide libre sur X = {x, y} . Soit P 1le sous-monoide préfixe

complet de X* engendré par 1l'ensemble A C x* H

A= (xD)* {X2 ~ x2} .

I

Son amtomate a quatre états ¢ S=f0, 1, 2, 3},
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/1 03

CCEED CRED-

a(P) admet deux congruences : 8 = /02/13/ et 0' = /02/1/3/ . Or le seul sous-

monoide préfixe complet contenant P est Q = (XZ)* « On voit aisément que

241

12 112

a(Q) = a(®)/e .

A peut 8tre schématisé ainsi :

IV. Définition d'une correspondance de Galois.

1. Définition.
Soit P €M wun sous-monoide préfixe complet de M .

Soit LP 1'ensemble des sous-monoides préfixes complets de M contenant P .

Soit KP 1'ensemble des congruences de l'automate de P 3 &P) = M , S s O o
LP et KP sont naturellement ordonnés. On définit alors deux applications
X KP-->LP et ¢ LP-aK.P.

(a) Secit 6 € KP une congruence de G(P) .

Le quotient &(P)/e reconnaft un sous-monoide préfixe complet Q contenant P :

Q={QGM’ sOqESO mod(e)} ’

ou So € S est la classe de e . Posons

x(e)=QeLP .

(b) Soit Qe Lp 5 posons SQ =¢(Q) , o [ est la surjection canonique de M

sur S , c'est—a-dire
SQ={SES| 1q€eq, soq=s}
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(o Sy est 1'élément de S qui est la classe de 1'élément neutre modulo (P) ).

L'ensemble des congruences de &(P) telles que la classe de So contienne SQ
est non vide (il contient la congruence & une seule classe), et est stable par in-
tersection (conjonction des équivalences). Il contient donc un plus petit élément,

soit done u(Q) € Ky ce plus petit élément.

PROPOSITION. - A et  définissent une anti-correspondance de Galois entre KP
et L

P L]

Démonstration.

p <o == A(0) =r(e?) .

1°8i ©,0"eK,, 0

20 Si Q et R sont deux &léments de L Qs R ==> u(Q) gu(R) . En effet,

P ?

S de fagon évidente.

Q c SR ,
Si u(Q) n'est pas plus fine que u(R) , leur conjonction u(Q) N u(R) est
strictement plus fine que u(Q) , et la classe de So relativement 2 cette con-

Jjonction contient S, .

Q
3 Si fe Ky , alors ug Me) g8 .81 Qe Ly , alors ), w(Q) 2 Q. Ce qui

achéve la démonstration.

A et u sont donc des bijections inverses de 1l'ensemble des fermés de KP sur

1l'ensemble des fermés de L, , c'est-d-dire, par définition, les éléments de la

P
forme Mo AB) ou B e KP , et KO u(Q) ou qe LP .

Cette correspondance posséde la propriété supplémentaire s

PROPOSITION. - Pour tous Q dans Ly , et 6 dams Ky, w(Q) et A(e) sont

des fermés de KP et LP respectivement, c'est-a-dire

o Mg w(Q) = w(Q) ; Ay wo M8) = a(8) .
- On le vérifie facilement.
2. Les fermés de LP .
La définition de W sera plus claire si 1l'on remarque que @

PROPOSITION. - Q est un fermé dans LP , 8i, et seulement si, 1'équivalence

modulo (P) est plus fine que 1'équivalence modulo (Q) .

Démonstration. - Si (P) < (Q) , alors 1'équivalence modulo (@) induit sur S

(qui est le quotient de M par 1'équivalence modulo (Q) ) une équivalence qui est

une congruence d'automate. La classe de s, est précisément SQ , et ainsi
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A u(Q) = q et Q est ferné dems L, .

si (P) £(Q) , cela revient & dire que Q n'est pas saturé modulo (P) , ou

encore

m' (P), meQ, mn'égq .

il

im,n'eM, m
Ce qui signifie que m' € )\O w(Q) , et donc que }\O p,(Q) % (Q) . Bt ceci exprime

que Q n'est pas fermé dans LP .

3. Les fermés de KP .

Si ©® est fermé dans KP ’ a(x(e)) est image homomorphe de &(P)/e 3 il ne 1lui

est pas, en général, isomorphe.

Cependant, A(6) é&tant alors fermé dams L d'aprés la proposition précédente,

P H
1'équivalence modulo (A(8)) est plus grossidre que 1'équivalence modulo (P) , et

elle induit donc sur S une congruence 6' telle que
a(r(e)) = a(p)/e* .

Cette remarque motive la modification apportée & la correspondance, et que nous ex-—

posons ci-~dessous.

Soit A' 1'application de KP dans Jui-méme, définie ainsi : Soit © wune con-
gruence de O(P) . L'ensemble des congruences 6' de a(P) telles que x(e)==x(e')
est stable par union (disjonction des équivalences), et est non vide. I1 admet donc

un é1ément maximal, que nous définissons comme A\'(8) .

Posons ! = Xé u , notons Lé et Kﬁ les ensembles de fermés de LP et KP ’

et Kg l'image par A de Ké . On peut alors énoncer ¢

PROPOSITION. = ' est une bijection de L! sur KJ . Si 6 est une congruence

de &(P) , et Q un lément de L, , ©=p'(Q) si, et seulement si,

a(Q) ~a(®)/e .

4. Remarque.

La définition de 1'application u' n'est pas simple (elle nécessite une sorte de
"minimax"). On pourrait 8tre tenté de définir une application analogue de LP dans

KP , au moins des deux facgons suivantes :

(a) Avec les mémes notations que ci-dessus, on peut chercher si 1'ensemble des

congruences, dont la classe de s. est contenue dans S_ . , posséde un élément maxi-

(@)

mal (qui serait alors tout désigné pour 8tre u'(Q) ). L'exemple suivant montre

qu'il n'en est rien.
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Soient X={x,y}, M= X" , P=24%, 00 A estla partie de X suivante s
~ Posons
B=({x} u{yDy = ,
A= (B~ {{xyx} u {yx}}) u (fxyx}B) u ({yx}B) (voir le schéma) .
a(P) acing états : S=f0, 1,2, 3, 4} (ou O est la classe de 1'élément
neutre),
3121400 141414
I :
cj112]3]4 011234

Les congruences non triviales de a(Q) sont les suivantes
6 = /02/134/ ; 8t = /03/1/24/ .

Or P est inclus dans le monoide préfixe complet Q engendré par 1'ensemble y* X o

L'ensemble S, a quatre éléments :

Q
sQ={o,2,3,4} .
Les congruences © et 6' sont telles que la classe de 0O est contenue dans SQ'
L'ensemble des congruences telles que la classe de s, est contenue dans S, n'a

0 Q

pas d'élément maximal. B peut &tre représenté par

A est alors représenté ainsi s
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(b) La disjonction des équivalences modulo (P) et modulo (Q) est une équiva-
lence régulidre & droite plus grossidre que 1'équivalence modulo (P) ; elle défi-

nit donc une congruence d'automate, soit, par définition, g(Q) € Kp -

B(Q) coincide avec p(Q) , si Q est un fermé de LP . Mais 1'exemple suivant
montre que, si Q< R, ol Q et R sont deux éléments de LP

sairement B(Q) < B(R) » M =X, X={x,y} . P=4%, ob A est défini par

, on n'a pas néces-

A=X¥ ¥X N\ x* yxXX* .

Soit Q=3%, ou B= (fx} uf{yDy* x. Soit R=0¢¥, ou C=y" x. Alors
PcQ<cRc<X*, Ltautomate &(P) a pour ensemble d'états S =10, 1, 2},

<GLEs CRE)

B(Q) est la congruence triviale (tous les états sont congrus). B(R) est la con~-
gruence /01/2/ .

Il

1

1

Nous terminons ce paragraphe en donnant un exemple de calcul de KP et LP .

V. Exemple.

Soit X = {x, y} . Nous prenons pour P le sous-monoide engendré par le code :

E= ¥ ILGEH* (B DI

A se schématise ainsi

(a) L'ensemble KP a quatre éléments (en dehors des deux congruences triviales) s
6, =/0,2,4/1,3,5/ ; 6, =/0,2,4/1,5/3/ ;
85 =/0,2/1,5/3/4/ 5 8,=/0,2/1/34/5/ .



(b) L'ensemble Ly

. _ N
{Qn}neﬁ_ ’ O‘n - Bn ! ou

on peut encore écrire directement

fRY 3

ou encore

Alors

3
AT < Qn c Ql c Rm c R

est infini § il contient les éléments suivants :

10-14

-1 .
Bo= U N IIGA* eyl A o

i=0

n-1

o
&
Q
I

i=0

2n .

2

sy

*n A} ux

c v
1 X

2n

?

U GHE Py uy®

2n

x* Bl}} Uy .

?

pour tout couple n et m d'entiers (on remarque que Rl = (Xz)* ).

(¢) Les applications A et y sont :
Me) =R, ; Me,) =R, 3
inell, w(a) =u(Q) =6,

L'ensemble Kﬁ des éléments de KP

De mé&nme,

L'application A' est :

1 — °
A (92) =6, 3

L'application y' est alors :

fo, , 8,

B

Ll = (Rl , Ql}

x'(e4) =853

.

Meg) = a(e,) =

qui sont des fermés est :

KD = {e1 ’ 933 .

1 —

On peut vérifier que @(A*)/6, ~a[(x%)*7, a(4%)/65 = a(q,) .
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VI. Etude des fermés.

OIS SN IS INISNIINI

1.

Nous savons peu de choses des fermés de cette correspondance, dans le cas ou M
est un monoide quelconque. La proposition suivante, qui donne une condition suffi-

sante, permet cependant de régler le cas des monoides commutatifs.

Les notations sont celles du chapitre V.

PROPOSITION., - Si Qe LP vérifie la condition :

(Ul) fyu,veM, uweQ, veQ => uc€aq;

alors Q est un fermé dans LP o

(La condition ci-dessus définit les sous-monoides bipréfixes (préfixes & droite

et & gauche) [2].)

Démonstration. — Si Q n'est pas un fermé, 1'équivalence modulo (P) n'est pas

plus fine que 1'équivalence modulo (Q) , comme nous 1l'avons vu ; ce qui signifie

encore que Q n'est pas saturé par 1'équivalence modulo (P)
im, n'elM, m=n' (P), meQ, m'éf£Q .

P satisfait (ﬂr), et donc il existe n dans M tel que mn soit dans P . m'n

est alors dans P , donc dans Q . Or, Q étant préfizxe,
me Q, meQ => neeq ,
d'ou la contradiction avec 1'hypothése :

imn' ,neM, n'neQ, mn' £Q, neq .

On peut alors énoncer ¢

PROPOSITION. = Soit M un monoide commutatif. Soit P wun sous-monoide préfixe

complet de M . Il y a bijection entre les congruences 6 de 1'automate a(p) et

les sous-monoides préfixes complets Q de M contenant P . © et Q se corres-

pondent, si, et seulement si,

a(®)/e ~ alq) .

Démonstration.

(i) Dans un monoide commutatif, les sous-monoides qui vérifient la condition (Ur)

vérifient aussi la condition (Ul), et les éléments de LP sont donc des fermés.
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(ii) Nous montrons maintenant que toute congruence 8 € KP est fermée dans KP .

Soit © € KP ; posons Q = 2(8) : notons encore 0 1'équivalence sur M induite

par l'équivalence 6 sur S .
I1 nous suffit de montrer :

m! mod (6)

I

Ym, n'el, m=mn' mod (Q ==> m

Or, P étant complet, il existe n dans M , tel que mn soit dans P .
Alors m'n € Q ;3 posons m'n=q € Q ,

mn'nm = qm , et donc mm' = gn .

e (9)’

par définition de Q . Enfin m =m' mod (6) , ce qui achdve la démonstration.

i

m mod (6) , Car q

1

Ainsi mmm' =n' mod (P) , car mme P, et qgm

Remarque. = Si ¢ est 1'homomorphisme de M dans SS correspondant a 1'automate
a.(p) , on peut observer que ¢ est un groupe (sa représentation de permutation
sur S étant régulidre, puisque c'est un groupe abélien et transitif), quand M

est abélien.

2. Cas du monoide libre.

Nous avons indiqué, au chapitre I, que les notions étudiées ici se laissent mieux
appréhender dans le cas ob M est un monoide libre, et nous avons introduit une
terminologie particulidre. Nous allons voir que, dans ce cas, on peut donner un
certain nombre de propriétés des fermés pour la correspondance définie au chapitre

IV, quoique de nombreux problemes restent ouverts.

(a) Les fermés de K,y o — Soient A < X* un code, a(A*) son automate. Et soit

® une congruence de a(A*) .

La fermeture de 6 dans KP , Clest—3=dire o A(8) , est la congruence 6' de

&(A*) la plus fine, telle que les classes de 80 modulo (©) et modulo (@')

soient égales :

Voe KP y by A(e) = inffo' e KP | fseS, s= So mod (B) «=> s= 85 mod (8%} .
Ainsi

PROPOSITION. = Un élément © de KP est un fermé, si, et seulement s'il est mi-

nimal parmi tous les éléments 6' de K, gqui définissent la méme classe de s, ,

ol 0 désigne 1'état de G(A*) qui est la classe de 1'élément neutre modulo Qfs 3
v oek,, 6=p, A6)

<==> 0 = inf{e' € KP | vses, s= o mod (8) «==> s = o mod (6')} .
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Un cas particuliérement simple est celui qui se produit s'il n'existe qu'une con-

gruence d'image donnée par \ , ou, ce qui vevient au méme, une seule congruence

telle que la classe de g soit un sous-—ensemble donné de S . Cette congruence est

alors évidemment un fermé.

Une condition suffisante pour qu'il en soit ainsi est évidemment la suiveante :
Soient 6 une congruence de &(A¥) , et B* 1'image de © par A @

B* = foex’ | s.b=s

o mod (8)} .

0

%
Si chaque classe modulo (B¥) a un représentant, et un seul, dans X ¥, e
est la seule congruence de a(A¥) d'image B¥ par A . En effet, sous cette hypo-

N . . . 3
thése, il existe un seul automate reconnaissant B .

Un cas plus intéressant est le suivant :

PROPOSITION 1. - Soit 6 un élément de K ; B* = A(8) . S'il existe un élément

b de B¥ tel que bB < A (ce qui est évidemment le cas si A est borné sur B L

6 est la seule congruence de O(A%) d'image B par A . Bt donc a(a®) /e ~ a(8%) .

Démonstration. - Nous noterons encore 8 1'équivalence régulidre & droite indui-
q

te sur X* par la congruence 6 de G(A*) .

! (B*) —=> f=°f' (p) . Soient
f' mod (B¥) . On pose f = hp ,

I1 faut montrer que, ¥ £ , f' € x* , T

donc f et f! deux éléments de X¥ , f

i

]

£t =h'p' ,ou h,h'eB*, p,p' eX ~BK" (p et p' sont des préfixes de
B ). Alors p =p' mod (B") , f=p mod (8) et f£'=p' mod (8) , puisque, par

3%
définition de B , h , h! = e mod (9) .

Soit alors b 1'élément de B¥

tence. De 1la méme fagon, f = bp mod (8) et f£! = bp! (8) . De plus, bp et bp!

tel gue bB © A, dont nous avons supposé 1'exis—

sont équivalents modulo (&%) , car
*
p =p' mod (B*) => {fkeX , pkeB <=> pk e B} .
Ainsi,
¥ke x* ’ bpk € A <=> pk € B <=> p'k e B <=> bp'keh .
Ceci montre, par transitivité, que f = f' mod (9) , ce qui achdve la démonstra-

tion.

(b) Btude des fermés de Lys o = Nous avons vu, au chapitre IV, qu'un élément B*
de L A*
plus fine que 1l'équivalence modulo (BW) , ce qui s'exprime encore en disant que

B*

était un fermé, si, et seulement si, 1l'équivalence modulo (a™)  ¢gtait

est une partie de X* saturée modulo (A%) o
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Dans 1'étude des fermés de LA* s certains codes jouent un réle important. Nous

les nommons chaines.
(b1) Chatnes.

/
DEFINITION. - Un code B sur X est une chafne, s'il existe un code C et une

s . #*
partition de C en deux sous—ensembles non vides CO et Cl tels que B = CO Cl .

Exemple : X=1{x,y}, ¢=X, C
chaftne.

0 {x} , C, = {y} . B=x"y est une

La caractérisation suivante est utile

o0

PROPOSITION. - Soit B un code. Les trois énoncés suivants sont équivalents :

(i) B est une chatne ;

(ii) I1 existe un élément c de XX¥* tel que

¢B B 3

€
(iii) I1 existe un élément c de XX  tel que

¥heXx*, cheB => heB .
Démonstration. — Si B est une chaine, B = Cg Cl , alors, V c¢€ CO ' g BcB,
et (i) implique (ii).
(ii) est équivalent & (iii), car {h ] ch € B} est un code pour tout préfixe c¢

de B .

(i1) implique (i), car, de ¢B © B, on déduit que, pour tout entier n ,
' BcB , et done c*{B N (cX* n B)} € B . Mais le premier membre est un code, e%

done c*{B s (ex* n B)} = B . Ainsi B est une chafne.
La proposition suivante précise la remarque (ii) du chapitre I, § 2 (c).

PROPOSITION. - Les restrictions sux préfixes d'un code B des équivalences modu-

lo (B) et modulo (B') sont égales, si, et seulement si, B n'est pas une chai-

nee.

36

- Démonstration. — Si B est une chafne, il existe c¢ dans XX~ tel que cB ¢ B.

s
Alors ¢ est équivalent modulo (B) & 1'élément neutre, et c n'est pas dans B .

Si les équivalences en question sont distinctes, il existe un préfixe c¢ de A
qui est équivalent modulo (B) & 1'élément neutre (I, § 2 (c)). Ainsi, ¢B < B,

et B est une chafne.
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N 3

Remarque. - La restriction a N BXY de 1'équivalence modulo (B) est égale a

la restriction & cet ensemble de 1'équivalence :

i he Xxx¥, fhe A¥ <o=> f'me A" .
Nous aurons & faire usage de la proposition suivante ¢

PROPOSITION 2. — Soient B un code sur X , et c un élément de X* < BY el

que cB c B¥ .

S3i 1'ensemble des entiers n tels que cb € ;o , pour b dans B, est borné,

ikel, ibeB, cbeB == ngk .

Alors B est une chafne.

Démonstration. = Soit k 1le plus grand entier tel que cb € Bk pour b dans B.

Si k=1, B est une chafne. Supposons donc k > 2.

Soit b un élément de B tel que cb € B , et posons b =uv , avec cu € gl ,
¢
v € B . Alors, pour tout h dans X , 81 uh € B, de cuh € B¥ , on déduit que,

neB, YheX¥, uheB ==> heB.Ainsi B est une chafne.

Exemples :
1° X={x,y}, B= % yy* x . Alors yB € Bu B2 s en effet,
yB = y2 y* X + (yx)x* yy* X .
Le code B est effectivement une chafne : xB & B .

20 Nous montrons qu'il existe des codes B qui ne sont pas des chafnes, tels

s -
u'il existe ¢ dans X ~ B avec cB < BY ,
q ’

. _ _ %* _ % - _ 3¢
Soient X ={x,y}, By=3xx y, B =yy x, et posons B_.Bla-BO(Bl4-x%3B1).

B n'est pas une chafne, mais yB © B¥ , car

yB, < B, ¥By = yxBy + yxy
2 2
= c c
yBO B1 = yxBO Bl + yxyBl Bl BO B1 + B1 B ’
3% _ o *  R2 2, %
yBO XBO Bl = yxBo XBO B1 + yXyX BO Bl B+ B (BO Bl) .

% *
I1 reste a montrer que BO Bl cB . Or
3

3¢
By B, = (B~ By XyX) + B, xyx(BO + J)BO B,

et

e * 3
yBO Bl < (yx) BO B1 .
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xR

Une récurrence sur la longueur des mots de B, B1 montre alors la propriété cher-

o

chée.

(b2) Lprés avoir introduit la notion de chafne, nous commencons 1'étude des

fermés de LA* . Deux lemmes sont nécessaires,

¢

LEMME 1. - Soient A et B deux codes sur 1l'alphabet X ; A C B < ¥’ , et A

v—

est bormé sur B .

S'il existe un préfixe f de A, qui n'est pas dans B* , tel que 1l'ensemble

{h e x* [ fh € A} est un code sur B qui est borné sur B , alors :

11 existe un préfixe ¢ de A , qui n'est pas dens B¥ » tel que :

(1) fhe X*| ghe Al est un code sur B :
(ii) 4B < B*,

Démonstration. — Pour tout préfixe t de A vérifiant les mémes hypothéses gue

f , on pose w(t) =1 , si la longueur maximale des mots de {h € X ] th € A}

sur ltalphabet B est i .

Supposons, par récurrence sur ¢(k) , qu'il existe un préfixe k de A possé-
dant les mémes propriétés que f , avec w(k)‘s W(f) . Soit kB < B¥ , et la démons-
tration est achevée ; soit il existe un mot b de B +tel que kb £ B* , alors, de
k e X¥ \ AX* , on déduit kb € X* N\ AX* UA, car fh e X* | kh e A} © B* . Mais
kb n'est pas dans A , car kb ¢ B* . Ainsi, kbe X* < AX* | kb ¢ B¥
fne x*| kxbhe A} est un code sur B, borné sur B . De plus ¢ (kb)
1, kBcacpB*,

(13

\‘.f(k) -1,

et ceci acheve la démonstration, car, pour ¢(k)

-~

LEMME 2. - Soient A et B deux codes sur X A c B s, 2t A est borné sur

B.

“we

Si 1'ensemble (X* AX*) n B¥ des préfizes de A gui sont dans B¥ ntest pas

saturé modulo (A) , B est une chaine.

Démonstration. — Soient t et +t' deux préfixes de 4 , tels que

t =+' mod (A) 3 te BY; 4! ¢B* .
Le mot t' vérifie les hypothéses du lemme 1, car
fheX | thedl=fhex| thea} ,
et le deuxiéme membre est un code sur B qui est borné sur B . Il existe donc un
préfixe 4 de A, tel que £ ¢ B*, 4BcB¥; {nex¥ | ¢h e &} est un code

sur B . Alors, pour tout b dans B, l'entier n tel que 4b € B® est borné

par la longueur maximale des mots de A sur B . En vertu de la proposition 2,
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B est alors une chaine.

Ces deux lemmes ont pour conséquence deux théortmes :
b q

N
w

7/ 1 A
THEOREME 1. - Soient A et B deux codes sur X ; 4 £ B¥ < X » 8t A est bor-

‘ * . . * . .
né sur B . Alors B" est une partie saturée modulo (A™) s 5i, et seulement si,

B n'est pas une chafine.

Démonstration. — Si B est une chatne, soit B un élément de X* tel que

BB < B, et soit a wun mot de A de longueur maximale sur B ; on pose

a = bb' : bEB*; bte B .

il

Alors BB <A, et donc b bB mod (A) , car

ikeX', bk € A «=> ke€B «=> Pke B «=> bk € A .

Mais, du fait que A est strictement inclus dans B* s 11 s'ensuit que b est
différent du mot vide, et donc que b = bR mod (A*) « Or DPB n'est pas dans B¥ ’

et B¥ n'est donc pas saturé modulo (A*) .

Réciproguement, si B¥ ntest pas saturé modulo (a¥) y 11 existe b et b!?
tels que b€ B , b' £B¥, b =Db' mod (4% . Si on pose alors b = at ,
b' = alt! , avec a, a'e€h , b, t'e X"\ ax*, te s, g ¢B* ,
t = t' mod (A) . L'ensemble (X* N AXY) n B¥ n'est donc pas saturé modulo (&)

et, d'aprées le lemme 2, B est une chafne.

Y r
THEORENE 2. - Soient C et D deux codes sur X ; CSD¥, et C est borné

sur D . Alors, si C est une chafne, D en est une.

Démonstration. - On suppose que C est une chafne, et que D n'en est pas une.
3

Soit f dens XX s tel que fC < C , et posons f=uv , ue€ D¥* sy V E X~ px™ .
Llors fu=u mod (C) , car, ¥ he x* y fuh € C «==> uh € C . Or, d'apres le

lemme 2, 1'ensemble (X% N CX*) n D* est saturé modulo (C) et fu est donc
? b
-1
)n

dans D¥ , ce qui implique vu € D¥ . Alors " = u(vu v est un préfixe de C

oul a plus de n facteurs gauches dans D , et C n'est donc pas borné sur D,

ce qui acheve la démonstration.

Remarque. = Sous les hypotheses du théoreme, il est faux que

¥ d e xx*, dC S C ==> dDCD .

(c) Résumé des résultats. — Soit L wun code sur X . Le théoréme 2 montre que,

#* .
si A n'est pas une chafne, il existe un code I tel que A< I , AL est borné

sur I, I n'est pas une chafne, et
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A C B* c I* => B n'est pas une chafne ,

Act®cB* et A borné sur B => B est une chaine .
Ainsi, d'apres les théorémes 1 et 2 et la proposition 1 :

/ \
THEOREME 3. - Soit A un code sur X qui n'est pas une chafne. Pour tout sous-

ensemble & totalement ordonné par inclusion de LA* , i1 existe un code T :

I*e 3, I n'est pas une chaine, A est borné sur I , tel que :

Si 6 est la congruence de a(A®)  telle que al(a® /e ~a(T¥) :

(i) I1 v a bijection entre les codes B tels que A C B* c I% et les congruen—

ces B de G(A%) plus fines que 6 , B et B se correspondant si, et seulement

si,
a(A™)/g = a(8*)

(ii) Pour tout élément B¥ de 3 , avec Iﬁsg B, et A est borné sur B, B*

n'est pas saturé modulo (A") ;

(iii) Pour toute congruence B de A(4*) plus grossidre que 6 , A(4*)/e Te-

connait un code B tel que A n'est pas borné sur B .

Ainsi, si on schématise la partie 3 de J constituée des B tels que A

est borné sur B,

I
* 3 kg
A Co-ooo QOCI C-.uc.-o-oa-acA-OCcoeou .
fermés non fermés

1 s~ 2 e
Remarque. — 81 A est une chaine, alors aucun des éléments B~ de LA* tels

que A est borné sur B n'est fermé dams LA* .

Enfin, un code borné n'étant évidemment pas une chaine, le résultat principal de

ce chapitre est :

THEORKME 4 [3]. - Soit A un code borné sur 1l'alphabet X . I1 y & bijection en-

7 * %
tre les congruences f de &(A%) et les codes B tels que A* cB <X , B et

B se correspondant dans cette bijection si, et seulement si,

a(s¥) = a(a®)/p .
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