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Séminaire SCHUTZENBERGER-LENTIN-NIVAT 7-01
(Problémes mathématiques :

de la théorie des automates)

Année 1969/70, n® 7T, 10 p. 6 janvier 1970

SEMI-GROUPES A GENFRATIONS BORNEES

par Jacques JUSTIN

Introduction. - Nous notons N (resp. P ) 1tensemble des entiers naturels (resp.
positifs) considéré ici comme un semi-groupe (1) adaitif. Le produit des parties et

les puissances d'une partie d'un semi-groupe sont définis de la fagon habituelle.
Soit A un semi-groupe engendré par le syptéme B de générateurs. Appelons
i-icme génération (resp. i-iénme population) de A (relativement & B) 1'ensemble

i : j :
B~ fresp. Py = U B9 ). L'allure de Card B ou Card P, considéré comme fonce

J=1

tion de i entraftne des conséquences quant & la stueture de A . Nous nous propo-
sons ici de caractériser les semi-groupes "& générations bornées", c'est-a~-dire
tels que Card B- €m <w® , ¥ i€ P, Le théordme suivant [2] est prouvé dans la

premiére partie.

THEOREME 1. - Soit A un semi-groupe admettant un systéme B de générateurs.

Si Card B* <ne€ P (vie _li) , 11 existe un semi-groupe fini S et un entier J

tels que 1'idéal engendré par BJ est image homomorphe d'un sous-semi-groupe T
du produit direct N x S . En outre, j et Card S peuvent &tre bornés par des

fonctions de m seul. Bnfin, (i®m} x 8) NP a pour image B , Ynz>j.

La deuxidme partie généralise quelque peu ce résultat. Dans la troisidme partie,

nous en déduisons une propriété des semi-groupes répétitifs ([2], [3]).

1. Preuve du théoréme 1.

I1 est commode de supposer que B* n BY = ¢ si i # j ; on peut alors parler
sans ambiguité de la longueur lul =1 d'un élément u e Bi . Ce faisant, on ne

restreint pas la généralité. Posons en effet :
Bl={(1,b)lbeB}chA,
et soit Al le sous-semi-groupe de P x A engendré gar B1 « Il est clair que

(1) cara Bi:Card B'Sm, Vie?,

(ii) A est image de A

| per le morphisme T tel que

ﬂ(n,a):a, V(n,a)eﬁlo

(1) Semi-groupe est entendu ici comme synonyme de demi-groupe.
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I1 suffit donc de prouver lc théoréme 1 pour Al pour qu'il soit vrai pour A . Or
A, satisfait & B-n B =¢ si i#3j.

1 1 1

Notons A' 1le semi-groupe obtenu en adjoignant & &L wun élément neutre ¢ de

: o . .
longueur O , et convenons que u =¢€ 81 uw€ L' .

Nous allons d'abord établir quatre leumes.

LELE 1e =81 u, v, we L' et ]ul = lwl , ON 2
(1) ut vwzt _ u2t th

(2) o t

m!

fq 2 i m~i . R
Preuve.—— Les m + 1 &léments u> vw — (0 < i< m) ne sont pas tous distincts,
car ils appartiennent & une méme génération dont le cardinal est € m par hypothé-

se. Il existe donc des entiers « , b, & , tels que :

(3) 0sa<m, 0<pB<m, 1<E<m.

De (3), on déduit ‘
(4) u® va+AS = S gyt i heP .

? =

=P

Prenant A = t/€ , et multipliant (4) & gauche par ut—a, et & droite par w ’
on obtient (1).

LEWIE 2, = S1i x€ P, il existe un entier ci(x) tel que tout f e L , avec

]fl 2,c1(x) , peut s'éerire

(5) f:flf)cha, £, 0,6 it fye k.
Preuve. - Posons y = Pt , et prenons cl(x) =Xy . Soit
(6) £=D) Dy «e B (bie B) -

liontrons que f satisfait a (5). Posons

_ . y : _

et considérons les (x - 1)-uples d'éléments dec BY

(7) @, = (a, , a, ) (0<isgy):

i i ity' ? Fie2y ? ? B (x=2)y

Soient ay et 9y (i < i') deux quelconques de ces (x - 1)-uples que nous note—

rons pour simplifier (gl g oee g gx—l) et (gi y see g%_l) .

En raison de leur construction, on peut écrire :
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[

(8) if:

k

agl 8y oo el
t et t t t
h 6] 85 oo gx-l k

I

g. mu, Vv, , g! =v., u,
i i i i i 7i+l .
avec {h‘ . K mu K (Lgi<x=-1)
1 x
¢ h! ,ui,ke L
ol

h, Vs kte A!

On voit que

j <x - 1)

7N
()

p— ] 1 1
(9) vj g,j+l gj+2 ere By 1 Y T gj gj+l cee Byt (1

Par ailleurs, le nombre de (x - 1)-uples d'éléuents de BY est au plus

X—l s . ’ N s .
m =y . Donc deux des o définis par (7), sont égaux. Si on les désigne par

1] ] °
(gl oo 8 ,) et (gl ces gx—l) , on aura :

x~-1
g; =g} (L<3sx- 1)
d'od, en vertu de (9),

Vs €541 8540ttt Byiy Uy T8y 8501 00t 81 (1< j<x-1)

et par récurrence sur Jj @

x-1
Vi Vo e Ve g Uy T8y 8y ovee By ¢
En portant dans (8), on voit que f satisfait & (5) avec f, =u_ «

2 pid

LELE 3. - Si xe€ P, il existe un entier 4 indépendant de x , et un entier

cg(x) , tels que tout fe L avec lf| Z'CZ(X) satisfait & 1'équation (5) avec

lle =4 .

Prouve. - Montrons d'abord qu'il exisic les entiers A et v(x) tels que tout

f de longueur > Y(x) peut s'écrire sous la forme (5), avec !fzi S A

Prenong en effet v(x) = kcl(Zt) avec ke P qui scra choisi plus loin et 1

domné par (2). 8i |1l = y(x) , on peut écrire :

f=g 8 «os 8 ) OO lg,| =c (28) (1<igk).

En vertu du leime 2, chaque g5 peut s'éderire :
2t .
= g! 1 = ! n v,
g. gi hi gi ’ lhil 21 ’ gi ? gi € 4
Les hi ont leurs longueurs < A = cl(Zt)/2t = s, Dornc, si on prend
k= (r-1)s+ 1, o re P sera choisi plus loin, r des hi auront méme lon-
gueur, JLppelons-les hi g eee h} . Bn appliquant le lemme 1, on peut alors, sans
changer f , réduire & t les cxposants de ces hi sauf celui de hi par exemple,

qui deviendra 2t + (r - 1)t = (r + 1)t . En choisissant r minimal Zrzx/t) -1,
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Pour achever la preuve du lemme 2, prenons £ = Al , et cg(x) = y(4x) . Alors

tout f tel que Ifl Z'CZ(X) pourra s'écrire f = f'gbx v, f', fre A' avec

1 $~|gl < A, Posons f2 = g”/igl . Alors Ile

L et g% = féglx , ce qui per-
met de mettre f sous la forme indiquée dans 1'énoncé du lemme 3.
Posons pour la suite :

(10) d =4t et ¢ = 02(2t) .

IEME 4. - I1 existe un entier L tel que tout fe A , avec Ifl 2L, peut

s'écrire :

(11) Pot 50ty o teR, gl =2
(12) £, 03 €a= U B .
c—-d<x<0

Preuve, - Prenons L = cz(t) +202(2t) . Si |f| >L, on peut écrire :

£=prenent et = Jem] =o,(28) | £n} Ze,(t) «

f1  peut s'éerire (lemume 3) :

t

o o=v, f2 Vs o lle =4, Vi s Va€ A
N t Lo 2%
Dlod f =uf, w, lal , lwl 2—02(2t) ; et u peut s'éerire u =u; u, uy avec
|u2| =4 o Donc (lemme 1) s
f = u'fgt w ou u's= Uy ug u3 .

On a |u'l = [ul -d . 51 ]u'l 2>02(2t) , on recommence avec W' l'opération faite

sur u , et ainsi de suite. On procéde de m&me en ce qui concerne w , et on obtient

fihalement pour f 1a forme indiquée dans 1'énoncé.

Nous pouvons maintenant corstruire le semi-groupe fini S et achever la preuve

du théoréme 1.

Construétion du semi-groupe S . — Soit B un multiple positif de +t qui sera

choisi plus loin. On prend :
S = {(p 9 8 q) I reQ, ae Bﬁ s, q € ap Q) s

ot Q est toujours défini par (12).

fal

On munit S d'une opération o en posant :
(13) (p s 8 Q) ° (P' , a', Q') = (P y 2 q‘l) ’
p

oh%ea Q satisfait a

(14) ixeP: x= ¢ (mod t) et gp'q' = ax qq e

Prouvons d'abord 1l'existence de 4y * Comme q € afp Qs qp'q' est de la
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forme a” u ol d'ailleurs |u| > |q' =c = 02(2t) « En appliquant alternativement

les lemmes 3 et 1, on peut éecrire :

Py

tat — A — —_
q.pq.-'a a ul—a u2—-o|.-—a uk

avec ¢ - d <& | l < c¢ + On peut donc prendre = ab .
Yk 4 Yk

Pour prouver l'unicité de q, » remarquons d'abord que si qi € aB Q satisfait
également & (14), c'est-3~dire si

1
qp'q'=ax q;-, X1EE’ x! =0 (modt),

on aura x' = x . En effet,
a3 = oyl = (x=x)4 =0 (moa a) ,

datou ]qil = lql[ , puisque lqnl et [qile [B+c=-d, Bb+c~1].

Par ailleurs (14) entraine x < g + (2c +4d -3)/4 .
Par conséquent, 1l'unicité du résultat de 1'opération - sera assurde si

g g

(15) ax+8 aX+B rY = a" T =a

VaeB, Vr,r'e Q, Vxell, g+ (2c+d-3)/e].
Nous allouns voir qu'une condition analogue & (15) entraine 1l'associativité de o
Soient :
(p,a,a) ¢ ,a,q)=(,a,q)
(pya,aq) o0 ,a,q)=(,a, aq)
(', 2t 5, a") o (P, 2", q") = (p' , a' , q,)
(pra,a b ,a ,q4)=0(,2,q)

L'opération sera associative si Ao = dy En notant - Xy les valeurs de x asso-

ciées aux q; per (14), un calcul facile, utilisant le lemme 1, donne :

X, + X +X
al 2q2=ax34

q = qp'a'p'q" .
On vérifie, en considérant les longueurs, que

X, v X, =X, + %, $ 28+h, avec h= (4c +d - 5)/% ,

d'ou une condition suffisante pour l'associativité :

(16) 5X+B r = aX+B'r' — aB T = a'l3 rt ,

Vae};g', ¥r, r'e Q, Yxe [1,28+h]%

Manifestement, (16) entratne (15). Nous allons choisir B de facon & satisfaire
(16)s Q étant fini, (16) équivaut &
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(17) C‘ardax*'ﬁQ:CardaBQ, VaeE‘a, v xe [1, 28 +h] .

Comme Card a” Q est une fonction non croissante de i , (17) sera satisfaite
pour B assez grand. Plus précisément, soient 8y 5 85 5 eee 5 B les éléments de

Bz . Considérons les k-uples
a(i):(CardaiQ,Carda;Q, ves ,Cardath)G PxPx oo xP o

Cette suite est décroissante au sens large pour l'ordre induit dans P x Pxeeex P
par 1'ordre des entiers, Partant de BO =t , définissons Bu+1 comme le plus pe-
tit multiple de t +tel que ﬁu+l >384+ h , et considérons la suite des k-uples
a(Bu) . I1 existe un u <(m - 1)k tel que a(ﬁu) = a(ﬁu+l) . En prenant B = Bu ’
on aura

Q(B + X) =ap, Vxe [l y 2B + h] )

donc (1'7) sera satisfaite.

Fin de la preuve du théoréme 1 + - Si 8 = (p,a,qe S et xe N , posons

f(s , x) =patxqe.k.
Soit J = max (L , B4 + 2¢ - 2) .Définissons dans le produit direct N x S s
?P=f{(n,s)| ses, 2x20: n=|f(s, x)| 2j}-
On vérifie comme ci-dessous que T est un sous-semi-groupe de N x S 3
Soit 1l'application :

©: T —> (B = u B,
i2j

donnée par o(n , s) = £f(s , x) tel que |f(s , x)|=n

.

Cette application est un morphisme.
Soient en effet (n, s) et (n', s') €T, avec

s=(p,a,a), s'=(@",8 ,qa), ses'=(p,a,q)c4h,

tx!
q!
et . txl
¢£(n ) S)(n' ’ S')J = @[n + n' y 8 ° S‘] = pa ql .

%
on,s)=parq, on,s)=opa

En utilisant le kemme 1 et la définition du produit dans S , il vient :

tx! t(x+x'+y)

tlx+xt
ab(Et) qp'q" = pa 4

4
o(n , ) oln' , s¥) =pa~ gp'at ™ q' =D

aton o(n , s) o', st) =¢l(n, s)(n', s')] puisque ces deux éléments ont méme
longueur n + n' .

Montrons enfin que ¢ est surjectif. En vertu du lemme 4, tout élément u € (]BJ)

peut s'écrire paltr, p, T €Q, aeBﬁ.
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De ful 2j 2Bl +2c -2, on tire it 2B , d'ou

u = ant a g€ aB

Q .

Donc u est l'image par ® de (lul , (p, a , q))eT.,

2. Généralisation.

Nous noterons X* 1le monoide libre engendré par un ensemble quelconque X , et
|f] =a € ¥ 1a longueur de f € x* .

Définition. - A étant un semi-groupe engendré par B , on dira que A est muni
d'une pseudo-longueur A (relativement & B) si A est une application de A dans
1l'ensemble dés parties non vides de N telle que, pour tout ae€ A,
] P b
(18) da=1{y d | pe P, a= [Ib., d,€ Ab, , b,e B (1<i<p)}
. i ~ . i i i i
:l 1.—.:]_ .
On dira aussi que a posséde la pseudo-longueur d si de Aa .

Le théoreme 1 se généralise alors en un nouveau résultat.

-~ ~
THEOREME 2. ~ Soit A un semi-groupe muni d'une pseudo-longueur A relativement

a4 un systéme B de générateurs. Notons Ad la classe des éléments de A  qui pos-

sédent la pseudo-longueur de N .51 Card Ad Sm<e; ¥ d€ N, il existe jeN

et un semi-groupe fini S tels que éﬁj Ad est image homomorphe d'un seus-—-semi-

groupe T de N xS . En outre, j .et Card S sont bornés par des fonctions de
m, A et Card B . Enfin 1'image de ({a} x 3)n T est Ay Tazj.

Preuve. - Remarquons d'abord qufon peut supposer Ab P , V be B, Posons en
effet 1% = A\Ao et H=BnaA , ol Ao est la classe des éléments de A possé-
dant 1a longueur O . Il suffit de prouver le théoréme pour A . Or A est engen-

dré par 1l'ensemble fini :

ovl}
]

A HA v A HUHA UH
[e] (o] (@] [e]
qui satisfait & AB <P, Vbeld.

Par silleurs on peut supposer Card Aa =1, Vae A (A se réduit alors & un

morphisme de A dans N ) . Soit en effet A, se semi-groupe de N x A engendré

1

per 3, = {tn,b) | peB, ne bl .Lles projections ™ A >N et

15

ﬂ2 . Al ->» A vérifient Aia = ﬂl(ﬁgl a), Vae A, I1 suffit donc de prouver le

théorsme 2 pour Ay e

Nous allons donc poser B = {b b2 y ese g bk} ;, et considérer A comme un

l ?
morphisme de A dans P donn& par hbi = d,€ P (1<i<kx).
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I1 est commode de considérer au lieu de A 1le monoide A' obtenu en lui adjoi-

gnant un éléme nt neutre € ¢ A , et de poser Ae =0 .
Donnons~nous un ensemble X = {Xij I 1<i<k, 1<<j< d } , et posons

B = {B‘L =x.l Xi2 cee Xid, | 1<1i<k} cx”,

i
Soient 3{ : 'EW —> A' 1le morphisme de monoides tel gue &Ei = bi (1 £i g k) , et
a la congmence sur B° canoniquement associée & « . On remarque que
Igl h(ag) V g€ B® . Soient P 1la congruence sur XW engendrée pr « , et
@ : X ->Q= X'k/b le morphisme associé. Ona « =P n (E*x Bw) . On peut donc
([1], vol. 2, § 9.1) plonger d'une fagon naturelle A' dans Q en dcrivant (2 un

isomorphisme nrds)

(19) bg = ag , iged .

Posons T={fex | xx*nF =4}
R=1{reX | XX”rnB?éQf}
L=1{2 X’ ixx" n B #4d}
¢ ={c eXX I XX*CXXn B # ¢}

On a )

(20) XX =JURBLuUC et JNn(RELUG) =¢ .

=

J , résidu de B dans i , est non vide sauf si di =1 (1<i<k) auquel cas
le théoréme 2 se réduit trivialement au théoréme l. J étant idéal de X" ’ s';J
est idéal de Q . Soit a : Q -» P le morphisme canonlquement asgocié 3 la con-
gruence de Rees modulo BJ [1]e D est engendré par E = BﬁX « S0it z = aéf,

V£ €J le zéro de D . Montrons que D est & générations bornées., Soit t € P .

Si u€EY, il existe fe X¥ tel que |f| =t et u= pof .

Sien outre w#z, ona f¢J, done, par (20), £f eRB'Lu C .
-

Si feREWL,onpeutécrire f=rg{, r€eR, geB , Ze L.

Si A

i

sup {di l 1<is<k}l, ona:
t-2(h-1)< el =t -] -[sl <t
Or lg] = AM(0g) . Donc ©g appartient & un ensemble de cardinal < m(2A - 1)

——"‘ K3 - - - e
Si, au contraire, fe€ RBL, fe C qui est un ensemble fini. Par conséquent,
on a

Card B' < 1 + (Card R)2 n(2A - 1) + Card C = m .
En vertu du théordme 1, il y aura alors je P , un semi-groupe fini S ,

Tl SN xS, et un épimorphisme

@ ot T > ®) = U o
t23
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Par ailleurs, la restriction de © & A!' = pB © Q est un isomorphisme ¢ de A!'

sur A" D qui est tel que Val'le AN, an€ g = %= h(w“l am) o

On a donc -1 .
Clann B) =y o4y
azj

d'ol ll'existence d'un épimorphisme

ot T-> U A,
a5

en prenant

-1 -
P =y cpl et T=(P1UAd.

423

3. Application aux semi-groupes répétitifs.

Si X est un ensemble,appelons mots les éléments du semi-groupe libre sans é&lé-
ment neutre XX¥ CX* ., Si g < XX et fe Xgk , g est facteur de f . Si en
plus g = g1 8 +o* 8 s g; € po ol v By 2 By 9 ece sont k facteurs consécutifs

de f .
Reprenons la définition ([2], [3]) des semi-groupes répétitifs.

Définition. -~ Un semi-groune D est dit répétitif si, quels que soient 1'ensem-
W
XX -3D et ke P, il existe un entier

L= Lm(k) tel que tout f € XL Xw posséde k facteurs consécutifs congrus modulo

P .

ble fini X , le morphisme ¢

Remarques = Il revient au méme d'imposer ¢X fini au lieu de X fini.
Le théordme 2 de [3 ] peut se généraliser ainsi :

THEORENE 3. = S0it ¥ : D ->E un worphisme de semi-groupe tel que

Card ™ 'u<meP, Vueck.Alors si B est répétitif, D 1'est aussi.

Preuvee, = Soit le morphisme ¢ : XX*¥ -3 D out X est finie. On va montrer que si
L est convenablement choisi, tout fe xUx* posséde k facteurs consécutifs con~-
grus modulo ® . Considérons le morphisme ¢ = 8p : XX* -3 E ., E Stant répétitif,
prenons L = Lw(q) oh q € P est arbitraire pour l'instant. Le mot £ posséde
q facteurs consécutifs fl ’ f2 y coe fq ayant méme image u par ¢ .

Posons :

¢f; =b; e D, d'ou b, =ue B (1<i<q)-

Le sous-seumi-groupe A de D engendré par B = {bi | 1<1i<q) est & généra-

tions bornées par m puisque B® Giﬁ—l(ut) .
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On peut donc, par le théoréme 1, trouver je€ P borné par une fonction de m seul
un semi-groupe fini S de cardinal < s fonction de m seul, T SN x 3 et un

épimorphisme o : T —> UJ Bt .

2]
Comme on peut sans inconvénient remplacer J par une valeur supérieure, on consi-
dérera que j mne dévend que de m .
J . . /2 p - ~L
Pour tout ae BY , choisissons un élément noté u(a) dans T n ({J} x S)F\Q a
Soient G = {g e Xx*© | g € BY } , et G un ensemble en correspondance bijecti~

ve avec G par la bijection $ : G —=» G .
Considérons le morphisme w 3 an'-ygﬁ x S donné par
(21) wg = wo(pg), ¥ ge G .
I1 appartiernt & l'ensemble de morphismes de semi-groupes
Q={w | oW —>NxsS', Card 8' <s , w¥ < {j} x 51} .

D'aprés le théordme 1 de [3], tout produit direct de N par un semi-groupe fini
est répétitif. On voit facilement que 1l'ensemble {Lw,(k)l w'€ O} est fini.

Soit r sa borne supérieure., Nous prendrons gq = TJ .
lMettons en évidence dans f , r facteurs consécutifs

g; = fi+l fx+2 vos fk+j o x=(i-1)j.

Soit éi =B g5 (L<i<r). Le mot él §2 .eo éf e T8 opossdde k facteurs

consécutifs congrus modulo w , puisque T 2>Lw(k) . En vertu de (21), les facteurs

correspondants de g 8y oo 8., seront congrus modulo ¢ .

C. Qs Fo Do
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