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SEMI-GROUPES À GÉNÉRATIONS BORNÉES

Jacques JUSTIN

Séminaire SCHUTZENBERGER-LENTIN-NIVAT

(Problèmes mathématiques
de la théorie des automates)
Année 1969/70, n° 7, 10 p. 6 janvier 1970

Introduction. - Nous notons N (resp. p) l’ensemble des entiers naturels (resp.
positifs) considéré ici comme un semi-groupe (1) additif. Le produit des parties et
les puissances d’une partie d’un semi-groupe sont définis de la façon habituelle.

Soit A un semi-groupe engendré par le système B de générateurs. Appelons

i-ième génération (resp. i-ième population) de A (relativement à B) l’ensemble

B (rresp. P. = U B" ). L’allure de Card Bi ou Card P. considéré comme fonc-
].. J= 1 "-

tion de i entraine des conséquences quant à la stueture de A. Nous nous propo-

sons ici de caractériser les semi-groupes "à générations bornées", c’est-à-dire

tels que Card Bi  m  ~ , ~ i ~ P . Le théorème suivant [ 2] est prouvé dans la

première partie.

THÉORÈME 1. - Soit A un semi-groupe admettant un système B de générateurs.

Si Card ( V i E 1:.) , il existe un semi-groupe fini S et un entier j

tels que l’idéal engendré par Bj est image homomorphe d’un sous-semi-groupe T

du produit direct N x S . En outre j et Card S peuvent être bornés par des

fonctions de m seul. Enfin, x S ) n -T a pour image Bn , ~ n  j .

La deuxième partie généralise quelque peu ce résultat. Dans la troisième partie,

nous en déduisons une propriété des semi-groupes répétitifs ([2J, E3l!)*

1. Preuve du théorème 1.

Il est commode de supposer que Bi n B~ = ~ si i # j ; on peut alors parler
sans ambiguïté de la longueur lui = i d’un élément ue B .Ce faisant, on’.ne

restreint pas la généralité. Posons en effet :

et soit Al le sous-semi-groupe de P x A engendré par Il est clair que :

(i) ~i ~ P ,

(ii) A est image de Al par le morphisme li tel que
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Il suffit donc de prouver le théorème 1 pour à pour soit vrai pour A . Or

Ai satisfait à B~n si 

Notons A’ le semi-groupe obtenu en adjoignant à A un élément neutre e de

longueur 0 , et convenons que u 0 = e si u E A’ .

Nous allons d’abord établir quatre lemmes.

où

Preuve.2014 Les m + 1 éléments ui vwm-i (0  i  m) ne sont pas tous distincts,
car ils appartiennent à une même génération dont le cardinal est ~ m par hypothér
se. Il existe donc des entiers ~x~ 9 ~ , ~ , tels que Q

De (3), on déduit

Prenant ~ = t/§ , et multipliant (4) à gauche par ut, et à droite par wt- ,
on obtient ( 1 ) .

LEMME 2. - Si x E 1:. , il existe un entier ci (x) tel que tout avec

peut s’écrire

Preuve. - Posons y = ~ et prenons = xy . Soit

Montrons que f satisfait à (5). Posons

et considérons les (x - 1)-uples d’éléments de By :

Soient a. et u., (i  deux quelconques de ces (x - 1)-uples que nous note-
rons pour simplifier ... y et ... , g’x-1) .
En raison de leur construction, on peut écrire :
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avec

où

On voit que

Par ailleurs, le nombre àe (x - 1)-uples d’éléments de By est au plus

= y . Donc deux des OE. i , définis par (7’), sont égaux. Ei on les désigne par

~~l ~ et ~~é ~ ’ g~-l) , on aura:

d’ où y en vertu de ( 9 ) ,

et par récurrence sur j :

En portant dans (8), on voit que f satisfait à (5) avec f2 = Ux .

LEMME 3. - Si x E f , il existe un entier l indépendant de x, et un entier

C2(x) , tels que tout fE A avec Ifl ?&#x3E;c2(x) satisfait à l’équation (5) avec

|f2| = ;¿ .

Prouve. - Montrons d’abord qu’il existe, -les entiers ~ et v(x) tels que tout

f de longueur ~y(x) peut s’écrire sous la forme (5), avec 

Prenons en effet y(x) = avec k E l qui sera choisi plus loin et t

donné par (2). Si jii == ~(x) y on peut écrire:

En vertu du lemme 2, chaque g. peut s’écrire: i
1

Les h, ont leurs longueurs  ~~ = c (2t ~~2t ~ ~ , si on pr o n d

k = ( r - 1)s + 1 , oû r ~ P sera choisi plus loin, r des hi auront même lon-

gueur. Appelons-les h’ 9 ... , hr . En appliquant le lemme 1, on peut alors, sans
1

changer f , réduire à t lES exposants de ces sauf celui de h~ exemple,

ui deviendra 2t + (r - 1 ~ t = ( r + 1 ~ t . En choisissant r minimal ~ (x%t ~ -- 1. ,



7-04on a le résultat cherché.

Pour achever la preuve du lemme 2, prenons £ = B.! y et c2(x) = Alors

tout f tel que Ifl ?-c2(x) pourra s’écrire f = filE A’ avec

1  |g|  A . Posons f2 = Alors |f2l = £ et gix = ce qui per-

met de mettre f sous la forme indiquée dans l’énoncé du lemme 3.

Posons pour la suite 1

LEMME 4. - Il existe un entier L tel que tout f E 1 f 1  L , peut
s’écrire :

Preuve. - Prenons L = c2(t) + 2c~(zt) . si Irl l &#x3E; L , on peut écrire : 1

ft~ peut s’écrire (lemme 3) :

D’où f = uf) w , lui, et u peut s’écrire u = u~ u2~ u3 avec

== ~ . Donc (lemme 1.) :

On a )u’ ( - ).u) - d . Si Î ~c~(2t) y on recommence avec l’opération faite

sur u , et ainsi de suite. On procède de même en ce qui concerne w, et on obtient

finalement pour f 3a forme indiquée dans l’énoncé.

Nous pouvons maintenant construire le semi-groupe fini S et achever la preuve

du théorème 1.

Construction du semi-groupe S . - Soit p un multiple positif de t qui sera

choisi plus loin. On prend ~ 1

où Q est toujours défini par (12).

On munit S d’une opération o en posant : 1

où q. E a’ Q satisfait à

p
Prouvons d’abord l’existence de ql. Comme q E a qp’q’ t est de la
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forme a u où d’ ailleurs = c~(2t) ~ En appliquant alternativement
les lentes 3 et 1, on peut écrire :

avec c - d ~  c .On peut donc prendre ql = a ~.

Pour prouver l’unicité de remarquons d’abord que si qi e a Q satisfait

également à (14) , c’est-à-dire si

on aura x’ = x .En effet,

puisque

Par ailleurs (14) entraîne + (2c + d - 3)/J~ .
Par conséquent, l’unicité du résultat de l’opération o sera assurée si

Nous allons voir qu’une condition analogue à (15) entraîne l’associativité de ~ ~

Soient : 1

L’opération sera associative si q2 = q4 . En notant. xi les valeurs de x asso-

ciées aux q. par (14), un calcul facile, utilisant le lemme 1, donne ~
1

On vérifie, en considérant les longueurs, que

d’où une condition suffisante pour l’associativité ô

Manifestement, (16) entraîne (15). Nous allons choisir 03B2 de façon à satisfaire

(l6). Q étant fini, (16) équivaut à
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Comme Card a~ Q est une fonction non croissante de i, (17) sera satisfaite

pour 03B2 assez grand. Plus précisément, soient a2 ’ ... , ak les éléments de

Considérons les k-uples

Cette suite est décroissante au sens large pour ltordre induit dans! 

par l’ordre des entiers. Partant t , définissons P u+ 1 comme le plus pe-

tit multiple de t tel que 03B2 u+ 1  303B2 + h , 
et considérons la suite des k-uples

03B1(03B2) . Il existe un u  (m - 1)k tel que 03B1(03B2u) .- 03B1(03B2u+1 1) . En prenant 03B2 = 03B2u ,u 
- u ~ 1 u

on aura :

donc (17) sera satisfaite.

Fin de la preuve du théorème 1 . - Si s=(p ~ 1 a , q)e S et x e N , posons

f(s , x) ==pa 
Soit j = max (L , y pae +- 2c - 2) .Définissons dans le produit direct N x S :

On vérifie comme ci-dessous que T est un sous-semi-groupe de N x S i

Soit l’application :

donnée par s) = f(s , x) tel que x)1 = n .

Cette application est un morphisme.

Soient en effet (n , s) et (n’ , 9 s’) E T , avec

et

En utilisant le lemme 1 et la définition du produit dans S, il vient 1

d’où ç(n y s) = qt(n y s)(n’ , s’)] puisque ces deux éléments ont même

longueur n + n’ .

Montrons enfin que 9 est surjectif. En vertu du lemme 4, y tout élément u e(B )
peut s’écrire r , p , y r a eh .
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De )uj ~j ~~+2c-2 , on tire y d’où

Donc u est 11 image par 03C6 de (ju) y (p y a y q))eT .

2. Généralisation

Nous noterons X* le monoide libre engendré par un ensemble quelconque X y et

N la longueur de 

Définition. - A étant un semi-groupe engendré par D 9 on dira que A est muni

d’une pseudo-longueur 03BB (relativement à B) si A est une application de A dans

l ensemble des parties non vides de N telle que, pOlIr tout a E A ,

On dira aussi que a possède la pseudo-longueur d si d E Àa .

Le théorème 1 se généralise alors en un nouveau résultat.

THEOREME 2. - Soit A un semi-groupe muni d’une pseudo-longueur À relativement

à un système B de générateurs. Q Notons Ad . la classe des éléments de A qui pos-
sèdent la pseudo-longueur Si Card m  ~ ; V il existe j ~ N
et un semi-groupe fini S tels Ad est image homomorphe d’un seus-semi-

groupe T de N x S . En outre, j , et Card S sont bornés par des fonctions de

m A et Card B . Enf in l’image x J) n T est A:1? ~ 

Preuve. - Remarquons d’abord qu’ on peut supposer p 1 
V b E B . Posons en

effet 1 = 
o 

et H = B n A , où A 
0 

est la classe des éléments de A passé-
dant la longueur 0 . Il suffit de prouver le théorème pour A . Or A est engen-

dré par l’ensemble fini : 1

qui satisfait à P , ~i~ b ~ ~3 Ç

Par ailleurs on peut supposer Card 03BBa = 1 , ~a ~ A (03BB se réduit alors à un

morphisme de A dans N ) . Soit en effet A se semi-groupe de N x A engendré

Par B 1 = {(n , b) | 1 b E B , n E Les pro ject3onS 03C01 : A ~ I!r et

1I ô A ~ A vérifient 03BBa = 03C01 (03C0-12 a), 9 A . Il suffit donc de prouver le2 1. i 2 
’

2 pour 

Nous allons donc poser B = {b 1 , b2 , ... , bk} , et considérer 03BB comme un

morphisme de A dans P donné par 03BBb. = d . E P (1 i  k) o
.., 1 1 ...
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Il est commode de considérer au lieu de A le monoide At obtenu en lui adjoi-

gnant un éléme nt neutre E 1 A , et de poser Às = 0 . 
’

Donnons-nous un ensemble X = 1 1  i . k, .1  j  dj} , et posons

Soient &#x26; : B’" ~ A’ le morphisme de monoïdes tel que a’b. == b. (l  i  k) y et

a la congruence sur B* canoniquement associée à On remarque que

jgj = 03BB(g) , V g e B* . Soient 03B2 la congruence sur X engendrée par 03B1 , et

p : X* ~ Q = X*/03B2 le morphisme associé. On a 03B1 = 03B2 ~ (B*  B") . On peut donc
( 1 1 1 , vol. 2~ § 9.l) plonger d’une façon naturelle A~ dans Q en écrivant (à un
isomorphisme près) :

Posons :

On a

J résidu de F’’ dans est non vide sauf si d. == 1 (l ~ i $ k) auquel cas
’ 

1 
~ 

le théorème 2 se réduit trivialement au théorème 1. J étant idéal de ~J

est idéal de Q . Soit 6 : Q ~ B le morphisme canoniquement associé à la con-

gruence de Rees module 03B2J [l]. D est engendré par E == Soit z == 

V f ~ J le zéro de D . Montrons que D est à générations bornées, Soit t ~ P, *

Si u ~ E , il existe f e X~ tel que jf) = t et u = p6f .
Si en outre donc, par (20), f e C .

Si f ~ on peut écrire f = r e R , geB", ~~L.

Si A = sup (d. ) Î 1 ~ i -$’ k) , on. a : i

p A

Or À(8g) . Donc dg appartient à un ensemble de cardinal  m(2 - 1 ) .

Si, au contraire, f E 9 f E C qui est un ensemble fini. Par conséquent,

on a

En vertu du théorème 1’1 il y aura alors j ~ P , 9 un semi-groupe fini S,

x S , et un épimorphisme
~
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Par ailleurs, la restriction de 6 à A’ = 03B2B C Q est un isomorphisme 03C8 de A’

sur A" ~- D qui est tel que A" , Et *9 t = ;B(*-1 
On a donc

d’où l’existence d’un épimorphisme

en prenant

3, A lication aux semi-groupes répétitifs.

Si X est un ensemble,appelons mots les éléments du semi-groupe libre sans élé-

ment neutre XX C X’ . Si g E XX* et f E g est facteur de f . Si en

plus g = gl g2 ... gi E XX" , g2 ’ ... sont k facteurs consécutifs

de f .

Reprenons la définition ([2J, [3J) des semi-groupes répétitifs.

Définition. - Un semi-groupe D est dit répétitif si, quels que soient l’ensem-

b1e fini X , le morphisme tp i XX 4 D et k ER, il existe un entier

L = L, 4? (k) tel que tout f E X L possède k facteurs consécutifs congrus modula

W .

Il revient au même d’imposer 03C6X fini au lieu de X fini.

Le théorème 2 de [3J peut se généraliser ainsi .:

THÉORÈME 3. - Soit E : D -7 E un morphisme de semi-groupe tel que

Card 03B8-1u  m E P , ~ u ~ E . Alors si E esj D l’est aussi.

Preuve. - Soit le morphisme 03C6 : XX’" -&#x3E; D où X est fini. On va montrer que si

Lest convenablement choisi, tout f E possède k facteurs consécutifs con-

grus modula 03C6 . Considérons le morphisme :: 03B803C6 : XX* ~ E . E étant répéti tif,

prenons L = L , ( q) où q E P est , arbitraire pour l’instant. Le mot f possède
if 

--

q facteurs consécutifs f2 ’ ... , f Q ayant même image u par 03C8 .

Posons: 1

Le sous-semi-groupe A de D engendré par B = (b. ) 1  i  q} est à généra.-

tions bornées par m puisque B t ~ 03B8-1 (ut) .
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On peut donc, par le théorème 1 , trouver j ~ ~ borné par une fonction de m seul

un semi-groupe fini S de cardinal  s fonction de m seul, x S et un

épiporphisme 03B1 : T ~ U 
t~j

Comme on peut sans inconvénient remplacer j par une valeur supérieure 9 on consi-

dèrera que j ne dépend que de m .

Pour tout ae choisissons un élément noté .(a) dans T n ([j} x a

Soient G = tg ~ 1 ~ ~ Bj } , et G un ensemble en correspondance bijecti-

ve avec G par la bijection p : G -~ G .

Considérons le morphisme w. : Sc~ -p, N x S donné par

Il appartient à l’ensemble de morphismes de semi-groupes

D’après le théorème 1 de [3~ tout produit direct de N par un semi-groupe fini

est répétitif. On voit facilement que l’ensemble 1 w’ E Q) est fini.

Soit r sa borne supérieure. Nous prendrons q = rj .

Mettons en évidence dans f, r facteurs consécutifs

Soit g. 1 = 13-1 gi (1  1 s r) . Le mot gl g2 ... g r OE U* possède k facteurs

consécutifs congrus modulo w , puisque r  L03C9(k) . En vertu de (21) , les facteurs

correspondants de gl g2 .. , g r seront congrus modulo 03C6 .

Co Qo F. Do
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