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Introduction. ~ Le probléme de développer une théorie générale des automates topo-
logiques généralisant la théorie des automates cbstraits a déja été posé par
S. GINSBURG en 1960 (cf. [19]). Sans en avoir connaissance, Ju. A. SREIDER (cf.
[20]) a d'autre part montré, en 1961, qu'on peut bien utiliser la notion d'automate
topologique en théorie de programmation dynamique. Malgré cela, une telle théorie
n'avait pas été développée jusqu'a meintenant ; il y a seulement quelques traités
sur les demi-groupes topologiques de transformations d'un espace topologique qu'on
peut bien regarder comme des contributions & la théorie des automates topologiques
(cf. [7], [9], [18], [22], et en outre [2], p. xi et 270).

En [5], nous avons présenté les fondements d'une théorie générale des automates
topologiques (le point de départ étant une notion assez générale d'automate abs-
trait, comme il se trouve en [4], cf. aussi [1]), et nous avons montré que beau-
coup d'entre les résultats de la théorie classique des automates s'étendent aux au-
tomates topologiques. Mais il reste divers problémes & résoudre, dont quelques-uns
seront mentionnés dans cet article. En outre, pour la théorie des automates topolo-
giques, nous avons besoin de quelques notions de mathématique pure qui n'étaient
pas encore, ou pas tres bien connues : une théorie des monoides topologiques libres,
des notions de continuité pour des correspondances (c'est-a-dire applications mul-

tivoques) et des topologies pour des espaces de sous-ensembles d'un espace topolo-

gique.
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Dans ce papier, nous nous proposons de donner une impression de la théorie des
automates topologiques en nous restreignant & ne traiter que gquelques problémes du
cas particulier des automates compacts reconnaissants, la plupart des résultats
présentés ici se trouvent, souvent sous une forme différente ou plus générale, dans
[5], le but de cet article étant, en premier lieu, de résumer quelques résultats de
[5] sous 1l'angle de la théorie des automates reconnaissants et des ensembles recon-
naissables. Pour cette raison, nous ne nous occuperons guére des monoides libres,
des notions de continuité et des topologisations, dont nous ne rappclons que les
propriétés utilisées dans la suite, renvoyant & [5] pour les détails ; mais, cn
revanche, nous indiquerons bridveuent les preuves de tous les résultats concernant

les automates et les ensembles reconnaissables.

Dans ce qui suit, nous supposcrons que le lecteur est familier avec la théorie
des automates finis classiques (cf. [4], [1], [2], [19]) et avec la topologie géné-
rale (cf. [6]).

Soient X , Y deux espaces topologiques, alors X x Y note le produit cartésien
de X et Y nuni de la topologie produit ; soit Z wun autre espace topologique :

la projection de X x ¥ x Z sur X x Z est notée par pr ar exenple.

1,3 P
Coume en [ 1], nous notons les applications comwe opérant & droite. Soit :

f: X -»7Y une application, alors l'image de x € X (reSp. de T € X ) ost notde

xf (resp. Tf ) ; en outre fIT désigne la restriction de £ & T ., Soit:

g : Y -» Z une deuxiéme application, alors fg : X —>= Z note la composition de

f et g .

le note le nombre cardinal de X ;3 @ désigne 1'ensemble vide.

U{Xi | ie I} daésigne la réunion des enscmbles X, , iel.

N = {L,2, ...} désigne 1l'cnscmble des nombres naturels, en outre EO==E_U{O} .

Enfin, conformément & un usage qui se répand (cf. [17]), nous écrivons "ssi" au

lieu de "gi et seulement si.

1. Honoides topologiques libres.

Nous allons définir un monoide topologique libre comme la solution d'un probléme

universel, et démontrer son existence par une construction explicite.

Définition l.l. - Scient T wun espace topologique, ¥ un monoide topologique,

et ip une application continue de T dans F . Alors (F , iT) , noté F pour

abréger, est appelé monoide topologique engendré par T ssi, pour toute applica-

tion continue f de T dans un monoide topologique quelconque M , il existe un

seul homouorphisme h : F -» 11 tel que f = iT h .
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PROPOSITION 1.2. ~ Pour tout espace topologzique T , il existe un monoide topolo-

gique libre T* engendré par T tel que T* , comme monoide abstrait, est libre-

ment engendré par l'ensemble sous-jacent & T .

Deux monoides topologiques libres T¥ et S* , engendrés respectivement par T

et S, sont isomorphes ssi T et S sont homéomorphes.

Indiguons seulement la construction de T%* , Soit T% 1'ensemble de toutes les
suites finies d'éléments de T , y compris la suite vide e . Alors
T = {e} UT UT? U ves UTE U v = U {7 ] ieNd,
ou TO = {e} et T =P x sue x T (produit cartésien de i exemplaires de T ).
Munissons To de la topologie produit déterminée par la topologie de T , et T*
de la topologie somme des topologies des T% . T* est donc un monoide topologi-
que pour l'opération de concaténation (dite multiplication), ayant e comme &1é-
nent unité et les éléments de T comme générateurs. Maintenant, on vérifiera faci-

lement que T est un monoide topologique libre engendré par T .

Pour 1'étude des automates topologiques, le cas particulier oi T est un espace
compact est le plus intéressant, car la notion de monoide topologique libre, engen-
dré par un espace compact, est la généralisation naturelle, dans la classe des
monoides topologiques, de la notion de monoide libre engendré par un ensemble fini.
Des résultats bien connus de la topologie (cf. [6]), on déduira aisément les énon-

cés suivants.

PROPOSITION 1.2. - Soit T wun espace topologique compact. Alors :

(1) T¥* est un espace localement compact dénombrable & 1'infini, donc paracom-

pact et, par conséquent, uniformisable.

(ii) Pour qu'un sous-espace K de T* soit compact, il faut et il suffit que K

soit fermé dans T% , et gqu'il existe un n €N tel qu'on ait K S {ejuTu... uT™,

(iii) La multiplication w" : T% x T - 7% dans T% est une application pro-

pre.

(iv) Pour tout x € 7% , les applications roet « de T¥% dans T , défi-

nies respectivement par wr = WX et wﬁx =xw (et appelées respectivement trans-

lations & droite et & gauche) sont propres.

k3

(v) Soient M un monoide compact, et h : T - M un homomorphisme ouvert sur-

jectif : il existe un n € N tel que

M= (e} UTU vee UTDh ={eh} UTh U ... u (Th)™ .

Les démonstrations détaillées des énoncés précédents, et beaucoup d'autres résul-
tats de la théorie des monoides topologiques libres, sont donnés dans [5], ainsi

que quelques problémes et des remargues sur les théories des monoides commutatifs



18-04

topologiques libres et des groupes topologiques libres, et sur quelques relations

entre eux.

Une autre définition de la notion de monoide libre a été introduite récemment par

F. CHRISTOPH (cf. [8]),et il serait intéressant de la comparer avec la nbtre.

2 Corresgondances continues.

Etant donnés deux ensembles X et Y , une correspondance k de X dans Y

et X Y) , ol G est un sous-

ensemble du produit cartésien X x Y (appelé le graphe de k ). L'image d'un é14-

(aésignée par k ¢ X -=>7Y ) est un triple k = (G

ment x € X (resp. d'un sous-ensemble U S X ) est définie par
xk = (G n {x} x Y)pr2 (resp. Uk = (G nU x Y)pr2 )
si kai.s 1 pour tout x € X , k est une application partielle de X dans Y .

Si X et Y sont des espaces topologiques, on a besoin d'une notion de continui-
té de k qui généralise la notion d'application continue. On sait que, dans le cas
ol k est définie sur tout X (c'est-i-dire ou Gk pr, = X ), il y a une multitu-
de de définitions de contimuité de k (cf. [5] et [?]). Nous nous bornerons & en
reproduire deux (nais sans imposer des restrictions sur k ). Auparavant, il con-

vient d'introduire quelques notions :

Nous supposons désormais que X , Y et 7 sont des espaces topologiques. La

correspondance inverse k-l de k =(Gk s X Y) est définie par

= (o7, X, ), o 6=t , D) | (, ) e6]d .

Soient h: X-»Y et k: Y -»Z deux correspondances. Alors, la composition

de h et k est la correspondance
k= (G,X,2Z) ot G=1{(kx,z) | xan 2kt 793 .

Si k = (¢

K ! X, Y), on pose P = prlin et 4 = pr2!Gk , et on a manifeste-

ment
-1 -1 -1
1 —_— —
k=p . q et k= G Py
En outre, Py ot % sont toujours continues.
Enfin, la correspondance Kk = (Gk , X, Y) cst dite fermée en points, si =xk

est fermé dans Y pour tout x € X .

DEFINITION 2.1 (ef. [12], IILI, 21.2). - Une correspondance k : X —>»Y est

appelée semi-continue supérieurement en x € X, si, pour tout ouvert V conte-

nant xk , il existe un voisinage U de x dans X tel que Uk &V .

k est dite semi-continue supérieurement (dans X ), gi elle est semi-~continue
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7

supérieurement en tout point de X .

Remarquons que, si k est semi-continue supérieurement dans X , 1'ensemble de

définition Qk pr, de k est évidemment fermé dans X .

On démontrera aussitdt (cf. [5], 2.2, 2.3, et [6], I) la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2. = Soit k : X ==Y une correspondance. Alors on a :

. . . . . -1
(1) k est semi-continue supérieurement, ssi k est fermée (en dt'autres ter—

mes : ssi, pour tout fermé A de Y, Ak-l est fermé dans X ).

(ii) si P est fermée, k est semi-continue supérieurement.

(iii) Soient X compact, et Y régulier s si k est semi~continue supérieure-

ment et fermée en points, alors k est fermée.

(iv) Soit Y régulier : si k est semi-continue supérieurement et fermée en

points, alors le graphe Gk de k est fermé dans X x Y .

(v) Soit Y compact : le graphe Qk de k est fermé dans X x Y, ssi k est

semi-continue supérieurement et fermée en points.

Rappelons qu'une correspondance est dite propre, si % est une application pro-
pre (cf. [6], I, ex. 10.10). I1 est facile de vérifier que, si k: X —=>7Y est
une correspondance propre, alors k est fermée, et que si, de plus, X est séparé,

le graphe Gk de k est fermé dans X x Y .

Un autre résultat, qui nous sera utile dans la suite, mais dont la preuve est un

peu plus compliquée (ef. [5], Kor. 2.17, Satz 2.19), est le suivant :

PROPOSITION 2.3, = Soient X et T deux espaces localement compacts, et

k : X ~->»7Y wune correspondance.

(1) x est propre, ssi k est fermée et, pour toute partie compacte K de Y,

Kk ) est comgact.

(i1) Si X est compact, Y wrégulier, et k semi-continue supérieurement et

fermée en points, alors k est propre.

Ajoutons la deuxidme notion de continuité, introduite de méme par H. HAHN.

DéFINITION 2.4 (cf. [12}, III.21). ~ Une correspondance k 3 X ->Y est aggelée

semi-continue inférieurement en xe€ X , si, pour tout ouvert V dans Y , tel que

Vonxk#@ , il existe un voisinage ouvert U de x dans X , tel que wrou .

k est dite semi~continue inférieurement (dans X ), si elle est semi~-continue

inférieurement en tout point de X .
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L'analogie entre les deux définitions de continuité est manifeste. Remarquons en=-

core que 1l'ensemble de définition, G_ pr de k est ouvert, si k est semi-

k 1’
continue inférieurement. On obtient immédiatement (cf. [5], Satz 2.4)

PROPOSITION 2.5, = Soit k : X ->7Y wune correspondance. Les propriétés suivan-

tes sont alors équivalentes :

(i) k est semi-continue inférieurement

(ii) k—l est ouverte 3

(idii) Py est ouverte.
Enfin, il convient de donner la définition suivante @

DEFINITION 2.6. — Une correspondance k : X ->»Y est appelée continue, si elle

est en méme temps semi-continue supérieurement et inférieurement et fermée en

points.

On trouvera dans [3] et [5] d'autres notions de continuité pour des correspondan—

ces, et plus de résultats et de détails.

3. Topologisations de 1l'ensemble des parties d'un espace topologique.

Etant donné un espace topologique X , on note ©(X) (resp. @(X) ) 1'ensemble

des parties (resp. des parties fermées) de X , et on pose

ovo(x) = @X) \ g et ao(x) =ax) N g .

Le probldéme sera de munir @®(X) d'une topologie convenable, de telle sorte qu'elle
sera compatible avec la topologie de X , et que des propriétés importantes de X
se transmettront & ®(X) . I1 y a plusieurs topologies de la sorte (cf. [5], 2.6),
la plus importante étant celle de L. VIETORIS (cf. [21]) qui est connue sous le nom
de topologie finie (cf. [167) 3 & vrai dire, dans la littérature, on ne s'occupe
que des espaces @b(X) et GO(X) , mais il nous faut, dans la théorie des automa—
tes topologiques, considérer surtout O(X) , et ainsi généraliser les définitions

connues.

DEFINITION 3.1 (cf. [21], [6], I, ex. 8.12). - La topologie finie supérieurement

(resp. inférieurement) de @O(X) est la topologie qui a comme base (resp. sous-

base) la famille d'ensembles

Ve @ (x) | veul (resp. {Ve® (X) | VU #dY) ,

ou U parcourt la famille de toutes les parties ouvertes de X .

La topologie finie supérieurement (resp. infériesurement) de ®(X) est la topo-
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logie la moins fine de ®(X) , telle que l'injection de @b(x) dans 0(X) est fer—

mée (resp. ouverte).

La borne supérieure des topologies finies supérieurement et inférieurement de

P(X) est appelée topologie finie de ®(X) . Les topologies induites dans O(X)

par les topologies de @(X) sont désignées de la méme manidre.

Rappelons quelques propriétés des topologies définies auparavant qui nous inté-
ressent (cf. [16], [6], I, ex., et [5], 2.6).

PROPOSITION 3.2.

(1) L'injection canonique i : X —->®(X) , définie par xi = {x} , est un homéo-

morphisme sur un sous—espace de @(X) , pour les topologies finies supérieurement

et inférieurement de @(X) .

(ii) §i. X est un espace accessible, a(x) , muni de la topologie finie, est

compact ssi X 1'est.

(iii) Om suppose que X est régulier, et que X est un ensemble de parties fer-—

mées (resp. quasi-compactes) de X , quasi-compact pour la topologie finie de &(X) .

Alors la réunion U{M | M e X} est fermée (resp. compacte) dans X .

Les deux énoncés suivants, qui nous seront utiles dans la théorie des automates

topologiques, découlent immédiatement de la définition 3.1 (cf. [5], Satz 2.28).

PROPOSITION 3.3. — Soit X un espace topologique discret. Alors on a :

(1) ax) = e(X) , et la topologie finie de a(X) est égale & la topologie dis-
créte de A(X) ssi X est fini.

(ii) Soit ¥ wune partie de @(X) quasi-compacte pour la topologie finie de
19 e s Mn de ¥ , tel que
DM | Me %} =M, U .o Ul

a(X) s il v a un nombre fini d'éléments M

Quent & la démonstration de (i), il convient de noter que la famille

(v | VEU, neeenl VnUigégé, i=1, eee 0} ,

ol {U1 y oo
base de la topologie finie de @O(X) .

, Un} parcourt toutes les familles finies d'ouverts de X , est une

Enfin, il faut bien remarquer que les topologies de P(X) et les notions de con-
tinuité d'une correspondance que nous venons d'introduire sont étroitement liées
(ef, [16], [6], I, ex., et [5], 2.6).

PROPOSITION 3.4. — Soient X et Y deux espaces topologiques, k : X ->Y une

correspondance, et fk : X -> ®(Y) 1'application définie par xfk = xk . Alors k
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est semi-continue supérieurement (resp. inférieurement), ssi f, est continue pour

la topologie finie supérieurement (resp. inférieurement) de @(Y) .

I1 s'ensuivra aussitdt que k est continue, ssi fk est une application dans

A(Y) et continue pour la topologie finie.

4, Définition et exemples d'automates topologiques.

Les automates topologiques reconnaissants que nous discuterons dans cet article,
seront définis comme généralisations des automates reconnaissants classiques, en
substituant aux ensembles d'entrées et d'états des oepaces topolegiques , & cau-
se des raisons topologiques surtout, il sera mieux de s'appuyer sur une définition
des automates qui, pour décrire les transitions, se sert des relations (cf. L4],
[1]), ou, comme nous préférons le dire, des correspondences, au lieu des applica-
tions dans ®(...) , comme par exemple RABIN et SCOTT le faisaient. Une difficulté
majeure est de trouver une notion de continuité convenable pour les correspondances

de transition.

Pour simplifier les énoncés, nous nous restreignons & traiter des automates com—
pacts sans transitions spontanées, les automates compacts étant la généralisation

directe des automates finis.

v
DEFINITION 4.1. - Un automate topologique reconnaissant compact (dorénavant dens

tout ce travail, pour abréger, appelé automate) A= (S, X, T, Si ' Sf) est

constitué par la donnée de deux espaces fopologigues compacts S et X , appelés

respectivement espace d'états et espace d'entrées, de deux sous-—espaces fermds de

S, Si et Sf , appelés respectivement espace d'états initiaux et espace d'états

finals, et d'un sous—espace fermé T de S x X x S, dont les éléments sont appe-

18s transitions de 4 .

A est dit complet, si T pr =8 x X

1,2 ‘
A est dit détemministique, si, pour toute paire (s , x) € S x X,

(s} 5 {3} x5 nmomy| <1

Signalons que, d'aprés la proposition 2.2, dire que T est fermé revient & dire
que la correspondance t ¢ S x X —-> S, dont le graphe est T , est semi-continue

supéricurement et fermée en points.

Deux sous—-classes intéressantes de la classe de tous les automates, pas encore
étudiées en détail, sont les classes des automates métriques et des automates pro-
finis, dont les espaces d'états et d'entrées sont respectivement des espaces com~—

pacts métriques et des espaces compacts totalement discontinus (des limites projec-
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tives des espaces discrets finis) (ef. [5], 3.1).

Exemples (cf. [5], 3.1, pour les détails) :

1° Les sutomates introduits par Ju. A. SREIDER (cf. [20]) afin de formaliser et
préciser la théorie de la programmation dynamique ("dynamical programming") de
R. BELLMAN ;

50 Les "flows" traités dans la théorie des "topological dynamics" (cf. [107, [11])
et, plus généralement, les groupes topologiques de transformations (cf. par exemple
[9D)

3% Plus généralement qu'en 2°, chague demi-groupe topologique de transformations

(ef. [2], [7], [22], et [14] pour la théorie des demi-groupes topologiques).

Btudions les transitions d'un automate effectuées par des suites finies d'entrées,
clest-a-dire par des éléments du monoide topologique libre x* , engendré par 1'es-

pace d'entrées X , dont 1'élément unité est noté e .

DEFINITION 4.2. — Etant donné un sutomate A = (S, X, 7, Si ’ Sf) , nous posons

P = {((s,e,s) | sest, = R
et, pour tout ne N , n>1,
= {(s, w', s") | il existe s' e S
tel que (s , w, s') € A1 et (st , w', s") e 1,
oot | 1en} .

5 ¥* 3 .
La correspondance t¥ s s x X -> S, dont le graphe est ¥ , est dite corres-

pondance séquentielle de A .

Une premidre justification de notre choix de la notion de continuité pour t est

fournie par le lemme suivant ¢

LEMME 4.3. — Pour tout automate A= (S, X, 7, 8; Sf) , tous les T et ¥

sont fermés dans S x *xs.

*
En effet, TO et Tl étant fermés dans S x X x S, en vertu des propriétés de
la topologie de x* , nous démontrerons par récurrence sur n que les ™ sont

fermés dans S x X+ x S . Pour abréger, posons X =Xy {e} , alors
(Xe)n={e}UXUono UXn .

Comme la diagonale Ay de S x 5 est fermde, S x (Xe)n x Ay x X x S est fermé



18-10

dans S x (Xe)n x $ xS xX_ xS. Soit
n - n+1
£ 08 x (X)) « X xS -» S« (xe) x 8

. . . R R . ¥
l'application induite par la multiplication p* dans X . Alors f est propre

(proposition 1.3 (iii)), et

n+1
-

= (Tn x Tl n S x (Xe)n x Aq % Xe x S)pr

s 1,2,5,6 ©

est fermé dans S x X© x S , car pr est fermé, gréice & la compacité de

1,2,5,6

S x (Xe)n x S x S x Xe x 8 . Pour assurer que T est fermé, il suffit de remar-
Ve . - 3 . 6&

quer que, en vertu de la définition de la topologie de X , la famille

(" | ne est localement finie (cf. [6], I, 1.5).

1.}
En tenant compte de la proposition 2.2, 1'énoncé de la dernidre proposition équi-

vaut & dire que les correspondances £ , dont les graphes sont les ™ ,» et la

* . . . ‘ .
correspondance t~ sont semi-continues supérieurement et fermées en points.

En revanche, le probldme suivant n'est pas encore résolu : Si, dans la définition
4,1, au lieu de demander que T soit fermé, on exige que t soit semi-continue
inférieurement, sous quelles conditions la correspondance £* est-clle semi-
continue inférieurement ? On a seulement la solution triviale : si + est une ap-
plication définie sur tout S x X , semi-continue inférieurement comme correspon-—
dance, elle est en m8me temps semi-continue supérieurement et fermée en points et,
*

z . %’c ’
en vertu du lemme 4.3, t° est semi-continue supérieurement, alors t , étant

aussi une application, est semi-continue inférieurement.

5. Le monoide de transitions d'un automate.

Le monoide de transitions d'un automate abstrait jouent un r6le important dans la
théorie des automates abstraits, nous allons définir, et étudier, la notion analo-

gue pour nos automates topologiques.

DEFINITION 5.1. - Soit A= (S, X, T, S, , S)) un sutomate, et soit, pour

tout w e X* y W3 S -» S 1a correspondance dont le graphe est

#*
G = (s x{w}xSnr )prl’3 .

Alors M(A) = {mv I w € X*} , avec la composition des correspondances comme multi-
— v

plication, et muni de la topologie la plus fine rendant continue 1'application ca-

nonique P ¢ x* —>M(A) , définie par WO, =m o, est appelé monoide de transi-

tions de A .



18-11

En effet, M(A) est manifestement un monoide topologique, et, en plus, Py est
un homomorphisme tel que M(A) est isomorphe au moncide guotient de x* par la

relation d'équivalence WOy = VY, .

Le monoide de transitions d'un automate fini étant fini également, ce qui est
d'une haute importance dans la théorie des automates finis, on se demande si le mo-
noide de transitions d'un automate compact est également compact ; malheureusement
ce n'est pas vrai, un contre-~exemple étant fourni par un automate avec une seule
entrée, dont 1'ensemble d'états S est l'intervalle (0 , 1) des nombres réels,

et ou la correspondance t est définie par (s , x)t = 32 .

Donc, un probldme essentiel consiste & trouver des critdres de compacité de M(a) .

PROPOSITION 5.2. ~ Soit A wun automate. Alors tout m € M(A) est une corres-
pondance propre, et la topologie de M(A) est ségarée,

. ‘ . 3 . . . ‘o
Si la correspondance séquentielle t  de A est semi~continue inférieurement,

la topologie induite sur G(a) = {G l w e X*} par la topologie finie de a(s x 8)

est moins fine que la topologie induite sur G(A) par la topologie de M(A) 3 si,

en plus, M(A) est compact (ou si pry BIT est ouvert), les deux topologies sont

identiques et, en outre, @, est ouvert sous condition que prl 3]T le soit.

Démonstration. — Comme S x {w} x S est compact, Gw est aussi compact (cf.

lemme 4.3), et ceci entrafne que T est propre (ef. proposition 2.3).

X" &tant localement compact et dénombrable a 1'infini (ef. proposition 1.3),
pour montrer que la topologie de M(A) est séparde, il suffit de prouver que le
graphe de la relation d'équivalence RA dans X° , définie par WPy = VY, est
fermé dans X* x X* (cf. [6], I, ex. 10.19), & quoi on arrive en démontrant que,
pour toute partie compacte K de x* K@A wzl est fermé dens X* (cf. [6], I

ex. 10.16). On vérifie immédiatement que
Ky, o0 = ((5 x K x 8 nr¥)pr, - pr s nthpr, .
A “a 1,3 P¥1,3 2

En tenant compte du fait que la projection pr, SxX¥ xS -> X est une ap-
plication fermée, on en déduit facilement que, pour K compact, K¢1 ¢£1 est fer—

’

me.

Afin d'affirmer la deuxidme partie de la proposition, désignons par g la cor—
respondance de X* dans S x S qui attache, a tout w € x¥* , tous les éléments du

graphe GW &3S xS de m. e M(A) , et par v 1'homéomorphisme canonique de

1,2
SxX¥ xS sur XF xS xS, résultant de 1'échange des deux premiers facteurs du

produit S x * xS . Alors 1le graphe G de g , étant égal a (s x X¥* x SrﬂT*)vl’z,
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est fermé dans X¥ x S x S, ce qui entratne que g est semi-continue supérieure-

ment et fermée en points (cf. proposition 2.2 (v)). D'autre part, comme % est

supposée semi-continue inférieurement, pour toute partie ouverte 0 de @ ’

0 pr, = o(v, |«~1
PHy = P2

continue inférieurement (cf. proposition 2.5). En somme, g est continue ; alors,

3
pT, est ouvert dans X , ce qui signifie que g est semi-

en vertu de la proposition 3.4, 1'application fg : X¥ -s (S x 8) , induite par
g , est continue pour la topologie finie de (S x 8) . Or, J désignant 1'appli-

cation canonique de M(4) sur G(4) , définie par m. J = GW , le diagramme

o/

M(A) — G(A)

est commutatif, et j est continue pour la topologie de G(A) , induite par la to-

pologie finie de &(8 x 8) .

Comme &(S x S) , et par conséquent G(A) aussi, est séparé pour la topologie
finie (ecf. proposition 3.2 (ii)), G(A) et M(A) sont alors homéomorphes si M(4)

est compact.

Supposons maintenant prl,3 ¥ ouvert. On en déduit aisément que gnl est semi-
continu inférieurement. En vertu de la proposition 2.5, il en résulte que, pour
tout ouvert 0 de X¥ x X* y, Og est ouvert dans S x S, c'est—-a~dire fg est
une application ouverte pour la topologie finie de (S x 8) (ecf. proposition 3.4).
Ceci implique, grice & la commutativité du diagramme précédent, que M(A) et a(4),
munis de la topologie induite par la topologie finie de a(s x S) , sont homéomor-

phes, et que o est ouvert.

Comme auparavant, nous utiliserons toujours 1'abréviation Xe au lieu de
Xu {el.

PROPOSITION 5.3. = Soient A un automate, et Ry 1la relation d'équivalence dans

X* aéfinie par we, = Ve, . Alors :

(1) Si 1'ensemble X*/RA = fwo, wll | we X*} des classes d'équivalence suivant

R, est une partie compacte de d(X*) pour la topologie finie, la topologie quo-

A
tient sur X /R ~M(A) est identique & la topologie induite dans X*/RA par la

topologie finie de a(x®) , 1'homomorphisme P est ouvert, et il existe un n e N
n
tel que M(4) = (Xe) 0,

(ii) Soient M(A) compact, +t° semi-continue inférieurement, et pT, 3|T ou-

vert. Alors X*/RA est une partie compacte de G(K ) pour la topologle finie, la
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topologie induite dans X*/RA par la topologie finie de &(X¥) est identique a 1la

topologie quotient sur X*‘/RA , 1'homomorphisme N est ouvert, et il existe un

ne N tel que M(A) = (Xe)n wA .

Démonstration.

(i) La topologie induite sur X*/RA par la topologie finie de A(X*)  est évi-
demment plus fine que la topologie quotient sur X*/RA (cf. [6], I, ex. 3.16)
vertu de la proposition précédente, la dernidre topologie est séparée. Donc, puis-
que X'*/RA est compact pour la topologie finie, les deux topologies sont identi-

ques, M(A) est également compact, est ouvert ([6], I, ex. 5.7), et 1l'exis-

Pa
tence d'un n e N, tel que M(A) = (Xe)n v, , est alors assurée par la proposition

1.3 (v).

(ii) Supposons t*  semi-continue inférieurement, et prl BITB ouvert. I1 est
immédiat que N est donc ouvert. Alors la compacité de M(A) entrafne, d'aprés
la proposition 1.3 (v), l'existence d'un n € N tel que M(A) = (X ) Dy Avant

de démontrer les autres énoncés, raisonnons comme suit.

Soit f @ a(x®) e.a((x ) ) 1'appllcatjon canonique définie par Uf =T n (X )n
Comme Q(U)f = a(Uf) ot a(U')f car o™ U2 L), foest contimue
pour les topologies finies, et ouverte (resp. fermée) pour les topologies finies
supérieurement (resp. inférieurement), de a(x*) et ﬂ((Xe)n) . Désignons respec-—
tivement par g et g, les appllcatlons de M(A) dans d(X*) et d((Xe)n) res—
pectivement, définies par &A et (@A‘(X )n) respectivement. Alors il est

clair que le diagramme

1m(4)

S

a(X*) —> G((X ™)

est commutatif, d'ou on conclut que la restriction f! de f sur M(A)g = X*/'RA
est un homéomorphisme de X*/RA sur (Xe)n/RA s OU RA désigne la restriction de

RA a (Xe)n , pour les topologies induites par les topologies finies de a(x¥®) et

&((Xe)n) respectivement.

Gomme (Xe)n est ouvert dans x* ; la restriction mA de mA a (Xe)n est
aussi ouverte. En outre, (Xe)n/Ri muni de la topologie quotient, éteant homéomor—
phe & M(L) , est, en vertu de la proposition 5.2, séparé. Comme de plus (Xe)n
est compact, tout ceci entraine que 1'ensemble (Xe)n/RA des classes d'équivalence,

suivant R} , est femé dans a((xe)n) pour la topologie finie (cf. [6], I, ex.
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10.20). Par conséquent, puisque a((xe)n) est compact, en vertu de la proposition
3.2, (Xe)n/RA aussi est compact pour la topologie finie, d'ol la compacité de
X%/RAsx X*/RA pour la topologie de a(x*) . En appliquant (i), on en déduit que la
topologie quotient et la topologie finie sur X#VRA sont identiques, ce qui achéve

la démonstration.

- %*
Sous condition que, pour 1l'automate A , prelT* et pr |T sont ouverts,
* 1,3
nous obtiendrons donc trois critdres nécessaires et suffisants pour la compacité de

M(a) .

s
i3

COROLLAIRE 5.4. - Soit A wun automate, tel que preiT* et rry BIT
. 9

applications ouvertes. Alors les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

sont des

(i) m(4) est compact
(ii) M(A) est borné, c'est-i~dire il existe un ne N , tel que M(A)= (Xe)]f1 9, 3

(iii) L'ensemble X*/RA des classes d'équivalence W, @Zl c x* , Suivant RA ’

est une partie compacte de &(X*) pour la topologie finie 3

(iv) L'ensemble G(A) des graphes de tous les éléments de M(4) est une partie

compacte de (S x 8) pour la topologie finie.

Remarquons encore que, sous les conditions équivalentes (1)-(iv) au corollaire,
*
1 'homomorphisme Py ¢ X —a»M(A) est ouvert. En revanche, si wA est ouvert et

M(A) est compact, M(A) est borné, en vertu de la proposition 1.3.

D'autre part, il n'est peut—-8tre pas inutile de rappeler que, pour les automates
abstraits, la compacité (c'est-3-dire la finitude) de 1'espace d'états implique
toujours que le monoide de transitions est borné ; en ce qui concerne les énoncés

(iii) et (iv) du corollaire 5.4, il convient de les comparer & la proposition 3.3.

On se demande naturellement si on ne peut pas affaiblir les hypotheses du corol-

laire 3 c'est un probléme pas encore résolu.

Un autre probléme sera celui de généraliser la théorie des espaces fonctionnels
en 1'étendant & une théorie des espaces des correspondances continues, et d'essayer
d'utiliser des généralisations du théorétme de Arzela et Ascoli pour établir d'au-—
tres critdres de compacité de M(4) (cf. [5], 2.7 et 3.6, pour quelques remarques,

et [15] pour quelques nouveaux résultats en théorie des espaces fonctionnels).

Enfin, il faut bien noter une autre différence importante entre les automates
abstreits et les automates topologiques : on sait qu'il existe des espaces topolo-
giques compacts S contenant au moins deux points différents, tels que toute ap-

plication continue de S dans S , différente de 1'identité, soit constante (cf.

[13], Satz 20.1.2).
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Signalons, en outre, qu'il serait intéressant d'étudier les monoides de transi-
tions des automates topologiques du point de vue de la théorie de Krohn-Rhodes (ef.
[1], [2], [18]) et de la théorie des demi-groupes (cf. [17]), la théorie des demi-
groupes compacts étant assez bien développée (cf. [14], [2], [22], [18]).

6. Ensembles reconnus par un automate.
B T i T N s o el

Le comportement d'un automate fini est habituellement décrit par 1'ensemble des

mots reconnus par 1l'automate ; nous procédons pareillement.

DEFINITION 6.1. - Soit A = (s,X, T, Si ’ Sf) un automate. Pour tout s € S,

on appelle W,(s) = (T* n {8} x X¥ x S_)pr, 1l'ensemble reconnu par A 3 1'état s .
SLEPPECE Wy ~ £/Ph2 e

{WA(S) l s € Si} est appelée la femille d'ensembles reconnue par & .

En outre, W(A) = (T* n S x X x Se)pr2 = U{WA(S) | se Si} est appelé 1'en—

semble reconnu par A .

En tenant compte du fait que, pour tout espace topologique compact K , la pro-
jection pr, * KxT -> T est fermée pour tout espace topologique T quelcon-
que, il est évident que, pour tout automate A , et tout état s de A, WA(S)

et W(A) sont fermés dans X* .

En outre, si la correspondance séquentielle £ de A est semi-continue infé-
rieurement, ce qui est vrai si A est déterministique et complet, et si de plus
Si et Sf sont ouverts dans S , W(A) est manifestement ouvert dans x* (cf.
proposition 2.5) 3 on en déduit facilement que les sous—ensembles de x* s qui sont
reconnaissables par des automates, dont les espaces d'états initiaux et d'états fi-
nals sont ouverts, et dont la correspondance séquentielle est semi-continue infé-

rieurement, forment une algébre de Boole.

On sait que, dans la théorie classique des ensembles reconnus par des automates
finis, il suffit normalement de cousidérer la sous-classe d'automates déterministi-
ques et complets, ne possédant qu'un seul état initial. Ici intervient la condition

que le monoide de transitions soit borné.

PROPOSITION 6.2. = Soit A un automate dont le monoide de transitions est borné.

Alors
AM = (u(a) , x, ™ ? {me} ’ {mw I we wal
o T = {(mw y X mwx) | xe X, m € M(A)} , est un automate déterministique

et complet, reconnaissant le méme ensemble que A .
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Bn effet, comnme X est compact et M(A) est sépard, il est clair que M(L) ocst

N RN

compact. Afin de montrer gue g est ferme dons [Min) » X o 11{4) . désigneas par
¢ M(a) x Mm(a) - M(A) 1a multiplication dems M(A) , et posons
\ ? &

o

(M(a) « {mx | xc e

Alors 1'application f = (idM(A) x (¢1 e de ML) = ¥ sur M' Stent contlinue,

et, par conséquent, M° étant compact, qui est menifestvenent le graphe dc f,

T
[

est fermé dans M(A) x X x M° , ce dernier ensgembles étant compnct, ¢t donc Fermé

dans M(A) x X x M(A) . Comme M(&) est borné, il existe un »n < N sel que
n L L \ .
M(4) = (Xe) ©, - On en conclut immédiatement que N(A)@A = (W) n (% )niﬁh . ze

we WL = W(A;Q,A est Termé denc MLY) .

i

qui entraine que {mw
J

La vérification compléte de la provposition est mzinte:

1'omettra pour cette raison,
Considérons alors le probleme classique de Lla zéduction.

DEFINITION 6.3, - Un automate A est dit réduit, si, pour toute paire s , s'
d'états de A , on a W (s) # W, (s ) o,

Pour démontrer 1l'existence des automates »éduits dems la fauille de fous lew au-
tomates reconnaissant la méme famille d'ensembles, nous cvons bssoin d'une condi-
tion plus forte que la compacité de A , mais pas ol forte qus la condition cue

M(A) soit borné.

z . \ vy Ve 3 e

DEFINITION 6.4. — L'automate & = (s, ., 7,03 ,8) estdit bowrnd, wiil

. . . P X -/ \
existe un n e N tel que, pour toute paive = , ¢f d’ hatvg, ou a WA(b> = U&\S’)

.. n N —\n
ssi W,(s) n (X =W .(s") n (X .
e A( ) ( e) ‘A,( / \ e)
I1 faut bien remarquer qu'un sutomete fini est tcujours bomé, et qu'un cubtomale,

dont le monoide de transitions est borné, =st dgalement norné. Donc les proposi-

RS

tions 5.2 et 5.3 et le corollaire 5.4 rous fournissent des criteres swifisandc pous

=

qu'un automate soit borné, et la proposition 1.3 impligus gu'un automste A est

borné si M(A) est compact et @, ouvert

PROPOSITION 6.5. - Etant donné un automate borné L& , il existe loujours ua au-

tomate réduit (et borné) A , recormeissant 12 meiac fdm17¢ﬂ d’:n§emu1~s qus A .

En effet, soit R la relation d'équivalence devs & , difinie par sRe' eei

WA(S) = WA(S') , et solt S = S/R l'espace cuclient de & eguivent R , nous déai-
gnons par h 1'application canonique de S sur /P, mous posons [CARESIES T
—- .
S.=S.h, et T=(h»id, x n) ., et nous prétendons que A =1(2 , L, 7,8 S
9 I{ § 4 7 7 ? -

f f
est 1'automate cherché.
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Pour démontrer que A est un automate, il suffit de prouver que R est une rela-
tion d'équivalence fermée (cf. [6], I, 10.4, prop. 8), ce qui revient & montrer que,
pour tout fermé F de S , Fah™!  est fermé dans S . Or, comme A est borné, il
existe un ne N tel que

-1 » \I # n -1
P = (P x (L)% x 8, x 1) pry(pr,|s x (X )" x 8)7" pr,

d'ol on déduit aisément que b~ est fermé.

I1 reste a montrer que, pour tout s e Si , WA(S) = Wz(sh) , ce quton vérifiera
sans difficulté en reprenant le raisonnement connu de la théorie des automates fi-

nis.

On obtient comme corollaire que, pour tout automate borné A , il existe un auto-
mate réduit (et borné) A reconnaissant le méme ensemble, et que, pour tout auto-
mate A dont le monoide de transitions est borné, il existe un automate réduit
dont 1'espace d'états initiaux est réduit & un point (et dont le monoide de transi-

tions est borné) reconnaissant le méme ensemble (cf. proposition 6.2).

DEFINITION 6.6. — Un automate A = (S, X, T, 55 » sf) est dit connexe, si

o1

L3
S = Si t n Sf t .

PROPOSITION 6.7. = Soient

A=(s,X, T, 8; » sf) et Av = (8 , X, 7', 8!, s%)

deux automates bornés, réduits, connexes, déterministiques et complets, dont les

sous—espaces d'états finals sont ouverts, reconnaissant la méme famille d'ensembles.

Alors 11 existe un homéomorphisme h : S ->S8' tel que Si = Si h, S% = Sf h,
et 7' =1(h x idy x h) , c'est-i-dire A et A' sont isomorphes.

Démonstration. — Comme A et A' sont déterministiques et connexes, 1'hypothése

entrafne que {WA(S) | s es}-= {WA,(S') | s!' e S'1; ce sous—ensemble de ax")
est dorénavant noté S , et muni de la topologie induite par la topologie finie de
&(X*) . Alors, comme A et A' sont réduits, les applications j : S ->S et

j' :+ S' -> S, définies respectivement par sj = WA(S) et s'j' = WA,(S') , sont

by

bijectives, et tout revient & montrer qu'elles sont continues, car ceci impliquera

que K:(g,X,7F,%_,%),oﬁ ?=Tﬁ><NXXj)=1”ﬁ'xi%§ij,
— _ s ] ~ . .= ] (] . PN n '
Si = Si J = Si jr ., et Sf = Sf 3 Sf j' , est un automate isomorphe & A et A

également.
Or, A étant borné, il existe un n € I tel que, si on pose, pour abréger,

W () =W,(s) n (Xe)n ot Wo={u(s) | ses} ,
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1'application canonique f' : §'—e>W£ , définie par WA(s)f‘ = Wh(s) , st bijecti-
ve. Bn outre, munissons Wh de la topologie induite par la topologie finie de
a(xe)n ; alors, f' , étant la restriction & S & a(x*) de 1'application canonique
£ a(x*) -9(1((Xe)n) , est un homéomorphisme (ef. 1a preuve de la proposition
5.3). On est donc ramené & montrer que 1'application jn : S —e»wn , définie par
sjn = Wh(s) , est continue (il faut tenir compte de la compacité de a((xe)n) ).
Alors k¢ S —e»(Xe)n étant la correspondance dont le graphe est :

i 0
G=(r nsx (Le) x Sf)pr1’2 ,

1'application fk s 8 —9»&((Xe)n) , induite par k (cf. proposition 3.4), est ma-
nifestement identique & jn . Comme G est compact, k est semi-continue supérieu-
rement (cf. proposition 2.2). D'autre part, comme 4 est déterministique et com-

plet, t* est semi-continue inférieurement, donc prllT* est ouvert (cf. proposi-

tion 2.5), ce qui entratne que, pour toute partie ouverte 0O de G ,

Op, = (0 x 8, n T%)prl

f

est ouvert dans S . Alors k est semi-continue inférieurement (cf. proposition

2.5) et supérieurement, c'est-a-dire jn = fk est continue (cf. proposition 3.3).

La continuité de Jj! est prouvée par un raisonnement analogue.

7. Caractérisations des ensembles reconnaissables.

Soient X un espace topologique compact, et x* 1le monoide topologique libre
engendré par X . Alors les sous—ensembles reconnaissables de X% sont les sous-
ensembles susceptibles d'&tre reconnus par un automate dont 1'espace d'entrées est
X . Nous allons montrer comment on peut généraliser les théorémes de caractérisa-—
tion des sous-—ensembles reconnaissables d'un monoide libre finiment engendré, don-

nés par MYHILL, NERODE, BRZOZOWSKI et KLEENE.

‘ . = s i
Comme dans la théorie du monoide de transitions d'un automate, 1'espace A&(X") ,
que nous supposerons désormais muni de la topologie finie, joue un rble prépondé-

rant.

Concernant la généralisation des théorémes de Myhill et Nerode, nous avons besoin

d'une généralisation de la notion de relation d'équivalence d'indice fini.

DEFINITION 7.1. — Une relation d'équivalence R sur X* est dite d'indice com-

7 . * r'd 2 2
pact, si elle est séparée, et si 1l'ensemble X /R des classes d'dquivalence sui-

vant R est un sous-—ensemble compact de G(X*) .



Remarquons que, en vertu de la proposition 3.3, si X est un espace discret

P . s . . 3 . . -
(donc fini), une relation d'équivalence d'indice compact sur X~ est d'indice fini.

De m8me que 1'énoncé (i) de la proposition 5.3, on démontrera le lemme suivant

LEMME 7.2. - Soient R une relation d'équivalence d'indice compact sur X s et

fR 1l'application canonique de * sur 1'espace quotient X*/R (muni de la topo-

logie quotient). Alors, il existe un n € N +tel que X /R = (Xe)n fo 3 en outre,

fR est ouverte et fermée, et la topologie quotient sur X%/R est identique a la

topologie induite par la topologie finie de a(X*) .

Le théoréme de Myhill se généralise donc comme suit.

PROPOSITION 7.3. - Soit U S X' . Alors les deux propriétés suivantes sont équi-

valentes @

(i) I1 existe un automate A reconnaissant U , dont le moncide de transitions

est borné, et 1'homomorphisme associé 9, 3 x* ->M(A) est ouvert j

(ii) Il existe une relation de congruence R d'indice compact sur x* , et une

partie fermée ¥ de 1'espace quotient ¥/R , tels que U = U{K | Ke%}.

En outre, soit RU la relation de congruence la plus grossiére pour laquelle U

est une partie saturde. Alors, si U est fermé, et si RU est d'indice compact,

la condition (ii) est vérifide. D'autre part, si la condition (ii) est vérifide, et

si RU est séparée et ouverte, alors RU est d'indice compact.

En effet, supposons (i) vrai. Alors un raisonnement, utilisé dans la démonstra—
tion de la proposition 5.3 (ii), montrera que la relation de congruence R = RA
sur X , déterminée par ) est d'indice compact, et de la preuve de la proposi-
tion 6.2, on conclura que ﬁ = W(A)wA est fermé dans Xﬁ/R , et qu'on a
U=UK | Ke¥x}.

D'autre part, si (ii) est vérifié, en vertu du lemme 7.2, X*/R est un monoide
borné, et 1'homomorphisme canonique fR . x* -e>X*/R est ouvert, et, en reprenant
le raisonnement de la preuve de la proposition 6.2, on montrera facilement que

AR = (x*/r , Tp s efR , X = UfK) , ou T, est le graphe de 1l'application de

R
(X%/R) x X dans X*/R , induite par la multiplication dans x* , est un automate

tel que W(AR) =U , ce qui entratne (i), car M(AR).ﬁixﬁ/R et @, =fp .
A R " S
Si U est fermé, et RU est d'indice compact, alors le lemme 7.2 montre que (i1)

est vérifié.
. . (s PR . p o 3
Enfin,; si (ii) est vérifié, et si RU est ouvert et séparé, le monoide X /RU

est borné et, comme dans la démonstration de la proposition 5.3 (ii), on obtiendra
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que RU est d'indice compact, ce qui entraine évidemment (ii).
Remarquons que, en vertu de la proposition 3.3, si X est un espace discret fini,
la proposition 7.3 est exactement le théorgme de Myhill.

Le théoréme de Nerode se généralise de facon analogue ; il n'est pas nécessaire

de 1'énoncer explicitement (cf. [5], Satz 4.22).

Généralisons le théordéme de.Brzozowski qui s'énonce comme suit : Un sous-ensemble
U d'un monoide (discret) libre, finiment engendré, est reconnaissable par un auto-

mate fini, ssi U ne possdde qu'un nombre fini de dérivées différentes.

DEFINITION 7.4. - Soient U & X' et w e X' . Alors on appelle

dW(U) =f{vex*| wet}

la dérivée de U par w .

En utilisant la proposition 1.3, on montrera facilement que toute dérivée d'un

fermé de x* est de méme fermée dans x*,

En outre, il est clair que, pour tout automate A , dont 1'espace d'entrées est
X , et pour tout w € x* , 11 existe un automate AW tel que W(AW) = dW(W(A)) .
PROPOSITION 7.5.

(i) Soit A wun automate, dont les espaces d'états initiaux et d'états finals

sont ouverts, dont le monoide de transitions est borné, et tel que la correspondan-—

ce séquentielle t* est semi-continue inférieurement. Alors 1'ensemble

®, = {a_(W(a)) | we xM

est compact dans O&(X") .

(ii) Soit U wune partie fermée de x* y belle que

0(U) = {dW(U) | we X*}
est borné, c'est-d-dire telle qu'il existe un n € N tel que, pour toute paire
v,weX",ona dv(U) = dW(U) ssi dv(U) n (Xe)n = dw(U) n (Xe)n . AMors, si
O(U) est compact dans G(X*) , 11 existe un automate borné (et réduit) tel que

w(a) =U .

Démonstration.

(i) Montrons d'abord que 1'ensemble 3A = [Si m I m_ € M(A)} est compact dans

d(X*) . Soit g X* => 8 1la correspondance dont le graphe est

3 L3
G=(SixX xSn’r)prz,B .
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D'aprés la proposition 2.2, g est semi-continue supérieurement, et comme % est
semi-continue inférieurement, la proposition 2.5 entraine manifestement que g est
aussi semi-continue inférieurement. Donc, en vertu de la proposition 3.4, 1'applica-
tion fg : x* -> a(s) , induite par g , est continue pour la topologie finie de
a(8) . Or, comme M(L) est borné, il existe un n € N tel que %A = (Xe)n feg ,

cela implique que ﬁA est compact (ef. proposition 3.2).

En outre, soit h : a(s) —erﬂ((Xe)n) l'application définie par

Qt _ % n 3
sth = (87 x ()" x 8 nT)pr

£ 2
Montrons qu'elle est continue pour les topologies finies de &(S) et ﬂ((Xe)n) .

De m8me que précédemment, on s'assurera que 1'application fk s S ~><1((Xe)n) , in-

duite par la correspondance h : S —e-(Xe)n , dont le graphe est

n *
(s x (Xe) x S, nT )pr1’2 ,

est continue pour la topologie finie de d(S) . Par conséquent, 1'application
'+ a(s) »@(a((xe)n)) , définie par

st = {s'f, | stes'y ,

est continue pour les topologies finies (cf. [6], I, ex. 2.7). Enfin, selon [16]
(theorem 5.7.2), 1'application r : @(a((xe)n)) - oa((xe)n) , définie par

gr = UB | Bea®} ,
est continue pour les topologies finies. Alors hn = hr est continue.

Enfin, soit f 1'application canonique de &(X*) sur a((xe)n) , définie par
V£ =V n (Xe)n , qui est continue pour les topologies finies, et ouverte (resp.
fermée) pour les topologies finies supérieurement (resp. inférieurement), comme il
est prouvé dans la démonstration de la proposition 5.3. Alors comme, d'apres ce qui
précede, @2 = §A hn est compact dans &((Xe)n) pour la topologie finie, tout re-
vient & montrer que la restriction de f a @A est une application bijective de
@A sur @X . D'aprés la proposition 6.2, on peut supposer que l'espace d'états
initiaux est réduit 3 un seul point S; s et que tout élément m de M(A) est

une application.

or, soit d (W(4)) n ()" =a (u(s)) n ()" . Aloxs
a (0(8)) n (X)™ = (s, m} x (X)® x 5, 0 7 )pr,

= (fs; m } x (Xe)n x 8o N 'r*)p:r2 = d_(w(a)) n (Xe)n .



Comme A est borné parce que M(A) est borné, ceci entraine que

a (W(8)) = (fs; m} x* x 8, n ) = (fs; m } ¥ x 5, n Y = a_(w(s))

ce qui achdve la démonstration de (i).

(ii) L'sutomate peut 8tre construit comme dens le cas ou X est fini, c'est—a—

dire posons
= (0@W) , X, 7, de(w) , {dW(U) | o€ dW(U)'}) ,

ol (dW(U) , X, dV(U)) er ssi dX(dW(U)) = dv(U) . Manifestement, 8; = de(U)

est fermé dans 1'espace compact S = ®(U) . Montrons que = {d (U) | e€ad (U)}
est fermé dans S . Soit g ((X )n) —9-@(&((X )n)) 1! appllcatlon définie par
= {We &((X ™ AW#@P} qui, en vertu de la compacité de a(\y ), est

N

continue pour les topologies finies, d'apres [16] (theorem 5.7.4). Grace a4 1'hypo-
thése que @(U) est borné, on a donc Sf (eg n @(U)f)f , ce qui entrafne 1'as-

sertion.
Montrons enfin que T est fermé dans O(U) x X x O(U) . Soit
T a(x* x ) - ax®) o,

définie par Vi = Vu¥ , ot p” est la multiplication dans X* , qui est une appli-
cation fermée (cf. proposition 1.3). Selon [16] (theorem 5.10. 1), W est continue
pour les topologies finies. Puisqu'il existe une immersion canonique de Q(X*) x X
dans (¥ x X*) , on peut regarder ®(U) x X comme sous—espace de a(x” x X ).
Alors h = MIQD(U x X) est une application continue de @(U) x X dans @(U) , et

par conséquent T , étant identique au graphe de h , est fermé.

On vérifie facilement que A est borné et réduit, et que U = w(a) .

Remarquons que, en vertu de la proposition 3.3, si X est discret et fini, la

proposition précédente équivaut au théordme de Brzogowski.

Le probléme de généraliser le théoreme de Kleene n'est pas encore résolu : Il est
facile de généraliser la notion de sous—ensemble régulier d'un monoide (dlscret)
libre finiment engendré : la famille R(X) des sous—ensembles t—regullers de X*

est, par définition, la plus petite famille de sous-ensembles de X telle que ¢

(1) Toute partie compacte de X appartient a R(X)

(ii) 81 U et V appartiennent 3 ®R(X) , il en va de méme pour leur produit
UV 3

(1ii) si U e R(X) , alors U = fel Ul U 2 5 ... e R(X)

(iv) Si % est un sous-ensemble de R(X) compact dans a(x™) , alors

UK | X e ¥} e R(X)
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En vertu de la proposition 3.3, si X est un espace discret fini, cette défini-

tion est réduite & la définition classique des sous—ensembles réguliers de x* .

I1 est facile de montrer que tout sous-ensemble t-régulier de X* est fermé (en

utilisant les propositions 1.3 et 3.2 (iii)).

a

De méme, par des constructions analogues & celles du cas d'un espace X , discret
et fini, on démontrera que les sous-—ensembles de x* , qui sont t-réguliers, en
vertu de (i)-(iii) seulement, sont reconnaissables par des automates. Mais les
constructions qui servent & prouver que la réunion de deux ensembles reconnaissa-

bles est aussi reconnaissable ne s'appliquent pas au cas (iv).

Enfin, il paraft beaucoup plus difficile de trouver une démonstration de la par-
tie converse du théortme de Kleene, parce que, dans toutes les preuves de cet énon-
cé connues en théorie des automates finis, on s'appuie essentiellement sur la fini-
tude de 1'espace d'états (on numérote les états !) ; il faudrait donc trouver une
nouvelle démonstration, pour le cas fini, qui pourrait &tre traduite en langage
topologique pour démontrer que tout sous-ensemble reconnaissable de * est t-

régulier,
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