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Cette conférence se composera de deux parties 

bien distinctes . Dans la première , Je ferai un exposé de 

quelques résultats classiques en géométrie riemannienne et 

en calcul tensoriel . Dans la seconde, je montrerai comment 

le problème général du calcul des variations, conçu comme 

problème paramétrique dans un espace riemannien, peut se re­

conduire à un problème non paramétrique de 1T espace euclidien* 

Eï*fin, dans une dernière partie, je montrerai comment la mé­

thode des racines caractéristiques a permis à Morse de géné­

raliser le théorème de S tu-m, et d’en faire une application 

à la théorie des géodésiques d'un espace riemannien quelcon­

que .

L ’intérêt de la considération dT un espace rieman­

nien provient de ce que les problèmes du calcul des variations 

conduisent à des problèmes globaux, et que 1’on ne sait pas 

actuellement si une variété riemannienne donnée en grand , 

peut être plongée dans un espace euclidien dTun nombre suffi­

sant de dimensions ; alors que le même problème local est 

toujours possible, si la variété riemannienne est de dimen­

sion n , dans un espace euclidien de dimension

N à: n (n+1)
2

D’ailleurs le problème en géométrie riemannienne
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permet de "géométriser" certains êtres de la théorie, les 

faisant apparsitre comme des "vecteurs" , et beaucoup des 

propriétés se ramènent à dos propriétés d* invariance de cer­

tains tenseurs ou à 1Tannulation de certaines de leurs com­

posantes .

Les espaces de Rlemann

Considérons dans un espace euclidien quelconque 

n vecteurs unitaires de coordonnées

el » eg » ... » en *

dont les produits scalaires forment les coefficients

&ij = eiej

Un vecteur quelconque (X^) aura pour longueur 

(carré scalaire)

« i 3 x  23

qui est une forme quadratique, définie positive .. le produit 

scalaire de deux vecteurs X et Y1 sera la forme polaire

«ii x1y1

Mais si au lieu de considérer les projections 

de X sur les axes, on considère les produits scalaires

X . e^ , on obtient n nouvelles composantes de X

x± = X.e± = gl. x*5

On eppelle ces n quantités composantes covariantes par op­
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position aux X dites composantes contravariantes .

Le produit scalaire de deux vecteurs s’écrit

alors , *
Y1 = X1 Y±

leur angle V est donné par

X< Y1
cos V li

VxjX* Vy ŷ

Remarquons que nos vecteurs par leurs deux sys­

tèmes de composantes nous donnent des quantités à deux indices 

l’un supérieur et l’autre inférieur . Ce sont des cas particu­

liers des tenseurs que nous allons maintenant définir .

Bans leur acception la plus générale, on entend 

par tenseurs des quantités servant à représenter analytiquement 

un être géométrique, dont elles sont les composantes, et qui, 

par un changement de coordonnées , subissent une transforma­

tion , en général linéaire, dont les coefficients ne dépendent 

que des systèmes de référence et non des valeurs numériques 

des composantes du tenseur ,

Nous nous bornerons à des tenseurs de le forme 

al • • • • —

c’est-à-dire à des lettres affectées d’indices supérieurs et 

inférieurs , tels que la somme

xi ï3zfcV
m

X1

a1 u m
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où les X^ , Z^, TJo sont composantes covariantes , Y %  Vm 

composantes contravariantes de vecteurs arbitraires, ait une 

valeur Indépendante du système de coordonnées .

1*opération la plus importante du calcul des 

tenseurs est la contraction des indices . Cette opération 

consiste à considérer à côté de

le tenseur

a1 l8 j m

ik£ .
A 9 • • ***i m

On en montre la possibilité à partir de a^.Si 

a i ^ Y j  est ind épendant des coordonnées, l’expression inva­

riante A .
X1Yj - /V X^j

admet des racines en , pour lesquelles les formes en

sont dépendantes . Y~ a ^  est la somme de ces racines .

En particulier, g^^ , tenseur fondamental, pos­

sède des composantes contravariantes , et mixtes g^3

III(S.de Kunecker) o . / . .Le tenseur contracté est

n (nombre de dimensions de l ’espace).

Considérons maintenant un continuum à n dimen­

sions, dans lequel on s’est donné une forme différentielle 

quadratique

ûi
3

«i
3

g13

X1
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d s 2 =  duAdu.3

Cette forme définit l’élément linéaire . Deux 

cas peuvent se présenter, ou les g±j satisfont à des condi­

tions telles que l’élément ds2 , représente lfélément liné­

aire de l’êspace euclidien, ou il n ’en est pas ainsi . Dans 

ce cas, on dit que la métrique donnée définit un espace de 

Rlemann .

La recherche des conditions pour qu’un tel ds2 

soit euclidien conduit à des conditions d’intégrabilité (sup­

posant les g1* continues ainsi que leurs dérivées, au moins

jusqu’ô l’ordre 2) de la forme 
n i  n iI _ p 1

( 1 ) * kr _ v 1 ks ^ ) / p i  p i  p  h p

"h

avec

J ks ) / p  h p  i p  h p  1\ 

wï À  \ kr * hs ” ks - hr/ “ 0

rrl3 = i (  2-Ë±JL + . ~*gra \ _ P 1 ik H
2 ' àuS l u *  'Su1 ' ra rk3

Si l’expression (l) est différente de zéro, on

a un espace de Riemann . Cette valeur non nulle mesure en

quelque sorte l’écart qui sépare l’espace de Riemann de celui 

d’Buclide .

Remarquant que les conditions ne font intervenir 

que les dérivées secondes, nous voyons que l’on peut introdui­

re un espace euclidien tangent . Soit M un point de l’espace

: g13

~b

is
S
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de Rlemann, Jn introduira un espace euclidien tel qu’il existe 

une correspondance biunivoque entre les points dé cet espace 

et ceux de l’espace de Riemann,(au moins dans une petite ré­

gion autour de K) , avec en M , mêmes valeurs numériques de

l’élément linéaire .

Ceci étant, considérons un petit parallélogramme 

d’origine M (û ) , de sommets

(u1) ( u*+ o(1 ) (u1+o(1 (u1-̂ *)

si on le représente dans l’espace tangent, on obtient une fi­

gure ouverte , qui associe une rotation Infiniment petite à. 

la facette donnée ; cette rotation s’écrit

*13 = ) _  * 13. re«r - /»S 
r, a

où R est dit le tenseur de Riemann-Christoffel
ij,rs

j> - y~ ,r r h . p ph >
1 j, rs g - r Z__ \*ihr XjB - ihs J jr/

ou & u

Le rapport de la dotation infiniment petite à 

l’aire de la facette est par définition la courbure riemsn- 

nlenne de l’ôspace en M , dans la direction de la facette .

81 on appelle géodésiques de l’espace, les 

courbes qui rendent le ds minimum , on peut ramener l’élé-

V - J

ir

l . j r A tLg.
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ment linéaire au voisinage à la forme normale

ds2 = dt2 l̂ - k(x2+ y2+. . . ) + x t2+ y ’2+....^ 

où. k: est la courbure de la facette normale à la géodésique 

en un point d * abscisse t sur la géodésique x, y .... des 

coordonnées géodésiques normales dans cette facette

Les espaces de Rleraann en grand .

Passons maintenant à une définition en grand 

Soit donc une variété riemannienne R , à laquelle est attachée 

une métrique

ds^ = . dx^ dx^

Nous supposerons dans ce qui suit, les g. . de classa C*5 

(Une fonction est de classe C si elle est continue ainsi que 

ses n premières dérivées ) . Cn suppose que dans un espace 

euclidien auxiliaire d’ un même nombre de dimensions m que R

il existe une représentation binunivoque de tout peint de R 

ainsi que de ses voisinages . Ceci revient à dire que 1 » on 

peut établir une homomorphie entre R et le voisinage d’un 

point (x) d’un espace euclidien de coordonnées (x"̂ , xCi,..,xm ) 

Un autre système de coordonnées (z) sera admissible s’il 

©xiste une transformation

= 25̂ (x)

ií
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où les z1 sont de classe C , avec un Jacobien non nul .

Nous montrerons que pour transformer notre problème paramé­

trique au voisinage d’une extrémale donnée, il sera nécessai-
Q

re d’admettre des transformations seulement de classe C , et 

dites spécialement admissibles .

Un groupe de points de R forme une r-variété si 

les images de ces points forment dans un système de coordon­

nées admissibles (x) des équations

x1 = . . . ,ur)

où les fonctions xx sont régulières, et si la matrice fonc­

tionnelle des x^(u) est de rang r . Un arc régulier g de 

classe C sera ainsi un segment ferme d’une variété à une 

dimension de classe 0n*
Théorème fondamental

Soit g un arc régulier de classe où t dési­

gne la longueur d’arc . Tout voisinage de g peut se représen­

ter dans un système de coordonnées admissibles (x) par un 

voisinage de l’axe des x d’un espace euclidien (x)r en sor­

te que g corresponde à x® , avec t = x11

Soit (z) un système admissible au voisinage d’un 

point P . Supposons d’abord le voisinage assez grand pour 

contenir tout l’arc g ; alors cet arc se représente par

z1 = tp1(t)

A

x*(ui-
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Mais une au moins des dérivées 3 y .(*> * o . soit '***{*)
^ t ç>t

la transformation

z-*- = + cp̂ - (xm )
T (i=l.... ,m-l)

zm = U>m (xm )

est admissible et répond à la question, donnant les (x) cher­

chées .

Supposons maintenant avoir deux segments qui se 

recouvrent partiellement g et gg , si le théorème est vrai 

pour chacun d’eux, il 1 T es t pour l ’arc entier g-̂  + g g

Supposons que t=0 soit un 

point Intérieur aux deux arcs . Suppo­

sons que le système (x) vérifie le thé­

orème sur » avec t = xm , et que (z) le vérifie sur 

avec t = z .On suppose que si t = 0 , (x) = (z) = (0Ï.

Les deux systèmes étant tous deux admissibles au voisinage de 

t = 0 , il y a alors une transformation .

(1) z1 = ajixi + •ÿifx) (l,i = 1.... ni, )

où est une constante , avec a^3- ^ 0 et vp1 (x) une

fonction de classe C ,̂ avec dérivée nulle pour (x) — (0)

Le long de g, on a, près de t=0 , t = xm = z321 , fi1 où

¿2”

a

«1

"t=0
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o _ S 1 . Supposant les a. égaux à 0 , si 1 é j , et à 1 

si i - j , on peut écrire

(2) = x1 + n ̂ (x)

Soit alors c une constante positive assez petite et h(t) 

une fonction, de classe C4 , en valeur absolue inférieure à 1 

telle que
k(t) = 1  t - 0 ; h(t) = 0  t — c

La transformation (l) est valable au voisinage de t=0 , sur 

Si gg . Si c est assez petit, la transformation

(3) z1 = x^ + h(xm ) -»̂ (x)

est identique à (2) pour xm 0 , identique si xm ^  0 ; 

le système (z) représente alors 1Tensemble g1 + g2 ; en ef­

fet, avant t=0 sur g^ , on a la représentation précédente , 

puis, sur gg , avec t /L 2 , on a celle obtenue de (x) par 

la transformation (z) ; le long de g^ + g^ , on a toujours 

zm = t .

Si c est assez petit , le jacobien de (z) est

non nul

Dans le cas dTun arc g quelconque, on le recou­

vre d’une suite d’arcs empiétant les uns sur les autres .

On peut ainsi montrer que :

iz

et
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Théo rème

S’il existe une transformation non singulière de
r j

classe C de systèmes de coordonnées (x) précédents, dans les­

quels à g correspond l’arc xm , où xm = t le long de g , et 

où gi .j ( x) = le long de g .

Soit le système (z) établi précédemment . Soit 

la valeur de g ^  au point t = zm sur g ; Faisons 

la transformation

X1 = z1 i = 1,...,(m-l)

2“ = a (aR ?Z^

analogue à la réduction des formes quadratiques . On note 

amm = 1 . De ceci résulte que dans ds2 , dx111 n ’apparait

qu’au carré . Par une transformation analogue on réduit à
' *  2 

une forme où n ’entrent que des carrés dx’ , multipliés par

une fonction positive de z . Par une dernière transforma­

tion, on fait ce coefficient égal à 1 . Ce sont les coordon­

nées normales.

Nous avons supposé jusqu’ici l’arc sans points 

multiples . Mais on peut s’affranchir de cette condition en 

divisant l’arc g en segments partiels assez 3

petits, pour que tout segment formé de trois 2̂  

arcs partiels consécutifs ne contienne pas

*1
3

ei

4
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de points doubles . Bn prenant pour chaque arc partiel un sys­

tème de coordonnées normales dans un voisinage assez étroit 

pour que les voisinages de l’arc (n-l) nTaient aucun point 

commun avec ceux de 1T arc (n+l) , on recouvre R d'une suite 

de voisinages formant une variété Riemannienne sur laquelle 

un voisinage N est distant de tous les autres excepté les 

consécutifs . Sur le R résultant, g sera sans points multi­

ples et se représentera par un système unique de coordonnées 

normales .

Les conditions nécessaires en forme tensorielle .

Supposons alors donnée dans un système de coor­

données admissibles (x) , une fonction

F(x,r ) = tffx1 m \ 
rm ) M

servant à définir l’intégrale

f Î1 (x,x) dt

où x^ =
d t

La transformation z1 = z^x) donne sur les ( r) 

la transformation
h h

= z1<o
C> X '̂

r1 (O)

xid:
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On admet ainsi que ( r) se transforme comme un 

vecteur c on tr avariant. L T Intégrant devient Q, ( z , <3” ) = F(x,r) 

et l ’intégrale prend la forme

f  Q( z, z.) dt

Nous supposerons dans la suite que dans le voisl- 

nage de tout point de R , pour tout système de coordonnées ad­

missibles, l'intégrant soit positif, de classe C5 et F(x,r) 

positivement homogène, de degré i en (r) , o1 es t—à,~dire

F(x, lcr) = k F(x,r) k ^  0

On tire de là la relation

** V r 1 5 ° (1.5 = 1..... m )

d ’ où [F, , 1 = 0  
r r ""

propriété importante de la forme paramétrique.

Cn obtient suasi

•s* —  d ^ 
r « dx

qui montre que F est un vecteur covariant , ou encore
r

que la quantité
F , dx1 
r

est Invariante

L’expression B de Weierstrass

ch
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E(ac,r, <r) = F(x,r) - <5 F 1(xfr)
T

est aussi un invariant. On peut ainsi établir

, =
X '

A _  F 1 - F  ̂ Q, k - Q
dt r x "Sx1 U t  !

Nous introduirons maintenant une fonction F^(x,r) dont le 

rôle est particulièrement Important .

Soit le déterminant

1 i r r**

}

Ui

0
= B

A3,Ce déterminant égale - A Ju^v-j en appelant 

A^ ̂ le mineur de P dans le développement de -̂ri j

Mais à l Taide de la relation r ^rir j = 0 » on montrer

que [^r^-u^ et [r̂ -Ujj.1 divisent B , d Toù

A r^(x,r) r^u^

Faisant (u) = (v) = (r) on a

F-Jx.r) = r̂ -rJ

(r^r^)2

de sorte que F-̂ (x,r) est continu en (x) et ( r) si ( r) ^ 0 ,

Si on passe maintenant des vecteurs (v) , (u) à 

des vecteurs covariants (vf) , (u') , on aura

V

,ir;

peut

^u
7i

Tj

i .iA
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U1
= o2 V«J u 'i

0 0

avec
xJ

dfoù, si est la foime analogue à F^

Q-l (z,<T) = F^(x,r)

Remarque .

Cette fonction F1 prend dans le cas de deux va­

riables, la forme

^X'X' •®1XfYT V̂»v»F. = !Y TY
,2

X '  Y» Y ,2

(Cf.exposé B , prg 4)

Supposons alors donné un arc de courbe g , arc 

simple , régulier, orienté, joignant les deux points de R

A1 et A2 • Solt alors J la valeur de l ’intégrale le long de 

cette courbe

Bn passant avec un système de coordonnées (x)

on considère le problème non paramétrique de minimiser J dans 

1 1 espace

( t, 3c1,---,xm ) .

g se transforme en un arc g , qui est minimisant en même 

temps que g , donc :

ffrI Y $

C  :

V •

Ql
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Condition nécessaire du minimum faible

I* v  - v  50 (1=1....m)
le long de g , pour tout système (x) qui contient g .

On peut montrer d1 une façon analogue au cas

classique :

Condition de Weierstrass (minimum fort)

'Il est nécessaire pour (x,x) sur g et (G") 

vecteur quelconque non nul que

B(x,x, ) = F(x, C ) - S 1 E 1 (x,x) ^ 0

Condition de Legendre (minimum faible)

Pour (x,x) sur g , et un vecteur quelconque 

( A  ) il est nécessaire que

V rJ  A1 A3 “ 0
(Pour Cp (e) = E(x,x,x+eA ) , minimum si e=0 , tJ>n(e) ^ 0 )

Existence des extrémales .- Conditions suffisantes .

La condition | ^rirj | = 0 pose le problème d’é­

tablir l’existence des extrémales . On établit; facilement la 

relation
i1 ( ~  ï 1 - F i ) 5 0

dt r1 3C1

¡oit alors CD (x,r) s €Jij(x) r^r^

d
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on considère le système qui définit les extrémales

 ̂ (Jf (x,x) = 1

Nous remplacerons ce système par celui contenant la fonction 

Inconnue A (t)

Donc, toute solution en ( A  ) de (II) , initialement nulle, 

donne A  S 0 . De telles fonctions x^(t) sont alors solu­

ti ons de (I) .

Mais si on suppose F-jJx.r) £ 0 , dans l’inter­

valle (tjL,tg) considéré, comme

(II)
£ (x,x) = 1

dérivant en {t) la 2ème de (i) conduit à

( + A<pri) - ( V  + A f x l ) = 0

/ (x,x) = 1

ce qui, en

x1 (p 1 =  2 - 0
dt dt

FriP 3 <fri

î4 o

fr* OO

Vi = F i(xfr)
V

on peut, en posant

1 = ^p(x,r) , résoudre

r1 = r^x.v)

+ A i (X, r)

A

(I)

—  F * - F 1 = O 
it r1 X 1

t d

dt V

d A dA

A( X, v)
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d ’où le système

^*1 i . . dv^

~ =a(x-v) rr=«i<x-T> a  = A(x,v)

où 5l = ^[x.rfx.vjJ + A (x,v) Ü>xi[x .r(x,T)J 

qui donnent les solutions x^= h^f-fet0 xD Vq)

t1= kl( *!• V * o . To>

de classe C , en x et v , si {t0,x0,v0) assez voisins de 

(x» t, v) sur g .

On se limitera aux solutions J\. = 0 , pour ré­

soudre notre problème, ce qui donnera 

x1 = X1(t,t0 ,x0,r0) 

de olasse en (t.x.r) si t entre tx et t2 et ( t0.x0, r0) 
assez voisin des valeurs sur g

Si on suppose définie l fextrémale voisine au 

point tx , par un vecteur tangent f> (x) dépendant de (m-1) 

paramètres, l Textrémale sera

x1 = xi^t, tlf Y(tx) ,p(u)) = to1(t,u)

le jacobien

M f t . t - L )  =  ........... W***>, ( U) _  (0 )
Ott,u^ »..um-1 )

définit par ses zéros successifs les points conjugués de

On montre que si la condition de Legendre est vérifiée, ces

C2

0(CP1
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pointa conjugués sont Isolés .

On peut montrer que les conditions suffisantes 

pour tin minimum strict de J, par rapport à des courbes de 

classe D , joignant les extrémités de J, exigent 

Wéierstrass S E(x,x, 6" ) X  0

Jacobl (pas de points conjugués)

F-l ^ 0 ( sur g)

L'équation de Jacobl en forme tensorielle

Passons maintenant à l'étude de l'équation de 

Jacobl, en forme tensorielle . Soit g une extrémale qui 

dans le système (x) peut s'écrire

X1 = Y ’(t.)

Posons

b UM 7 ) = 1 Y+ 2 V » ! ? 1 f + V « J  f f

Soit x1(t,e) une famille de courbes joignant 

les extrémités de g , et se réduisant à g si e=0 . Suppo­

sons-les de classe C , pour t sur (t^jtg) et e assez voi­

sin de 0 . La seconde variation est :

J*'(0) - ̂  2Ui(^,îj ) dt = xie(t,0)J

Si on fait un changement admissible de coordonnées (z) , on

F i rx ?

t2

b1
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introduira U>o( ^ 0* W  » et on montre que 1» opérateur

L j U) u>
dt ^  

est un vecteur covariant si g est une extrémale .

On a de plus

f i i i y  5 0

Pour résoudre cette équation, étant donnée la 

difficulté, née de |F  ̂ j | = 0 , on considère le système

I)
d2

dt

L'invariant de la 2ème équation est la projection 

sur la tangente à g y™ = at 4- b

On Introduit alors le système

II) L±(r) + gj. j = 0

qui Introduit

yj de ( y )

_d£

dt2
(ei ) = o

F j - s. .
r*-r3

« ü  Y  0

ce qui permet de résoudre i)

0

mais on peut montrer que IX> ~ 0 

donc II) identique à i)

LT ensemble de conditions I forme lréquation de 

Jacobl en foune tensorielle ; une solution est un tenseur con-

( 7 ]

o '

(S: i1
Ÿ 1

= o= 0

i 3 Ÿ

< Y V
1



travariant 'ta1 ; l’indépendance des solutions est liée à l’in­

dépendance de leur représentation ,

Le passage à la fonne non paramétrique avec l’axe 

xm égal à g , permet de faire disparaitre yj1 = Vjm , nul 

aux deux extrémités, donc = 0 , d’où on retombe sur l’é­

quation de Jacobi, dans le cas déjà étudié, d’où :

Théorème

Un point t = t” est conjugué d’un point t = t* 

s’il existe une solution de l’équation de Jacobi, en forme ten- 

sorielle, non Identiquement nulle," qui s’annule en t’ et t” .

Le nombre de solutions indépendantes nulles en ces points égale 

le même nombre , dans une représentation non paramétrique du 

problème en coordonnées normales .

On introduira de même une condition de trcnsversa- 

lité, et le problème accessoire . Mais les solutions de ce 

problème seront alors des vecteurs .

Les solutions caractéristiques et la forme indicatrice

On peut par des coordonnées normales passer du 

problème accessoire paramétrique à un problème normal non pa­

ramétrique accessoire . On môntre que les solutions de ces 

deux problèmes se correspondent biunlvoquement, ce qui conserve

VI. -E. -21
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lea relations de dépendance et indépendance .

31 on suppose maintenant vérifiées sur l'extréma- 

le g les conditions de Legendre et de transversalité, admettant 

que les variétés terminales sont régulières et non tangentes, 

on peut diviser l'arc t-, , tg en arcs assez petits pour que 

chaque portion ne contienne pas de couples de points conjugués. 

Soient a1# a2 ap les segments . On introduit les varié-
p i i \

tés intermédiaires de classe C , x = X p> ..... y3n )

non tangentes à g ; d'où la définition d'un arc extremal brise 

que l'on compare à g . Si on désigne par v l'ensemble des para­

mètres
(v) = ( c^1,.. ., ^ r, yîlt---- A n,---) en nombre

£ , la valeur de J(v) le long de l'extrémale brisée définit 

la forme indicatrice

P(z) = J 1 JO) z,z . (i,j = 1, ..., S )
v vJ J

Cette forme est un invariant , et on peut montrer 

qu'en passant au problème normal, la forme P(z) s'identifie a- 

vec la forme Q,(z) de la dernière conférence , construite pour 

l'axe des x avec les mêmes variétés intermédiaires . La cor­

respondance des propriétés caractéristiques nousmontre alors 

que l'indice de P(z) égale le nombre de racines caractéristi­

ques négatives du problème accessoire , en forme tensorielle , 

et que le nombre de carrés dégénérés est le même dans les deux

%
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C 8 S  .

On a donc un minimum non strict pour g si g véri­

fie : condition de transversalité 

STeierstrass 

*i i 0
non-tangence

racines caractéristiques du problème accessoire tou­

tes positives .

On arrive comme dans le cas de la dernière con­

férence à 1Texistence de familles d’extrémales coupant trans­

versalement une variété terminale, et à 

montrer que le minimum entre A^ et Ag 

exige qu'entre A^ et Ag il n ’y ait pas 

de points focaux des surfaces terminales

Les systèmes anto-adjoints

Je vais dire maintenant quelques mots sur l’uti­

lisation des équations caractéristiques , pour obtenir cer­

tains théorèmes de comparaison et oscillation, analogues à 

celui de Sturm .

Considérons un système d’équations différentiel­

les de la forme

Ag
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Ll<7 > = il <aij 73 + *1J - i y r  «u rj}) = 0

où les fonctions sont continues en x sur (a^,...,a ) . On 

dit ce système anto-adjoint , s’il existe une forme billnéaire 

M(u,v,u’,v’) telle que

uiLi(v) “ viLi^u  ̂ = •— • M(u,v,uT )

Dans ce cas, les équations prennent la forme

(i) il( 7 ) = (RlJ y J+ q13 y  - (q31 y)+ 7 j )

avec

Les équations (l) sont équations d’Buler de l’intégrale 

ç a2 /*®2

2 4- V  '1?, ,d x y  (R137’i 7 ’î + aQU 1?ti ^ +il3 '7 i7 j)dx

Rappelons qu’étant donnée une forme bilinéaire 

I*(u,v) de m variables (u) et (v) , dont la matrice est de 

rang m , les p formes linéaires de (u) Up et les

(m-p) formes Vi,....,Vm_p de (v) sont des conditions adjoin­

tes si (u) et (v) les vérifiant entraine

P(u,v) = 0 

Revenant à nos équations

Li < h > = —  , - -H. = 0 
I a* ?i

la forme

d

dx i,

*) EJ x) *1 x) pji(x)

*1

u)(

Si

i1
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on suppose le système régulier, positif , (x) w±w. ^ 0

posons ^ ) ; avec dTautres inconnues ~yj ^,

^ , on a

J - 7 A ( 7)] - [ ^  fi- k  7l]2= P(7 .$ ,y ,? )
3r

forme bilinéaire de 4n variables . On dira que les conditions 

aux limites sont anto-ad.jointes, si elles sont leurs propres 

adjointes dans cette forme ; ceci conduit à

011 J/l* - °ih “h = 0 [}) 0,2 ^ 2- 0±l ÿ 1+ *hfcUfc = 0

où la matrice || c±g j| de rang r , et || bhfc || symétrique .

LT équation <*) représente un r-plan H ^  de l’espace à an- 

dimensions yj , de paramètre (u) . la forme quadratique 

es  ̂la forme accessoire

On montre que deux groupes de conditions sont é- 

quivalentes si elles conduisent à des H  r plans, confondus 

dans l ’espace ( rj ) et dont les formes prennent les mêmes 

valeurs numériques aux même s points

Ceci montre 5ue TT r et bhfcuhuk sont des m -  

variants géométriques

Supposons maintenant que le problème dépende d’ 

paramètre 6* , on considérera la fonctionnelle

un

le syetèm

i
9

?i (rl
)

t>
tikUiuk
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f  a2
I( ^ t <T ) - "bhfcf ̂  ) uh uk + I 2 <*> ( yj , i t & ) dx

•l

pour des ^  (x) de classe D , admettant les problèmes B 

tels que

Ax - quel que soit <T , P13 ,« , ? RlJ ,b..
dx c) x nK:

continus

A2 - la matrice des || o±® || de rang r , des ||thfc|| symé- 

trique

- quel que soit <5~ , (w) , x sur a-, ,aP R, .(x,<o ) w„w..Ao
c 1 J 1 J

A4 " p°ur (-5) assez grand I(y ,<5~) définie positive 

Ag - La forme accessoire décroit si <5~ croit

Une solution caractéristique satisfera les con­

ditions limites, la valeur de <5~ correspondance est racine 

caractéristique, son indice est le nombre de solutions carac­

téristiques correspondantes

Par un arc brisé, on remplacera la fonctionnelle 

Par la forme indicatrice
r az

«(*, W  ) = bhtl <y ) uhuk + J  2 u> ( y, , -n', <& ) dx

al '

(z) » (u1 . . . u r ,z11, . . , z n1, . . . z 1p........ znp)

avec les extrémités - ClJ uh = 0 x = a3 ; et les

sommets = zl<i

%
Qij

A

?i
a<l(

s
'i
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On montre que si O' est racine caractéristique 

Q(z,6") devient singulière , et sa ’’nullité" égale l’indice 

de 6“ , l’indice de Q(z,<y") (nombre de carrés négatifs) éga­

le alors le nombre de racines caractéristiques inférieures à

< r  .

le nombre de racines inférieures à est

donc fini, elles sont donc isolées , et varient continûment 

(par exemple avec a^).

On peut maintenant comparer deux problèmes avec 

la même forme et des conditions limites distinctes : 

on appelle forme différence d = ^  M  uh uk

de B1 à B .

a) Sous-problème

Le H  r plan de B^ est partie de fT r ; on éta­

blit, entre les nombres de racines caractéristiques de B et 

B^ inférieures à donné, la relation

^ — ( r-r-̂ J — ^ — V

b) ÎT r est commun

Supposons que d ait l’indice N , et (-d) l’in­

dice P , les nombres et V i de racines inférieures à 

donné sont
V(er) - P(<5* ) - V x( <5" ) ^ V(<5~) + N (GT)

oG "

bh
1
k(G-) Ihk

1
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c) B et Bn quelconques

fi et ITr se coupent selon un ( 3n+t=:r+-r-̂ -l}

on a , avec les mêmes notations

V (<r) -P(s-) - é ■» fo-)+ H( ff ) + Jfj_ - t

si 6”) est un déterminant de n éléments

y» |r g1] dont les colonnes sont solutions de l'équation de
/ i y  '

Jacobi, avec i 1/ 1 -c-\ S i>1 =  o 7 u  < a  > =  d i

il s'annule à nouveau en un point conjugue .

Théorème d'oscillation

Si r est la dimension du plan final accessoire

du problème B, et V (<5“) le nombre de racines caractéristi­

ques Inférieures à 6" , alors A (x,<3" ) s'annule entre a-j_ 

et 8g , au plus 'O ( Ç” ) et au moins ^(^*) - r fois .

En comparant deux problèmes avec des T\ r communs 

et des fermes <x> et w ’ , on obtient les généralisations du 

théorème de Sturm, que le point conjugué de x = c sur 

vajsie dans le même sens ; et surtout , si on a constamment

o j ’ u  . y )  -  <»j ( i j . y )

lea conjugués de s1 , dans le problème oj’ . se trouvent 

avant ceux de co

r tfl

r +■ t L o-)

( « CT
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Passons alors à l'application que nous avions en

vue . Supposant donné un espace riemannien

* 2  , 1, j ds = ê’ij dx dx

nous disons avec Hopf que cet espace est complet ;

1) si toute géodésique peut être continuée Indéfiniment

2) si tout ensemble borné g est fermé (Bolzano-Weierstrass)

On peut montrer que dans un tel espace , il exis­

te toujours une géodésique minimale .

Si donc, on se donne une géodésique g , le pro­

blème secondaire qui détermine les points conjugués d'un point 

A de g , supposant (x-, , . . . ,xm_1>xffl) coordonnées normales , 

avec xm longueur d’arc sur g , conduit à

^ l" + Rnk,ni ( ^ k: = 0 {i,k=l, . . ,n-l)

où les R^ yj. (s) sont les composantes du tenseur de Rie- 

mann sur g . La courbure dans le plan (0,0,...,0,1) ;

(ùi....un-l »0 :l est

Knk,nl uk ui 

On voit que l’on a ici

( y ,  y) = - R nl nJ yl1fj

SI la courbure est partout négative, on n’a évi­

fi

uJ
3
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demment pas de points conjugués

Supposons-la positive, supérieure à C , c'est-à-

dire

Enk,ni ufc ui - 0 i"i2+ ... + Un2)

La comparaison des équations

O l  + Enfc,nl fc= 0  

()i" + ° = 0

à 1’aide de la généralisation du théorème de Sturm, conduit 

à montrer que le conjugué de A se trouve à une distance de A 

inférieure à ^
v~s

Il n ’y a pas de points de 1 ’espace à plus de

yo variété est bornée, comme e-lle est compacte,

il en resuite qu’elle est fermée, ce qui est la généralisa­

tion du théorème d’Ossian-Bonnet

de A; la


