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Premier contact avea la théorie de 

MOESE, cet exposé s’efforce de dégager lea idées directrices 

de la classification des extrémales donnée dans le troisième 

chapitre de son livre "The calculus of variations in the lar­

ge n (American Mathematical Scciety Collcepium Publications 

Tol.lB, New-York, 1934) . Une extrémale qui vérifie la condi­

tion de Legendre, vclre même celle de WEIEF.STRASS, ne corres­

pond pas à un minimum de l’intégrale quand elle ne satisfait 

pas à la condition de Jacobi : son type s’écarte d’autant plus 

de celui du minimum qu’est transgressée dôvantege cette ccndi- 

tien de Jacobl . On peut se demander ce qu’il advient quand

on enfreint auBsi la condition de Legendre î les résultats

•’ 1 )obtenus dans ce sens ' aideront peut-être mieux à ccmpren» 

dre ceux mêmes de M* MORSE .

I.- INDICATRICE

Soit à étudier les valeurs statlcnnalres d’une 

intégrale de la forme
/» X  o

i =*4- i(x»y1»yr% . . . .  »pn ) 

+ 6 [y1'*!' » -.. »yn (xi) >y2\xs' » • * >yn 'x2[]

/ 1 \

?.ROGEP. , Sur une cleaaificatlon des extrémales,
C. -F~ 5e Tl^Académie’’ des Sciences, £08t p
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où la fonction donnée f porte sur les n fonctions indéter-

* i Aminées y^x) (les p (x) étant leurs dérivées) dont les va»
>

leurs aux limites y ̂" ( 3C - ) (l=l,2,...,n ; s=l,2) sent assu­

jetties à des conditions que lfcn peut traduire par une re­

présentation paramétrique

_ _ ~ / ^ , 1 ^ 2  . r \ — 1/ } _ i » . 1 .2 w ri
- xg{ o< , ex ,.., ol ; , y 'T‘a ‘ -= ys 1 01 • ** ’ '

(0 é r ^ 2n + 2)

au moyen de laquelle sTexprime aussi la fonction donnée 0 .

Relativement â ce problème, soit P  un arc 3Textrémale, c’est

1. — 1à dire dont les coordonnées y = y (x;, admettant des déri­

vées premières continues p" (x) , vérifient les équations 

d*Euler

^  fpi(x,y,p) - fyi (x,y,p) = 0 (1=1,2,...,n)

Les paramètres (h=l,2,...,r) étant choisis de manière

que les extrémités de P  correspondent aux valeurs zéro 

^xsfo) = 8g , ygi(0) = jrJj (i#)J , nous supposons que

vérifie la condition de transversalité aux limites ^

T il
EJtont sous-entendus les signes de sommation de 1 à n 

pour l’indice i , en vertu de la convention des indices ré­

pétés ,
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Y *1 0 = 2
a & + (f - p1* , }dx + f « dy1 = C

L P1 3 p1 S j e=1
Il V

par rapport aux différentielles d ck t peur <X = 0 t

1 —;i , \ i — i, »
7  ~  T T  [ Q g )  ,  P =  P i 8g i .

Enfin, jusqu’à mention expresse du contraire, 

nous supposons essentiellement

•u bien (1°) pour l^tude du voisinage d’ordre 1, que 

P vérifie la condition de Legendre : la ferme quadratique 

dont les coefficients sont les dérivées secondes 

fpip^x,y(x) ,p (x)J est définie positive quand a^ —  x  —  a?

ou bien (2°) pour Uetude du voisinage d’ordre zéro , que 

Q vérifie la condition de Welerstras3 :
3(x,y,p,q) = f(acty tq) - f(x,y,p) - (q1- p1)f ^'ae.y.p; ^  0

px
i 3. i

pour y - y {x) , p - p (x) suffisamment petits et quel

que scit (q) ^ (p) quand — x a*? ; à cette condition

nous ajoutons explicitement le condition^ de régularité ; 

que la ferme qusdratique de Legendre ne scit pas dégénérée 

(afin qu’elle soit alors définie positive et que lfétude du 

voisinage dTordre zéro englobe , comme il se doit, celle du 

voisinage dTordre l).

De cette condition de régularité satisfaite dans 

les deux cas, résulte 1Texistence dTune borne inférieure po­

sitive peur la différence des abscisses de deux feyers con­

jugués Bur I s De telle sorte qu’en introduisant une subdi—
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vision -bc = ax , bx ,b2, . . . ,bm = a2 , de pas moindre que

cette "borne, chaque arc partiel re de P  1 “ x )
( ^  =1,2,;..,m) satisfait à la condition de Jacebi . Par

suite, en faisant passer par chaque peint de subdivision de
1 2  n

JP une variété régulière è. n dimensions x=X^

y 1= Ye ((£’Pi '--'!îl 1 [ Vrl =  ̂ ’ V to! = *1(V]
[ ̂  = 1*2,. . . ,ni-l) , on fractionne toute courbe variée admissi­

ble C suffisamment voisine de F (voisinage d’ordre 1 ou 0 

suivant le cas) en m arcs 0 dont les deux extrémités peu­

vent être jointes par un arc d?extrémale et un seul Pp vei*
n 1

sin de i . Par continuité, chaque arc 1 ç satisfait à t *
la condition de Jaccbi et h celle de Legendre (ou même de 

Weierstrass + continuité) . En sorte que la valeur de l’in­

tégrale I n ’est pas moindre sur la courbe variée 0, que sur 

l’extrémale brisée P qu’on lui fait ainsi correspondre.

Et cette substitution présente le remarquable

avantage de remplacer la fonctionnelle I t O  qui porte
¿ t

sur les n fonctions indéterminées ( x j par la fonction 

ij^P 3=l(o(,/î) de r 4- an variables numériques (les r 

paramètres dont dépendent las extrémités de 1 et les m, 

n paramètres A dont dépendent les m sommets intermédiai­

res) . Pour les valeurs zéro de ces paramètres correspondant 

à P  , il résulte de la condition de transversal!té pour les



VI.-G.-5

o( et des équations d’Euler pour les que la différen­

tielle première de la fonction est identiquement nulle . 

L ’étude repoBe alors sur la différentielle seconde : 1’indi­

catrice relative aux variétés intermédiaires considérées

de 1 ’extrémale et transversale régulière P  , la clef de
il)

l’étude locale .

Quand cette forme quadratique est définie posi­

tive , la valeur de l’intégrale I étant plus grande sur tou-
^  | - m

te extrémale "brisée 1 que sur l’extrémele i , cette der­

nière valeur est un minimum strict relatif (faible ou fort 

suivant 1^ cas). Inversement, pour que P  corresponde à un 

minimum relatif (même faible) de I, il est nécessaire que 

toutes les indicatrices de P , quel que soit le nombre et 

la ferme des variétés intermédiaires, soient positives . 

Ainsi, le fait pour une indicatrice de n’avoir pas de carré 

négatif équivaut à la condition de Jacobi . C’est précisé­

ment par le nombre de carrés négatifs de ces indicatrices 

que nous allons pouvoir mesurer le man^uemert de l’intégra­

le 1 à cette condition de Jacobi .

Pour obtenir une expression de l’indicatrice,

(1)
"This index form is the key to ail subséquent analysis 

in the small” (M.Morse , loc.cit, p.37).
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n c u a  e n v i s a r è o n s  s é p a r é m e n t  l e e  r â l e u r s  de ^ i n t é g r a l e  I  

s u r  ch a q u e  8 r c  JfV . L e s  c o o r d o n n é e s  y ^  == y ^ i  fÏ£  ) du

p o i n t  d ’ e t s c i s s e  x  de c e t  8 r c ,  q u i  se r é d u i s e n t  h y ^ [ x '  

p o u r  l e s  r â l e u r s  n u l l e s  d e s  p a r s m è t r è s , v é r i f i e n t  q u e l l e s  

qu e  s o i e n t  c e s  V a l e u r s ,  l * s  é q u a t i o n s  d T7 ! u l e r  e t  l e s  c o n d i ­

t i  onà a u x  l i m i t . e s

y ^ J l g f  /J  s )  * ^ £ - l >  «  Ys  ! S ' ( 1 = 1 , 2 , . .  ¿ n ;  s  C - l , t )

é t a n t  e n t e n d u ,  u n e  f o i s  p o u r  t o u t e s , que  p o u r  - v  =  0 eu  m 

i l  cc n v i e r  t  de r e m p l a c e r  l e s  n  p a r a m è t r e s  /b Q ou  f l  m p a r
Jt

l e s  r  p a r a m è t r e s  e t  l e s  f o n c t i o n s  ¡, / 3 0 >- V ! / > o !

x*.1 fi !. Y 1î fi ! P®r i u ï > y!1!01 ' *pi °< ) » y.,1)« )i i / m  m / m  1 1  2 ^

3 n  d i f f e r e n t i  an t  d e u x  f o i s  l e  f o n c t i o n

on  o t t i e n t ,  p e u r  l e s  v a l e u r s  n u l l e s  d e s  p a r a m è t r e s ,  l a  d i f — 

f é r e n t i e l l e  s e c o n g é  g ‘ I  - comme somme d f u n e  p a r t i e  t o u t e  

i n t é g r é e  ' d i f f é r e n c e  de d e u x  f  o rmo 3 c u a d  r a t  l o u e s  e n  v Ç* $ e t
r* "b# ^

©n ( ) /$ *  î e t  de l r i n t é g r a i s  . /  ? i l  ( 7) , ) d x

" ® £-1

de l a  f e r m e

2 n, ( y , ) - f  ̂Ĵ x. y ’ x ) , p ; x ij , Oü 1 ^

+ 2 f 5 D j 1 )ii^ f  - j
p-yJ / y ■‘-y* * /

r X/ (fa)

T/ ‘ß/-l *ßt * 
1 1 1  J * e - i ß i - i

[*•*'* ' h - i ' H  ' * *  * '1 * 1 - 1 'f iJ dx
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quadratique par rapport aux variations = $ y1 =

Ces variations vérifient les équations de Jacobi - équations 

aux variations des équations d’Euler que vérifient les fcnc—

h  - ' V (l’7 ’cn -

biens y (x,
^1-1 * fil '

il ±{xr ̂  , Co ) =* 0

/  -f — “ I  o  \
l  ̂9 • * * * ̂-W

À Z ±—  9 H + "% y1 ^ 1

M -Ì Pt-i */%h fil
©t à leurs dérivées ou ^x).

et satisfont aux conditions aux limites - obtenues par diffé­

rentiation de celles auxquelles satisfont las fonnt-nna

P1!! j X h - %  »*+ rjifb 1 = > Y 3-1 J/j 1
8 d/Tg* P a / fi ah 1 3

( 1 = 1 sans sommation en s = ¿-lf £} . C’est ce que

nous exprimerons ?n disant qu’elles définissent une extrémale

secondaire satisfaisant eux conditions aux limites secondai­

res .

faisant la somme pour les m arcs £*« t la 

différentielle second«* de la fonction I(o4 tfi ) , valeur de 

l’intégrale I sur .l’extrémale brisée (primaire) P* satisfai­

sant aux conditions aux limites et intermédiaires (primaires) 

®nVj.sagees, prend la forme

y1«*,/*.! , p t  1
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I = uh u^ + f 2 2Îl( ^ 8 )  ) dx

®1

où la partie t^ute intégrée ne porte que sur les différentiel­

les d — u , car 11 se trouve qu© les fermes quadratiques 
en = v se réduisent deux h deux , l’intégrale devant
être prise sur une extrémale "brisée secondaire , définie en 

fonction des u et v , par les conditions eux limites et in­

termédiaires secondaires (en sorte que les coordonnées yj 
sont des formes linéaires en u et v , les coefficients étant 

fonction de x - et que l’indicatrice I est tien alors,

comme il se doit , une forme quadratique en u et v ).

II» - F. AC INES CARACTERISTIQUES

SI l’on fait abstraction de la foj’cag particulière 

des variaticns ( y\ ) t en est conduit à étudier l’intégrale qua­
dratique (secondaire)

•T [ïj] = *hk; uk + J ?> Z il ( h , Êo } dx

81

•il les n fcnctieno indé te rainées ( secondaires) yj (x) (entrant 

quadratiquement avec leurs dérivées fi^ ( x ) sous le signe s»m— 

me) 8$nt assujetties aux conditions aux limites secondaires
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(©quation en S des quadriques) 9 On montre alors que 1 ’ordre 

de multiplicité d’une racine caractéristique /\ est égal au 

nombre de solutions (z) correspondantes, linéairement indépen­

dantes; quand les coefficients a*^ sont réels, les m racines
~ 4J

caractéristiques sont réelles et la décomposition en carrés

de la forme quadratique initiale fait apparaître autant' de

carrés dTun certain signe quTil y a de racines caractéristiques 

de ce signe .

\ 1 = c 1 uh 
/9 h s  u

(1=1,2,..,n» g =1,2) en fonction des r paramètres (secon­

daires) u*1 .

Quand il sTagit d’une fr rme quadratique à un nom­

bre fini m de variables a«4. E .z* . on introduit une indéter-
-L J - .

minée 7\ de manière à rendre steticnnalre la forme quadrati­

que auxiliaire s, .ẑ z* - ^ C’est dire aue l’on cher-

che k résoudre les équations linéaires en z

B1 J ü i - A * 1 » « (1=1,2....m)

qui n ’ont, en général, que la solution nulle . Pour qu’il y 

ait d’autres solutions, ^ doit être racine de l’équation ca­

raotériatigne

I ®ij “ À?iJ( = C

[ c  1 - -2Zs1[f.) -  F 1 / B  ) ■ 3  f o l  I l0*» .  ,h !P) p <V ' °'J

M:
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. . . , n. * s = l , 2 )  , l e s  c o n d i t i o n s  s e c o n d a i r e s  a u x  l i m i t e s  p e r ­

m e t t e n t  d ’ e x p r i m e r  l e s  u  e n  f o n c t i o n  de c e r t a i n s  • >̂e 

s c r t e  q .u ’ i l  d r  i t  y  a v o i r  2 n  r e l a t i o n s  l i n é a i r e s  e n t r e  l e s  

e t  l e s  J . , s  ( o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  l e s  £ o ~ ( a g )  , g r â c e  

h. l a  c o n d i t i o n  de  r é g u l a r i t é  ) ;  c e  q u i  d é f i n i t  c o m p l è t e m e n t

P a r e  i l l e m e n t , n o u s  r e n d r o n s  s  t a  t i c n r . a l  r e  l ’ i n t é ­

g r a l e  q u a d r a t i q u e  a u x i l i a i r e

J * 0 ? 3  =  u h  u f c  +f„aS [ 2  ^  '  7 ’  &1 '  A  Ÿ 9 ^  * *

e n  i m p o s a n t  a u x  r  f o n c t i o n s  i n d é t e r m i n é e s  Y\ d e  v é r i f i e r  l e s  

é q u a t i o n s  de  J a c o b i  ( é q u a t i o n s  d ’ E u l e r  s e c o n d a i r e s )

e t  l e s  c o n d i t i o n s  de  t r a n s v e r s a l ! t é  s e c o n d a i r e s

«(b̂ . uV) + [nc9 j. a vjg1] = o I

( p a r  r a p p o r t  a u x  d u ^ )  , s o i t  e n  p o s a n t  ^ r x i | a s ’ ^  'K a a  ̂ ' ® s i l

=  J ^ s  e t  t e n a n t  c o m p t e  d e s  c o n d i t i o n s  a u x  l i m i t e s  s e c o n d a i ­

r e s

hr n G s - n y (».7.«) = *
' 1=1 .2____ n )

Ghl Ji’1' • Ji + ^hk uk _ 0 -4h 1, 2,. . . ,r)

S o u s  l ’ h y p o t h è s e  de n o n  c o n t a c t  e n t r e  l a  v a r i é t é  d e s  e x t r é m i ­

t é s  a d m i s s i b l e s  ( d é f i n i e  p a r a m é t r i q u e m e n t  a u  m o y e n  d e s  <X ) e t

l a  v a r i é t é  t e i m i n a l e  de  l ’ e x t r é m e l e P  ya1;= y 1 (xB) (1=1,2
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T e  s o l u t i o n  ( yj ) d o s  é q u a t i o n s  d e  J a c o b i .  Oomœe 1 b  s o l u t i o n  

n u ? L le  r é p e n d  m a n i f e s t e m e n t  à  l a  q u e s t i o n ,  l e  p r o b l è m e  s e c o n ­

d a i r e  8 i n s i  p o s é  n ’ e n  a d m e t t r a  g é n é r a l e m e n t  p a s  d ’ a u t r ® .

P a r  a n a l o g i e  a v e c  u n e  f o r m e  q u a d r a t i q u e  o r d i n a i ­

r e ,  u n é  v a l e u r  A p e u r  l a q u e l l e  l e  p r o b l è m e  s e c o n d a i r e  a d m e t ­

t r a  u n e  s o l u t i o n  { y j  ) n o n  i d e n t i q u e m e n t  n u l l e ,  s e r a  d i t e  r é ­

s i n é  c a r a c t é r i s t i q u e  e t  u n  o r d r e  de  m u l t i p l i c i t é  s e r a  d é f i n i  

comme l e  n o m b r e  d e  c e s  s o l u t i o n s  ( >\ ) l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n ­

d a n t e s  .

T h é c r è m e  f o n d a m e n t a l

T o u t e  i n d i c a t r i c e  d ’ u n e  e x t r é m a l e  e t  t r a n s v e r s a l e  

l  s a t i s f a i s a n t  h  l a  c o n d i t i o n  de  L e g e n d r e ,  a d m e t  a u t a n t  de 

c a r r é s  n é g a t i f 3 d a n s  s a  d é c çmp o s i  1 1 c n  ' e n  c a r r é s  q u ’ i l  y  e d»  

r a c i n e s  c a r a c t è r e s  t i q u e s  n é g a t i v e s  ( c o m p t é e s  a v e c  l e u r  o r d r e  

d e  m u l t l p l c l t é )  a u  p r o b l è m e  s e c o n d a i r e  a s s o c i é  à  P
L a  d é m o n s t r a t i o n  r e p o s e  s u r  l ’ é t u d e  de l a  v a r i a ­

t i o n  d u  p a r a m è t r e  A  à  p a r t i r  d© v a l e u r s  n é g a t i v e s  t r è s  

g r a n d e s  e n  v a l e u r  a b s o l u e  J u s q u  ’  à. z é r o ,  d a n s  l ’ i n t é g r a l e

x»? ( &  ) n  .  j»

| f ( x , y rp) - ^  ^  [ y  - y  dx

x i M  i=i

p o u r  l a q u e l l e  1 c o n t i n u e  d ’ e t r e  e x t r é m a l e  e t  t r a n s v e r s a l e

auxiliaire

1 = 9  f *  !
A
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v é r i f i a n t  l a  c o n d i t i o n  de  L e  g e n d r e ,  e t  d o n t  j j ' h j  e s t  l a  

v a r i a t i o n  s e c o n d e  ,

1 ° /  Q u a n d  A  d é c r o î t ,  l a  t e r n e  I n f é r i e u r e  de  l a  d i f ­

f é r e n c e  d e s  a b s c i s s e s  de  d e u x  f o y e r s  c o n j u g u é s  s u r  r n e  p e u t  

p a s  d é c r o î t r e  ;  e n  s o r t e  q u e  l a  c o n s t r u c t i o n  d Tu n e  I n d i c a t r i c e  

p e u r  I  a u  m o y e n  de  c e r t a i n e s  v a r i é t é s  i n t e r m é d i a i r e s ,  r e s t e  

v a l a b l e  p o u r  1 ^  q u e l  q u e  s o i t  CJ%

2 °  /  P o u r  d e s  v a l e u r s  d e  7[ n é g a t i v e s  e t  s u f f i s o m m e n t  

g r a n d e s  e n  v a l e u r  a b s o l u e ,  1 Ti n t é g r a l e  c ù  ( H )  e s t

a s s u j e t t i  a u x  c o n d i t i o n s  a u x  l i m i t e s  s e c o n d a i r e s  ÿ g i== c ^ s  ^  

( i = l t 2 , . . . , n  ; s - 1 , 2  ) e s t  p o s i t i v e  q u e l  q u e  s o i t  ( >j ) n o n  I d e n ­

t i q u e m e n t  n u l ;  p a r  s u i t e , '  p o u r  c e s  v a l e u r s  de  7\ , l ’ i n d i c a ­

t r i c e  ï \  © s t  d é f i n i e  p o s i t i v e  . 

p

3 ® /  L ’ i n d i c a t r i c e  r e l a t i v e  à  n e  p e u t  d é g é n é r e r  q u e

p o u r  A r a c i n e  c a r a c t é r i s t i q u e ;  e t  1  ’ e x c è s  d u  n o m b r e  r  +  m n  

de v a r i a b l e s  u  e t  v  s u r  l e  n o m b r e  de  c a r r é s  l i n é a i r e m e n t  i n d é ­

p e n d a n t s  e s t  a l o r s  é g a l  à  l ’ o r d r e  de  m u l t i p l i c i t é  de  c e t t e  r a ­

c i n e  . E n  s o r t e  q u e  l e  n o m b r e  de  c a r r é s  n é g a t i f s  de  1 ’ i n d i c a ­

t r i c e  p o u r  A  = 0  e s t  a u  p l u s  é g a l  a u  n o m b r e  de  r a c i n e s  c a ­

r a c t é r i s t i q u e s  n é g a t i v e s  c o m p t é e s  a v e c  l e u r  o r d r e  de  m u l t i p l i ­

c i t é  .

4 ° /  L e s  v a l e u r s  d e s  p a r a m è t r e s  u  e t  v  c o r r e s p o n d a n t  à  

u n e  s o l u t i o n  ( y ) n o n  i d e n t i q u e m e n t  n u l l e  d u  p r o b l è m e  s e c o n d a i —



VI.-G.-13

r e  p o u r  l a q u e l l e  l a  r a c i n e  c a r a c t é r i s t i q u e  ^  e s t  n é g a t i v e  

r e n d e n t  n é g a t i v e  l ’ i n d i c a t r i c e  t )  ^  I  ;  e t  l e s  s y s t è m e s  ( u , v )  

c o r r e s p o n d a n t  h  d e s  s o l u t i o n s  [ ln  )  d e  r a c i n e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  

A  d i f f é r e n t e s ,  o u  d e  m ê m e  r a c i n e  A  m a i s  l i n é a i r e m e n t  I n ­

d é p e n d a n t e s ,  s o n t  e u x - m ê m e s  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s .

D ’  o ù  r é s u l t e  q u e  l e  n o m b r e  d e  c a r r é s  n é g a t i f s  d e  1 T i n d i c a t r i -  
p

c e  y  J I  e s t  a u  m o i n s  é g a l  a u  n o m b r e  d e  r a c i n e s  c a r a c t é r i s ­

t i q u e s  n é g a t i v e s  c o m p t é ü e  a v e c  l e u r  o r d r e  d e  m u l t i p l i c i t é ;  

c e  q u i  a c h è v e  l a  d é m o n s t r a t i o n  d u  t h é o r è m e  .

A i n s i ,  d ’ u n e  p a r t ,  q u e l  q u e  s o i t  l e  n o m b r e  e t  

l a  f o r m e  d e s  v a r i é t é s  i n t e r m é d i a i r e s  c o n s i d é r é e s ,  l ’ i n d i c a ­

t r i c e  c o r r e s p o n d a n t e  d e  1  a d m e t  t o u j o u r s  l e  m ê m e  n o m b r e  

d e  c a r r é s  n é g a t i f s  ;  d ’ a u t r e  p a r t ,  l e  p r o b l è m e  s e c o n d a i r e  

a s s o c i é  h  X  n ’ a  q u ’ u n  n o m b r e  f i n i  d e  r a c i n e s  c a r a c t é r i s ­

t i q u e s  n é g a t i v e s  .  L a  v a l e u r  c o m m u n e  d e  c e s  d e u x  n o m b r e s  ,  

c ’ e s t  c e  q u e  n o u s  a p p e l l e r o n s  a v e c  M . M a r s t o n  M o r s e  I  * i n d i c e  

d e  1  ’  e x t r é m a l e  e t  t r a n s v e r s a l e  J [  s a t i s f a i  s a n t  à  l a  c o n d i ­

t i o n  d e  L e g e n d r e  e t  t r a n s g r e s s a n t  l a  c o n d i t i o n  d e  J a c o b i  

d a n s  l a  m e s u r e  s u i v a n t e  :

^ h é ^ c r è m ^ J ^ o g ^ o r  t  a  n  t

Q , u a n c  l ’ u n e  a u  m o i n s  d e s  e x t r é m i t é s  d e s  c o u r b e s  

v a r i é e s  d o i t  r e s t e r  f i x e ,  l ’ i n d i c e  d e  F *  e s t  é ^ a l  a u  n c m b r e
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de  f o y e r s .  s i t u é s  sur P » du .  l i e u  3e 1t autr.9 e x t r é m i t é  .

L a  d é m o n s t r a t i o n  e s t  p a r a l l è l e  à  l a  p r é c é d e n t e  : 

o n  g a r d e  de  P l ’ e x t r é m i t é  s i t u é e  s u r  u n e  v a r i é t é  a d m i s s i b l e  

e t ,  p a r t a n t  d ’ u n  a r c  s u f f i s a m m e n t  p e t i t ,  o n  f a i t  s e  d é p l a c e r  

s u r  P l ’ a u t r e  e x t r é m i t é  j u s q u ’ a u  p o i n t  f i x e  e n  é t u d i a n t  l a  

r é p e r c u s s i o n  d u  p a s s a g e  p a r  u n  f o y e r  de  l a  v a r i é t é  a dm i s a i -  

b l e , s u r  l ’ i n d i c a t r i c e  de  l ’ a r c  p a r t i e l  d e  P  ,

D a n s  l e  c a s  o ù  l e s  c o u r b e s  v a r i é e s  o n t  l e u r s  e x ­

t r é m i t é s  a s s u j e t t i e s  & se  t r o u v e r  s u r  d e u x  v a r i é t é s  V t_ e t  V g  

l ’ i n d i c a t r i c e  c o n d u i t  à. u n e  c e r t a i n e  f o r m e  q u a d r a t i q u e  d i f f é ­

r e n c e  g r â c e  à  l a q u e l l e ,  e n  p a r t i c u l i e r ,  M . M a r s t o n  M o r s e  o b ­

t i e n t  l e s  t h é o r è m e s  s u i v a n t s  î

1°) I l  e s t  n é c e s s a i r e  p o u r  q u e  1’e x t r é m a l e  17 s a t i s ­

f a i s a n t  à  l a  c o n d i t i o n  de L e g e n d r e ,  c o r r e s p o n d e  à  u n  m in im u m  

r e l a t i f  (même f a i b l e )  d e  l ’ i n t é g r a l e  I  , q u ’ i l  n ’ y  a i t  a u c u n  

f o y e r  d e  V ^  n i  de  Yp s u r  1 e t  q u e  l e  k - I è m e  f o y e r  d e  V ,  

s u r  l e  p r o l o n g e m e n t  de  P a u  d e l à  de  l ’ e x t r é m i t é  À.-, n e  s o i t  

p a s  e n  d e ç à  d u  k - I è m e  f o y e r  de  Y p  a u  d e l à  d e  À P.

£ * )  I l  e s t  s u f f i s a n t  p o u r  q u e  l ’ i n t é g r a l e  I  a c q u i e r t  

u n  m in im u m  s t r i c t  r e l a t i f  f a i b l e  [ o u  f o r t )  s u r  l ’ a r c  d e  c o u r ­

b e  _F » q u e  |  s o i t  u n e  e x t r é m a l e  , c o u p e  t r a n s v e r s a l e m e n t

V ,  e t  Y  , v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  de L e g e n d r e  ( o u  de  W e i e r s t r a s s  
_L S

+  r é g u l a r i t é )  n e  p o r t e  a u c u n  f c y e r  de  V-, n i  de  V ? e t  a d m e t t e
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un prolongement au delà de l’extrémité A^ portant n foyers 

de plus de Yg que de V̂ _.

A ce même point de vue, M.Morse étudie spéciale — 

ment le cas des extrémales périodiques (auquel se ramène 

ramène celui des extrémales fermées)»

III.- INTERPRETATION et EXTENSION

Bien que sortant franchement du cadre des idées 

exprimées dans le livre de M.Morse T le point de vue suivant 

suggéré par ces idées mêmes, parait propre invorsement à 

le8 éclairer d’un jour nouveau .

Reprenons l’exemple simple de la moindre action 

dans le mouvement d’un point pesant { Jsf.r ds ). Les extré­
males sont toutes les paraboles ( z A  C )  de directrice 

Ox . Quand un peint B est à l’intérieur de la parabole de 

sûreté d’un point A, il y a deux arcs d’extrémale joignant 

A et B , d’indices respectifs 0 et 1 . Sur le second, (voir 

figure, page suivante) les foyers conjugués A ’ de A vers B 

et B ’ de B vers A présentent le disposition AB’A ’B . Par 

suite, en choisissant C entre B’ et A ’, l’arc correspond 

à. un minimum de l ’intégrale dans la famille des courbes
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s  v \\ \ 
V  vw

joignant A et B en passant par G . La même conclusion vaut 

pour les méridiennes des surfaces de révolution dTaire mi- 

nima (chaînettes) . Mais on peut aussi remarquer que la même 

intégrale ( J z ds ) intervient dans la cote du centre de 

gravité d’un fil homogène pesant r flexible , inextensible 

et de largeur donnée entre deux points . 3 1 l’on sait alors 

que la TTchaînette” d’indice 1 correspond aussi au minimum 

de l’intégrale dans la famille des courbes joignant ses ex­

trémités et de même longueur qu’elle .

Que l’on impose aux courbes variées de passer 

par un point ou d’avoir une longueur donnée, cela fait une 

condition qui se traduit par l’égalité d’une certaine ex-
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pression à un nombre . le fait est général :

Lfindice de M,Marston Morse d’une extrémele sa­

tisfaisant à la condition de Legendre (eu à celle de Weiers- 

trass + régularité) , cTest le plus petit nombre de condi­

tions numériques auxquelles 11 faut astreindre les, courbes 

variées admissibles pour que, dans la famille ainsi restrein­

te. l’intégrale acquiert un minimum strict relatif faible
r n \

(ou fort) sur lTextrémolev.1
Exactement comme en un point ststionnalro d’une 

fonction réelle de plusieurs variables numériques, 1’”Indi­

ce" (nombre de carrés négatifs dans la décomposition en car­

rés de la différentielle seconde — supposée nen dégénérée-) 

est le plus petit nombre de relations qu’il faut imposer 

aux coordonnées d’un peint variable pour que, sur la varié­

té (régulière) définie, par ces relations, la fonction pré­

sente un nimimum relatif strict au point staticnnaire con­

sidéré . Seulement alor3, le nombre de carrés positifs de 

la différentielle seconde est aussi le plus petit nombre

'■J*' En toute rigueur, il convient de supposer 1 *extréœalô 
non dégénérée c’est-à-dire d’indicatrice non dégénérée; et 
les conditions régulières c’est-L-dire admettant des diffé­

rentielles premières (éventuellement des variations premiè­

res) non nulles sur 1’extrémele .
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d e  r e l a t i o n s  à  i m p o s e r  p o u r  o b t e n i r  u n  m a x i m u m ;  e t  c e t t e  

s y m é t r i e ,  q u a n t  a u x  n o t i o n s  do  m i n i m u m  e t  d e  m a x i m u m ,  n e  

p e u t  s e  r e t r o u v e r  p o u r  u n e  e x t r é m a l e  q u ’ e n  s e  p e r m e t t a n t  

d ’ e n f r e i n d r e  n o n  s e u l e m e n t  l a  c o n d i t i o n  de  J a c o b i , m a i s  

a u s s i  l a  c o n d i t i o n  d e  L e g e n d r e  .

S o i t  d o n c  u n e  e x t r é m a l e  JT* p o u v a n t  n e  s a t i s f a i ­

r e ,  n i  à  l a  c o n d i t i o n  d e  J a c o b i ,  n i  à  c e l l e  de  L e g e n d r e , 

m a i s  s e u l e m e n t  à  l a  c o n d i t i o n  d e  r é g u l a r i t é  :  l a  f o r m e  

q u a d r a t i q u e  de  L e g e n d r e  ( c e l l e  d o n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  s o n t

l e s  d é r i v é e s  s e c o n d e s  f  , * 1 x , y ( x ) , p ( x } 1 ) s e  d é c o m p o s e
p'-rp ** «- J

e n  n  c a r r é s  i n d é p e n d a n t s  d e n t  u n  c e r t a i n  n o m b r e ,  s o i t  £  , 

s o n t  n é g a t i f s  . De l a  t r a n s f o r m a t i o n ,  s e l o n  L e g e n d r e ,  J a —

c o t f i  e t  C l e b s c h ,  de  l a  v a r i a t i o n  s e c o n d e  d e  l ’ i n t é g r a l e

(1 ) ÿ ,
I  , r é s u l t e  a l o r s  q u ’ u n  s y s t è m e  c o n v e n a b l e  d e  "L e —

q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  p r e m i e r  o r d r e  e t  d ’ u n  c e r t a i n  

n o m b r e  d e  c o n d i t i o n s  n u m é r i q u e s  d é f i n i t ,  d a n s  l a  f a m i l l o  

d e  t o u t e s  l e s  c o u r b a s  v a r i é e s  a d m i s s i b l e s ,  u n e  a o u s » f a m i l — 

l e  d a n s  l a q u e l l e  r c o r r e s p o n d  à  u n  m i n i m u m  s t r i c t  r e l a t i f  

f a i b l e  de  I  . A u c u n  a u t r e  s y s t è m e  n e  j o u i t  d e  c e t t e  p r e p r i  >  

t é  s ’ i l  n e  c o m p r e n d  p a s  a u  m o i n s  ^  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l — 

—

C f .  J .K A D A M A R L  , L e ç o n s  s u r  l e  c a l c u l ,  d e s  v a r i a t i o n s  

P a r i s ,  H e r m a n n ,  1 9 1 0 ,  p .
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les régulières ; ce plug petit nombre do relstlcna

f o ne t i onnelies à Imposer aux courbes variées peur obtenir 

un minimum de I sur i t c’est ce que nous appellerons 

l ’indice de Legendre . Quant au plus petit nombre de con— 

dltions numériques qu’il faut adjoindre aux équations 

différentielles pour définir une famille minimisante, lors­

que l’ur.e au moins des extrémités des courbes variées doit 

rester fixe, 11 est au plus égal au nombre de foyers, si­

tués sur JH ♦ du lieu de 1 ’autre extrémité . Par suite, au 

plus égal à ce nombre augmenté de n dans le cas général; 

nous 1’appellerons l’indice de Jacobi. Bien entendu, d’a— 

près ce que nous avons vu, quand l’indice de Legendre est 

nul (auque1 cas la condition de Legendre est satisfaite)

1 ’ indic e de Jacobi n ’est autre que celui de IÆ. Mars ton Morse.

Ainsi, pour les fonctions de variables numériques 

on peut classer les points stationnalres d’après le nombre 

de relations nécessaires à I’obtention d’un minimum .

Pour les intégrales curvilignes, la classification des ex- 

tremales à ce même point de vue fait intervenir deux nom- 

bres : un nombre de relations fonctionnelles entre les

 ̂  ̂ C’est-à-dire dont les équations aux variaticr.s â partir 

de f1 soient linéaires .
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fonctions inditemln^ea qui sont, dans le domaine des fonc­

tionnelles ee que les relations entre les variables sont 

dans le domaine des fonctions , et un neml re de conditions 

numériques qui restent, elles, du même ordre que les rela­

tions imposées entre les variables numériques . l'indice de 

Legendre est d-ordre infiniment plus élevé que celui de Ja-

cebi

Or. comprend alors pourquoi la théorie des "crl- 

tlçsl values" donnée par M.Mcrse initialement pour les fonc­

tions de variables numériques a pu être étendue par lui aux

-L ̂  ̂ ® 2 * 3 l S  S  Clirvi** T cry. p  q /)<.{.-j _ _  4_ » ,
gnea Quand est renfiêe la condition de 

legendre. la variation seconde qui se présente comme inté­

grale d’une forme quadratique par rapport aux variations des 

fonctions Indéterminées et h leurs dérivées, peut bien être 

considérée comme une forme quadratique à icgalti de

rlablc® auaiaiçnce . tîalu,.* c*,Bt là le fait esentiel

dS 06 9Ue 1,lr-dl°e ae ie«-dre est nul, la partie négative 

se comporte comme une forme quadratique à un nombre fini de 

variables, le nombre des racines caractéristiques du problè­

me secondaire, l'indice de M Ma r a t o n  McrSe


