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Jusqu'ici, dans les exposés précédents, on avait
supposé que les extrémales ne présentaient aucun point angu-
leux . Dans le premier exposé sera examinée la question des
"solutions discontinues" . Ce terme, qui est celui adopté
par M.Caratheodory dans sa thése [ Ueber die diskontinuir-
lichen Ldsungen in der Variationsrechnung (G&ttingen 1904%
dont nous suivons le plan, correspond en réalité a des dis-
continuités dans la pente . Comme l'a fait remarquer M.Ha-
damard dans son traité de Calcul des variations, une discon-

tinuité dans la courbe elle-méme, rendrait le probléme indé-

terminé .

I.—- CAS GENERAL

l.- ILes conditions nécessaires 4'Erdmann

Seit F(x,y,x',y') une fonction analytique de x,
¥, x*', ¥y' , satisfaisant la condition d'homogénéité
Flx,y,kx',ky') = EF(x,v,x",¥') , avec . 'k positif, et sols

x(t) , y(t) , une courbe continue & l'intérieur 4'un domaine

donné x', y', ne s'annulant pas simultanément . Le probléme
est de trouver x(t) et y(t) de telle sorte gque

ta
B % B (i xtow e ) ink soit minimum par rapport aux cour-—

bes infiniment voisines . On sait que x(t) et y(t) doivent



satiafaire les équations différentielles

61 NoX dt \ ~x"J 2 dt\ 3 yV
G- —--- - —-——FFL_(X%y"- y'x*) =0
~d*:'dy' ly~"x-*
N1 eRF 1 c)% 1
avec o] oad > p p
y* O X* X"y* NX )Yy * X* Oy Tf

a cause de 1*homogénéité de F
Les trois équations différentielles sont identi-

ques , car

N -y TG Gg — — x1 G

Considérons maintenant une courbe x(t), y(t) ,
tj é t é tg) ayant un point anguleux en t . Nous allons
exprimer que cette courbe est extrémale par rapport aux

courbes présentant un point anguleux voisin du précédent

Ces courbes sont de la forme : x = x(t) + jo t (t)
y = y()+ ~ nm (D) . Si I’0on effectue l1"intégration le
long de ces courbes, J devient J( , et on doit avoir
=K I Q= O quels que soient £ et 2 . Or
r t2
Jé = ] + % 7 + *XT $" £ ry-, y3) dt
tl
= puds & UVl 3% e 2 Wy L 3R] GIF R @WK
ti J *i tli
en désignant par - la dérivée etc ....

3 X



VI.-F.- 3

Par hypothése, on doit avoir = Gg = O le lonS de la

courbe qui doit étre extrémale de t~ a tQ et de tQ a tg

De plus N N = (2=~ (D

AN3)=0
Donc
Neo =(Ex»0- Ex’0) ~ (to) + (Fy»0 Fy ’0)7 (to)
FX;0 et FX,Osont les valeuts de FX-Oen O respectivement

sur 1"axe 10 et sur |1 ’axe 02 - £ (tc) et Y (tQ) étant
arbitraires, 1l s"ensuit que

F 0~ F, 0 0 Fy®" ~ =0
On obtient ainsi les conditions d"Erdmann
Pour que la variation premiere de J s "annulle , il est né-
cessaire que Fx, et Fy, soient continues en t le long
de tout I"arc d"extrémale »

Ces conditions s lexpriment simplement en consi-
dérant la fonction E de Weierstrass . Cette fonction s"é-
crit T

EC-X,y;xT,y 7:;x" ,y”?) = (Fx»- Fx») x* + (Fy ,~ ®y» ) y*

Cette expression s"annule pour les directions x",y",x",yT

de la tangente au point de discontinuité et on constate du

fait que FW, et F , sont homogénesyd'ordre O en x" et vy’”,
que : Lk a . __E_ _o*
diz = 0 et u. (qu

pour ces deux directions



B(x,y;x',y';X',y') a donc un zéro extraordineire

(x'y' - X'y' # 0) et double em tout voint engulecux d'une ex-
trémale, On voit facilement que, réciproquement, si H a un
zédro double extraordinasire, les conditions d'Erdmann sont vé-
rifiées .,

Ces conditions permettent, en se plagant en un
point a8,b , de trouver,si elles exlistent, les directions <,
,3;?}, )5 des extrémeles brisdes ayent ce point pour point
anguleux . Il suffit de résoudre :

F_,la,b5at,) = F_ (8,b;d&,3 )

Fyile,biet, @) = Fyila,b5d ,43 )

y
0(2-1»/32-—-1 ;;2+p‘3=1
On peut également se servir de la fonction B , Il est évident

que si I garde un signe constant ou est lindaire en X' , y!

& 1'intérieur d'un domaine , sucun point de ce domaine ne

peut €tre point anguleux d'extrémale , C'est le cas pour tous

les points du plaen dens le probléme du minimum de l'intégrale
t2 ko g
J/‘ £z, ¥v) o AL at (en particulier : ligne la plus
t1
courte Joignant deux points donnds). De méme la méridienne de

la surface de rcévolution la plus adrodynamique ne saurait ad-
mettre de points anguleux (en dehors de l'axe de révolution)

Remarque I , - On peut donner de la condition d'Erdmann une

interprétation gédométrique simple en prenant X comme paramé-



VI.-F.- 5

tre . L’intégrale J devient

r*2

J =] f(x,y,p) dx avec p = dx

X1
et les conditions dTBrdmann seront
B pL Pi= {/_,<>>i-pzpz ¢ “ P ~T7T p=Pl "p T ? 1=p38
Si 1’on considere u = f(a,b,p) , p étant la variable indé-
pendante et a,b les parametres , les conditions d’Erdmann
expriment que la courbe u = f(p) a une tangente double pou]
p = et p = pg . Réciproquement, a chaque tangente dou-
ble correspond un point anguleux possible

pi Ip g ,p

Remarquée 11 . - La fonction F sous le signe d’intégration
est en général telle que ;
ou bien F(X,y:;xT,y1) = F(X,y;-X7,-y7)
ou bien F{xry ;x7,y’) = - F(X,y ;-X7,-y®
Dans le premier cas , il est fTacile de voir que si en un
point a,b , le systeme o( , A , Z f , donne une extrémale
anguleuse , le sj~steme *o( ,-Ffi 71T, en donnera une au-

tre . On aura donc un sj”stéme de deux solutions opposées
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10 2, 1*0 2T .

Dans le second cas, On volt que
si {df ,fi ,0?,/T) satisfait la con-
dition dBrdmann, ( %. /3 co D

lon ,A .-sr,~/T) . (-<*,-/* ,-5,-/T) 18 satisfont aussi
On aérait tenté dfadmettre alors les 4 solutions 10 3,

1 001Ff ,1T7T0 21

, 2”0 2 . Mais dans ce cas ,
SMae.y ;x» ,71) = - I"xy ;-xT,-y1l) et nous verrons au para-
graphe suivant que la condition de legendre améne a rejeter

les solutions 10 1* et 2 C 2Ff

2.- Conditions de Legendre

la direction o ,/71.0T,n, satisfaisant au point
a,b, les conditions dErdmann , on peut trouver une extrémo-
le "brisée, 10 2 tangente a ces deux directions . Les regles
ordinaires du calcul des variations nous apprennent que pour
que 1Ton ait affaire a un maximum ou a un minimum , il est
nécessaire que 3] garde un signe constant et soit différent
de O le long de 1 0 2 . On doit donc avoir le méme signe pour:

Fx (a, b; o ,73) et ihea,b;c )

C’est cette condition qui permet de rejeter les solutions

1 0 1T et 2 0 21 du paragraphe précédent

3.- Les conditions d’Erdmann sont suffisantes

On a démontré jusqu’ici que les courbes iIntégra-



VL, =8 =

les de G = 0 présenteht un point anguleux doivent satis-
faire le condition d'Erdmann pour €tre extrémales par rap~

port aux courbes infiniment voisines présentant un pvoint

anguleux infiniment voisin . Nous allons éteblir que cette

condition jointe & celle de Legendre, permet C'!affirmer
qu'il y a extremum par rapport suz courbes voisines méme
n'ayant pes de point anguleux . L& démonstration se fera en
trolsa points .

1°) Btent donné un point anguleux a, b , tout point
du voisinage de a , b , peut €tre considéré comme un point
anguleux ¢'une extrémale .

: Y

2°) Btant donnée “&e courbe l (8, 8] =0 prassant
par a,b , et no2 tangente 4 l'une des deux brenches d'extré-
males passant par a,b, l'ensemble des extrémales avant leurs

. r‘ B

points anguleux sur recouvre le volislinage de | une fois
et une seule

3°) Celcul de la différence de l'intégrale J le long

d'une extrémale et le long d'une courbe voisine .,

lére partie

Pour établir cette propositlion, il suffit de

montrer qu'on peut résoudre :
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Fx t(ath; < ,fb ) Sx «(a,b;<™\/3)

T F(a, *;«*, /%)

Tytta.l);«*,n)

o2+ /r2 =1 az2+/T7T2 = i
en Ot ,A ,06?,/? , au voisinage de a, t .

On est ainsi amené a calculer :
P(FX ,-= VX ,,VV ,- Salq, ~BHAI3 2 ¢i§-_¢772_3§)) - 4 A
D {« ¥z ,é&r,}f)

En utilisant les relations entre Pgpep » Fyy et *1 * on
voit que a = F F “/3 060 » A est donc différent
de zéro dans le voisinage de afb dTapres la condition de le-

gendre .

2feme partie .

Considérons la courbe j (a,b) = 0 réguliéere er
a,b . Il nous faut maintenant établir que par tout point du
voisinage de cette courbe passe une extrémale brisée et une
seule . Nous nous placerons dTun cOté determiné de cette
courbe et noua écrirons la solution de I Téquation G = 0

passant par a,b,o0<,/3 sous la forme :

x = X(t,o0,b, ) y = Y(t,a,b, X,fi)
avec
X = X(0,a,b,0<,/3) = a Y = Y(0,a,b, 0i9A ) = b
Xo - N i e « V & ) —f
" t=0 Vv t=0

Qt)2 + (Yt)2 =1 02 + /32 =1



On a F(a,b) =0 et I’une des deux quantités P8 , HD
au moins est différente de 0 . Si cfest 1™ , on peut écrire

b - bO = P(a - a0)

D apres les résultats de la premiere partie, on

<A - <0 = o (a-a0 ,b-b0) - /30 = fi (e-a0,b-b0)

On obtient donc ci et /Ao comme TFfonctions de a , et en rem-
placant b, o it par leur valeur en fonction de a dans |’ ex-
pression de x et 'y , on a
x = £ (t,a) y 0 "J (t,a)
Pour établir la proposition que nous avons en
vue, il suffit de démontrer que
D! @ - S [ ~ 0
D(t, )'w’\G’\a—aq
Pour cela, on considére le déterminant fonctionnel 4 B des

fonctions

x = 2(t,a,b* o ¢ ) y = Y(t,a,b;0(ffl)
0= r (afo) 0 = (a,t>; d ,fi ) - ,(a, g a ,J )
0 = S~t(a,b;cl ,/1) - r{a,b;c* )
1 =<*2 + ~ 2 1 = «2 + 2

par rapport a t, a, b, ,A ,&,JC; on trouve en utilisant

les relations entre les dérivées T
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B= N~
, Q)
Les derniers facteurs sont différents de O dans le voisinage

de a N Donc 9( %D.»).-)_ 3»annulera en méme temps que D.
= 0 * r(t..a)

Or, pour t = 0 , on peut calculer que D se réduit a T
0 _ r
- F1? Fi €& -fiZ) (& a5+ P)
En choisissant la courbe r-(a,b) non tangente a la branche
d’extrémale c( , A , on voit que "™-£=0 est différent de O

D .7 ’ | isi -
et par suite t{g; _) ne s’annule pas au voisinage de t=0
(cfs}

a=aQ . Il en aérait de méme pour l*autre branche , 13 .
On a ainsi établi 1 ’existence de ce qu’on appelle un champ
drextrémales ayant leur point anguleux sur une courbe donnee.
Cela va nous permettre de terminer le calcul de le troisie-

me partie .

3éme partie .

Considérons un champ entourant la courbe extreé-
male brisée 10 2 . Ce sera par exemple le domaine borné
P8r deux extrémales voisines de l*extrémale 10 2 et deux
courbes régulieres .

Soit Xx

B> ) , Yy = G avec 1
une courbe reliant 1 et 2 et située toute entiere a I’inté-

rieur du champ . Cette courbe qui peut parfaitement ne pas
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étre analytique doit simplement avoir une tangente et donner

foo2
a Ifintégrale J= 3 FCcp, ;CP ,uv')d~ une
valeur finie . - *

Pour évaluer la différence entre J le long d*une extrémale
et le long dTune courbe arbitraire, nous allons considérer

la fonction :

lu* )= Jg? + 142 » en appelant | 1Tintégrale
le long de la courbe arbitraire et J 1Tintégrale le long de

1’extrémale ; on a :

fi (M) = J31 + 13.42

Ci (Z,2)

J31 + 1102

Donc :

J102 “ T142 ~ N N o~ z"11 = f 2<i<gi a K.
tL

En supposant, comme dans le cas de la figure, que 4 est du

méme coté de J que 2 , on a T
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A {Eb;f, (e yre..y ) at
£ 0TV It sere ¥FY 1A

tT2 est; une fonction de a ; a et t\. seront determines comme
fonction de T/ par les deux équations

C (t4&>a) = e (T0) et i (t4,a) =vwWw(Z)
Pour calculer gsc';()l , on intégrera par parties comme dans

le cas des équations de Lagrange pour les deux premieres
intégrales . Les termes sous le signe dTintégration dispa-
rattront du fait que les courbes 10 2 sont extrémales

Le terme provenant de tVg donnera une expression de la for-

me gla) A Les termes provenant de la limite O dispa-

raitront car i1ls sont de la forme
- "SI0 + -1 -IL21 ég—
et la condition d"Erdmann est satisfaite
Le terme provenant de tk sera

XTI 75 + W) -

(11 suffit de substituer las valeurs de la dérivée ™M: }
dTs

s X
La derniere intégrale donnera évidemment : -31(g?,vpfcp ,™ )

Et par suite

T =gesH +df. /)7 v<T-W «»3f WL
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R f 5 1
= «(a2) E&3L.- E /
g(( ) dZ» (1 .7 eo\/ Y
par suite de I ’homogénéité en ? . y de F .

I$h g(a) —w di> est évidemment nulle puisque pour
d

¥1
l1 et 2, a a la méme valeur . Donc T

XA>é2
1142 " J102 = EC"  FF-Ff1dC

°1 1
La théorie de la fonction E peut donc s’étendre

aux solutions discontinues . Cette théorie repose sur ce
fait que B sTannule quand la pente d"une courbe corTncide
avec celle d’une extrémale et garde un signe fixe quand la
courbe que 1’°0on compare s’écarte suffisamment peu de 1 ’ex-
trémale ; S et ]2 ont alors le méme signe . On a vu d’autre
part que H s’annule d’une maniére extraordinaire pour le
point anguleux d’une extrémale . On voit donc que 1’annula-
tion de E est une condition suffisante pour que le long de

1 ’extrémale brisée 102 un extremum fort ait lieu .

4.- Examen de 1’ensemble des solutions discontinues et
points conjugués .
On a vu que, en un point a,b, les directions o ,
, des extrémales brisées sont déterminées » On peut cher-
cher des courbes dont la tangente en chaque point est cette

direction o( , A , c*est-a-dire iIntégrer le systeme :
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M = 0< (a,b) | — =
dt dt  f

T (a,la)

Ces courbes ne sont pas en général des extrémales , c’est-
a-dire qu’elles ne sont pas des intégrales de I ’éguation

G =o0 On peut chercher a quelles conditions ces courbes,
qui dépendent d’un seul paramétre, sont des Solutions de

I ’équation de Lagrange qui est du second ordre . Cette con-
dition s’écrit :

o< 3x (a,T0,i* yIb ) + B Fy (a,-b,o( ,yB ) =0( a,b,ct,/i )+/3} Py (&,To*, i)
ou, en coordonnées non homogénes :

fX+ p T = fX+ p T

y y

d yﬂ)mﬂmfl et P> P satisfaisant bien entendu a la condi-
tion d’Erdmann . Si cette condition est remplie i1dentique-
ment en a, b , les courbes en question sont des extrémales
qui, en chacun de leurs points, présentent un point singu-
lier possible . C’est ce qui se produit en particulier quand
I intégrant JT ne dépend ni de x, ni de y , mais seulement
de XT et de y” . Dans un tel cas, on peut évidemment former
des extrémales ayant un nombre arbitraire de points anguleux
ces points anguleux étant arbitrairement voisins d’une cour-
be choisie a I ”avance .

Par contre, si l'on a , en aQ, hQ ,&0, /}0,<X0,

/10 ;
(A) 0<ohe + fo 'R°- 0lgR 0 -4 oky® & §
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on peut montrer que sur I’extrénale qui passe par 1Télément
linéaire aD, b0O,a(0,AQ , le point anguleux 0 est un point
isolé . En effet, écrivons les extrémales sous la forme

X = a+ oct+ cXM2+ ... y=b4ht+ fWll2 +_ ..

d et P "™ se calculant a partir de G = 0 . Pour avoir le t
correspondant aux points singuliers possible 1l faut rem-
placer x,y,XxT,yT par leur valeur dans

=, (X, yiXr,y) = T (X,y;C<NS ,B+7?7)
2" (XY X*,y») = MiIX,yi10:4-C ,p +y )
T = (5 +£)2 + (/3+y))2
et éliminer V et £ entre les trois éguations ; (@ et Ji
Sont évidemment les pentes correspondant a ot , par la
condition dErdmann) . On trouve alors une équation en t

de la fome
O = Ajt «=a Agt™t- .....

et un calcul de déterminant montre que
jul = vx@©i¥x +pIFy -5»x -Jvy )

DTaprées nos hypotheses , At est différent de O et le point
O est donc point singulier isolé . En vertu de la continui-
té, cette propriété est vraie non seulement au point a,h
mails dans un domaine entourant ce point
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Sous la méme condition, chaque solution de I7é-
quation de lagrange voisine de 1Textrémale 10 e un point
anguleux dans le voisinage de O . Il suffit de montrer
quTétant donnée une extrémale , y = f(x,m,n) , vcLslne de
1 "extrémale donnée, on peut trouver une courbe vy = vl (X, A)
[ intégrale du systeme -i— = (a,b), gi [ (®»"jL qui  lui
soit tangente au voisinage du point O . C"est un calcul de

déterminants analogues aux preéceédents

Des résultats précédents, on déduit le théoreme
fondamental suivant , sous les hypotheses que :
o) pour chaque élément linéaire de 1 a 0O de 1 extré-
male réguliere 1,0 , I"équation de Lagrange est réguliere
2°) le point O est un point anguleux possible de 1Tex-
trémale 3.0 ou les conditions de Legendre sont vérifiées

s») aa*x°® */TQ7° -dorx° -/30ry° 4 0O

11 existe pour le faisceau d"extrémales passant par 1 une
courbe analytique passant par 0 et réguliere en ce point,
sur laquelle se trouvent tous les points anguleux du fais-
ceau .

Ce théoréme permet d"étendre la théorie des
points conjugués au cas discontinu . En effet, soit le
faisceau d"extrémales voisines de 10, passant par 1 dont
les points singuliers sont sur une courbe ¥ au voisinage

de O . Considérons l1"ensemble des extrémales ayant leur
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point singulier sur I'lL et la déterminant D déja envisagé.
Ce déterminant s’annule pour la premiére fois pour t néga-
tif pour la valeur t~ . Cette raleur t» ne dépend que de

la pente de la tangente a 1 en 0 . 23 effet, on peut mon-

trer que :
i Sfc  z8 h,
D=F. 1 @*-/1&) Yt Xa Tt

corat,

Soit t 1la plus petite valeur positive pour laquelle D

et par conséquent 2JL2L L s’annule . Les secondes brai
D(t, @
ches des extrémales 02 toucheront leur enveloppe au point

correspondant a t . Ce point sera le point conjugué du
point 1 et , en général en ce point la courbe 102 cessera

d ’étre une extrémale . pour l’intégrale J .

o)

37 t»

La théorie des points conjugués ne peut s’éten-

dre au-cas exceptionnel ou :
or +fSFy —ot¥y -AFy=0
car, dans le fTaisceau de solutions de G passant par le point

1 , I’extrémale 10 est la seule qui puisse étre discontinue
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(chacun de ces points étant un point anguleux possible).

Il n’existe donc plus de courbes r

Solutions multiplement discontinues .

Les résultats précédents permettent dTénoncer
les conditions pour qu’une courbe 100T2 , présentant deux
points anguleux soit extrémale .
Il faut et 1l suffit que :

1°) 10,00»,CT2 satis-
fassent aux équations de la
grange et qu"en O et OT les
conditions d"Bramann soient
remplies .

2°) Fj. doit garder le méme signe le long de tous les
morceaux de courbe .

3°) Le point conjugué de 1 sur |1 ’extrémale brisée 103
ne peut étre situé entre O et OT et ne peut coincider avec
0» .

4°) Le point conjugué de O sur 1 ’extrémale 00*2, qui

2
se trouve sur OT est différent de OT .

5.—- Exemple.
Soit a trouver les extrémales discontinues de

l1*intégrale :
/ j 73C»3 yr2l
1 + f

dt
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telles que xXTA O #

En prenant le paramétre t qui est arbitraire fel que N =t

les solutions de 1Téquation de Lagrange sont :

X ® o4 + 9 (3c + t2) y — 3 (2c + t2)

Ce sont des courbes unicursales de 4éme ordre symétriques
par rapport a Xx = .

Si c A O , on peut avoir sur une extrémale un
point anguleux de coordonnées

S (t A/2
* Q

yo = cf X = 61

La condition de Legendre est satisfaite tant que y A 0 et
xX»A 0O

On peut chercher la région du plan dans laquelle

doit se trouver un point quTon peut relier a un point donné

1 sur lraxe des y, par un© extrémale brisée

y B G

TK
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Soient 1B et 1FA les deux extrémales passant par 1 pour
lesquelles ¢ ~ 0 et soit 1QDA la courbe lieu des points
anguleux du faisceau, qui, dans ce cas, passe par 1 .
ASC est I Tenveloppe des extrémales brisées et 1C est I Tarc
dTextrémale brisée limite de DE quand D tend vers 1 sur la
courbe 1GDA .

la discussion du probléme montre quTil y a une
extrémale discontinue quand 2 est a 1Tintérieur du triangle
curviligne 1GDAC , et continue quand 1l est a 1Tinterleur,

soit de B1C ou 1GDAF . On peut se demander ce qui arrive si

2 est a droite de AEG . On peut montrer que si I ’on donne a

1Tintégrale JC *2 [Zzﬁ\ +2Rfr d

"t (Yt XT -
prise le long de Ox , la valeur 0 , 1l y a encore un extre-
mum qui est atteint pour la courbe composée de deux arcs
dTextrémales correspondant a la valeur 0 de c , passant par
1 et par 2 , et de la portion de 1Taxe Ox qui les raccorde.

(1T»A B2) .
I1.- CAS ISOPERIME TRIQUE

1 .- Probleme général

Soient maintenant deux intégrales :
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satisfeissnt aux mémes conditions que précédecmment . Le
probléme est de trouver les courbecs donnant & J° une valeur
extréme, ct & Jl une valeur donnée , On sait que ce probleé-
me Se rsméne au probléme précédemment traité . Pour qu'une
courbe & point anguleux soit extrémale , 11l est nécessaire
que

4A) Le long de chaque partie continue

A B2 RTeE =0

G%et GL étant lcs équations de Lagrange reclatives 2 J° ct

"
B) Hn chaque point asnguleux :
: o P A ol - &
AR AR }\CFX, +;\1FX,
o) R IR, By e = 1
e B 7\1Fy, £ /\OFy, +)1Fy,
C) Le rapport Ao est constant le long de l'extré-
Al
male
Supposons que les équations dc Legrange , GO =0
¢l= ¢ posséedent une solution commune , x = x(t) , y = y(t)

Cette solution est évidemment une intégrale de
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1 o i e
Ko Gt 7\1G =50
Ao

Al
tité T 'telle que x(t) et y(t) Boit 1a sollition unicue” 4s

Pour chaqgue

et chaque tl on pourra déterminer une quan-

l'équation 1
}OGO + AL G =00

passent par les deux points 2y = x(tl) , ¥1 = F(ty) et
Xs = X(tp) , ¥5 = y(ty) avee
/
|tz - 51| £ T

S1 T & une limite inférieure U, # O quand Ao varie |,
1

la condition ‘ta - tll = Co entrainera que la courbe

x-=%(3%),7F = 3{t) et 1a counria unique gannulant la varia-

tion premiére du probléme isopcérimétrique et passant par
X at xS . Le long de cette courbe Jl a une valeur donnée
et il n'est pas possible de lui faire prendre une valeur
donnée d'avence , On volt donc que dans ce cas, si l'on se

borne sux extrémales continues, le probléme n'a pas de so-

lutiong ., Ces extrémales brisdes s'introduisent donc d'elles

mémes .

Le cas extréme est celul ol chaque solution de
G° = 0 est solution dc G = O sans que les deux équations
soient ldcntiques ., Pour le calcul pratique on »out mettre

les conditions d'Brdmann sous la forme :
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La »remiére relation permet de c@lculer X! y 5' en un voint
donné quand on connait x', y' , et la scconde permet dec dé-

terminer 3

a,—- Cox exceptionnel .

Ce cas se présente si e° = 0 et Gl = 0 ont les

m€mes intégrales sans 8tre identicgues , En prenant X comme

Paramétre indépendant les deux équstions de Lagrange s'écri-

vent 3
R e B R S v
Do b X vy
i 1 1 3
f W= el + f + s
pp ¥ y S ey
Il f8ut wlors qgue 1lopn sliket: /
R wT g O B R e 2
y LA - da e px T Ty
= < e e e (P (X,y,p)
£ © £30
bDo PP

bour toutes les olutions , et 1'équation différentielle du

probleéme g'dcrit alors
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[>0 fpp + Aifpp] [y" - <F(X’y-5).

Les Intégrales sont donc celles de 1 ’équation du second or-

dre y' - x,y,p) =0 , et celles de I"équation du
premier ordre fo4 N T =0
O pp 1 pp

Darboux a démontré que toute Intégrale de cette
equation est intégrale de y” - (1>(X,y,p) =0 , ce qui
ramene le probléme a la recherche des solutions de cette
equation . Les mémes théoremes que dans le cas geénéral sent
encore valables au sujet de 1*existence de points anguleux
dans le voisinage d’un point anguleux, de I’unicité de ce
point sur une extrémale générale . Par une méthode analogue
on étend au cas isopéerimétrique la théorie des points conju-

gués ,
I11.- AUTRES RECHERCHES

& BIBLIOGRAPHIE

On trouvere une bibliographie de la question des ex-
trémeles discontinues dans un article de Graves (Transac-
tions of american Mathematical Society - 1930) . Les prin-
cipales recherches ont porté sur les points suilvants :

1°) Discontinuité de la courbe extrémale elle-méme.

(Rezmadzé - Mathemat,Annalen 1925 et Bulletin de 1 ’Universi
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té de Tiflis, 1922-23) ;

2°) Discontinuité dans 1l'intégrant , C'est le proble-
me de la marche du rayon lumineux dens un milieu ou l'indice
de réfraction est variable ., ( Bliss et llason - Transactions
of American Mathematical Society = 1906 ) .
3°) Cas des intégrales multiples - Ce cas a été exa-

miné par Kobb dans deux articles des Acta lMathematica - 1892

et 1893

4°) Discontinuités introduites par des considérations
de frontiéres ou de limitations de pente . Cees questions ont
€té traitées entre autres , par ;
M, Hadamard - Anngles de l'Hcole Normale - 1907

M. Mayer - Math, Annalen - 1878




