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| . — PRELIMINAIRES

Probléme IscpérImétrique proprement dit

Le probléme isopérimétrique proprement dit con-
siste a chercher, parmi toutes les courbes planes, fermées,
continues, rectifiables , de périmetre donné, celle qui en-
ferme la plus grande aire. Anslytiquement, et en coordonnées
paramétriques, ce probléme peut s*exprimer ainsi : parmi tou-
tes les courbes planes, fermées, continues, rectifiables 0

pour lesquelles 1rintégrale

i
*() = ooy T. at
C
a une raleur déterminée J , chercher celle pour laquelle
1 Tintégrale
m = C (xyf — yxf) dt

est maximum
Probleme isopérimétrique général

Cet exemple conduit a poser ce que nous appelle-
rons le probléme isopérimétrique général, qui, en coordonnées
paramétriques, peut s’énoncer ainsi T

Soit K une classe de courbes planes 0, continues
et rectifiables, E la sous—-classe des courbes C de K pour

lesquelles | Tintégrale
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Jc = C 3(x,y,xT,yf) dt

ni
a une valeur déterminée J ; trouver la {ou les ...) courbe

C de E pour laquelle 1’intégrale
lc = C Six.y»*",yT) dt

0]
est minimum (ou maximum) dans E

On peut se limiter évidemment au probléme du mi-
nimum : c¢,08t ce que nous ferons, sauf quand il sTagira du
probléme isopérimétrique proprement dit , Il y aura dTailleurs

a distinguer le probléme du minimum absolu et celui du mini-
mum relatif, le probléme du minimum relatif fért et celui du
minimum relatif faible

Drautre part, on peut aussi poser le probléme en
coordonnées cartésiennes : mais nous ne considérerons gueére
que le cas paramétrique, nous bernant a des indications rela-
tivement au cas cartésien |,

Signalons des généralisations poss.tlles, en con-
sidérant des courtes C non plus planes, mais gauches, ou bien
en considérant des fonctions F et 6 dépendant non seulement

des dérivées du ler ordre et yT, mais aussi de dérivées
d’ordre supérieur, etc .... Nous .laisserons ces généralisa-
tions de coté

Nous appellerons souvent le probléme isopérimé—



trique général le probléme de 1Textremum lié (ou oonditiennel)
par opposition au probléme ordinaire du calcul des variations

qui est un probléeme dTextremum libre

Idées générales
Comme il était naturel, la théorie de 1Textremum
lié s’eat développée en corrollalre de la théorie do 1Textre-
mum libre, de sorte que la premiére apparailt généralement com-
me une extension de la seconde ; nous aurons donc, comte pour
le calcul des variations criinaire, a envisager deux points de
vue, deux méthodes
1°) Méthode analytique classique (Lagrange, Legendre,
Jacobi, Weierstrass, Kneser, Lindeberg ....)
2°) méthode directe (Tonelli)

Mais les probléemes isopérimétriques qui présentent
dTabord toutes les difficultés du Oalcul des Variations ordi-
naire (puisquTil sTagit d’extremum), offrent en outre des dif-
ficultés spéciales dues au fait que 1l*extremum est conditionné
et qui ont géné 1Textension en question : elles ont néanmoins
été surmontées, assez récemment il est vrai (Lindeberg,1909;

DTautre part, le probléme isopérimétrique propre-
ment dit, vu lrintérét quTil présente en lui—-méme, a fait

1*obJet de méthodes élémentaires directes dont nous dirons
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qguelques mets (Bonnesen)
Hypothéses générales : notations

Nous supposons que le peint (x,y) varie dans un

domaine fermé A , borné (pour simplifier) . Les courtes C
sont ordinaires , crest—-a-dire que leurs pcints appartiennent
tous & A , qu’elles sent continues et rectifiables ; si elles

ont en tous leurs points une tangente continue, nous dirons
guTelles sont de classe 1

y et G-sont réelles et uniformes dans A , et
pourvues, ainsi que leurs dérivées X Ir» » & "x» , G f
de dérivées partielles du ler et du Séme ordre finies et
continues . Enfin F et G sent positivement homogénes dTordre
1 en x» t y»

M étant une fonction douée des propriétés précé-
dentes, nous posons en général

yr _ A3CF3Cf “y

y 1 x»y T X, 1J /-1
Nous poserons

H=F+ > Q
ou a est une constante ; et

E(Xty 2xX\y»Tx* ty*; a} = H(X,y;x* ,y»; A) — xFflixTfx,y;x\y» ;> )

— (X.y; xT,y*; ™ }
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31 oc ,y* ;"xfF/y* sont normalisés (xt2+ yt2= 1 , a? ™My, 2= 1 ),
on peut poser : 3XT = ccs 6 , y* = sin © , XT = ocb ©,
y'T= sin®© et considérer la fonction

E(x,y; cos 6 ,air.0 * cos © ,sin © ;A)

— METHODES CLASSIQUES — EXTREMITES FIXES

MINIMUM RELATIF

La classe K étant constituée par toutes les cour-
tes ordis.alres Joignant deux points fixes intérieurs a A , nous
nous proposons trés précisément de déterminer des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu'une courbe CQ f toute en-
tiere a l’'intérieur de A, ouverte et sans point multiple , de
classe 1 , donne un minimum fort ou faible (nécessairement re-

latif) a 1Tintégrale Iq parmi la classe K de toutes les cour-

bes ordinaires C peur lesquelles 3an — J—

Condition préliminaire (condition N.B. pour Q)

Si 0o réalisait par exemple un maximum de JD” une
courbe C voisine de 0o ne pourrait pas satisfairé en général

a 1Tégalité Jn — (on aura geénéralement zq ] )

y °o o)
CN sera donc isolée dans la sous—lasse K et 11 ne saurait
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étre question de minimum relatif ; il faut donc déja supposer
gye‘06 n’est pas une extrémante de \ mais en faitr corme
on le verra un peu plus bas, il est nécessaire pour la théo-
rie que nous avons en vue de faire une hypothese plus restric-
tive encore, a savoir que C nTest pas une extrémale pour G
(condition N.B.pour G) . Cette hypothése est posée définiti-
vement pour tout ce chapitre
Méthode générale

Comme pour le probléme ordinaire du Calcul des
Variations, nous considérerons les courbes C non pas de K,
mais de K , et nous chercherons quelles conditions (nécessai-
res ou suffisantes) il faut imposer &€ C pour que la diffé-
rence g - Ig” soit » C quelle que soit C , du moins lors-
que C appartient a un voisinage (d’ordre 0 ou d’ordre 1) suf-
fisamment étroit de OC . Nous prendrons comme parametre 1 ’arc
a des courbes C

A Recherche des conditions nécessaires

Une courbe C , voisine d’ordre C de C , a des

coordonnées de la forme

* = *0 + 1 y = yc m
avec N et > petits : N et y représentent la variation
de CQ ; mais il nous faut de plus choisir ~ et "h de telle

sorte que C soit dans E : t et ~ constitueront alors une
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variation admissible : sans chercher pour le moment la traria-
tion admissible la plus générale , nous ferons choix d’une
variation admissible spéciale, suffisante pour établir les

lére t Seme et 3éme conditions nécessaires

P1* Pgf ~2» 32 quatre fonctions arbitraires

nous poserons

| = £x pi + £ s ps ?Ii:£ d1 + £g g2

cu £2 et sont des constantes, et ncus déterminerons

t 5 en fonction de £1 de telle aorte qu’elle soit infini-
C

ment petite avec £ et que = Jn ;. or

V 2 +5x'P’g+Sytq'g da = No

2 £li="2—0 g

Comme CQ n’est pas extrémale pour G, on peut choisir p2 et

go de telle sorte que 4t C ; 1’équation J- = déter—
‘/o
mine alors {fonctions implicites) £g : on trouve T
N 'l'(;" NM O+ A N M
ou tp A 0 avec £ ; N5 désigne
£L: C
nous poserons de méme I on a a-—
L. c
al €1=£0=0

lors
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On doit donc avoir

M ——w =0 1)
1 Np X
. N L Mo
Mais, p et g© étant choisis, - . est une constante
2 < TTg
numérique + A 0 qgui ne dépend que de GO’ de p., , q8 ;
mais dTaprés (lI), ou M et N ne dépendent que de rt , p» *

O, on voit que Ap ne dépend réellement que de CQ . 3t on

voit facilement que {l) sfécrit , en pesant H=F+ /N J
('a H\ _n
(WcfToO

Remarquons que cette démonstration nTexige pas que o solt
de classe 1 , ni privée de peints multiples

DTou la premiére condition nécessaire
lere condition nécessaire ou regle 3TEuler (R.1.d’E.}

Pour que 0~ soit une extremante relative forte
ou faible de 1I- dans K, il faut quTil existe un nombre 'Ao
(et dTailleurs il nTy en aura qu’un sous la condition N.B.
peur G) tel que 0o soit une extrémale pour la fonction
e =y + AO a

A c est dit la constante isepérimétrique rela-
tive a CO ; chaque arc e< de O qui n’est pas une extréma-

le de G-est évidemment lui aussi extrémal pour E , avec la



méme constante isopérimétrique que Co (conservatien de la
constante isopérimétrique}

Autrement dit C doit étre solution du systeme 7T

H* — —fj Hx,

I
o
>

\Y =0 ()
ou de 1’équation

H Ayt — + Hx . 7T**y" —*"yf} = 0 (3)

Séme condition nécessaire ou condition de Leger.dre
On établit a peu prés comme dans le calcul des
variations ordinaire que s pour que G soit une extrémante

relative forte ou faible de ' dans K , il faut que 1*on ait

le long de 0o T
El = E1 ”“Xo0*yoTCICS ®o ’'ain”o *ccs 8 ,slnf£* A0
(Condition de Legendre large le long de la courbe C» ou
L*cO )
Et de méme ;
Séme condition nécessaire on condition de IVelerstrass
Pour que 00 soit une minimante relative forte
pour Ir« dans E , 1l faut que 1’on ait le long de Gc, quel
gque soit
B (xo’yort—-cos 60 ,S-Ing o ; ~ 0)

(Condition de ITeierstrass large forte le long de C ou
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I .- terte ).

Pour que C soit une minimante relative faible
pour I- dans E , il faut que I’on ait le long de C qguel que
soit

B(xQ,y0«ccs 0o,sin 0o;cos & ,sin0O ;AO0) ~ O
du moins pour Q suffisamment voisin de Q
(Condition de Weierstrass large faible le long de Og ou

Wfaible).

4eme condition nécessaire ou de Jacobi

Soient PN et Pp les extrémités fixes des C ; sup-
posons que Co satisfasse a la regle isepérimétrique, avec
constante isepérimétrique A G et a la condition de Legendre

stricte Hi = E1 'A 0) ~ O sur CO ~ : les extrémales D

de F 4~~~ @& Issues de P ferment une famille a deux para-
métres /V et 0] ( eu représentant par exemple le coefficient
angulaire de la tangente en P a lrextramale) ,admettant une
représentation paramétrique de la ferme T

x = (P (s, w ,") y = 1T n ~ (0 - s)
Pour cu = cu A = A.g * on obtient DO = CO . Par ans-
logie avec la théorie de 1Textremum libre, peut—-on définir

sur CO un foyer conjugué de P5 V Xcs extrémales dépendant

de deux parameéetres n'ont pas d'enveloppe ; mais posons
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2:yta,U>.A):J NV .y* >fv Y's | ia
0

Les formules X =U>, y =XNT , z définissent dans | Ts
une famille de courbes D a deux parametres, dent on peut ex-

traire des familles a un paramétre admettant une enveloppe

(congruences) T parmi les foyers de la courbe DO correspon-
dant a CO dent le parameétre est positif (aTil y en a) , 1fun
a un parametre plus petit que les autres, soit sQ ; le point

PT+ de CO de parameéetre s0O sera dit le foyer conjugué de Pn

sur Cﬁ . démontre queT sous les hypothéses mentionnées
plus haut, pour que C soit une minimante relative, forte ou
faible, de Ig dans E, il faut que Lc — sO (condition de Ja-
ccbhi large JT ) , cTest—-a-dire que Raqdoit étre entre Pk

et PTi

Observons que sc peut etre défini comme la plus

petite racine positive du Jaccbien 's, NPT

? 3 4> — <f*l

Ale, « ,4tl= Yb Tw Va

jg.a [
(D - e . i i o .
Dana le probleme d’extremum libre relatif a T +/\ 9
on définit sur un foyer conjugué P" de P* ! il est a pré-

sumer, et on démontre effectivement, que PT est au moins aussi
eleigné de P que Pfi5 .
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Idée de la démonstration

\Y% et VG désignant symboliquement deux variations

1
r) o

admissibles donnant a IC —-eu a 0™ (lc + AO0Jc) “ des

- P -
valeurs At et Uat , VL + hve est aussi une variation
admissible (ou du moins satisfait a éb D = 0 ) et donne
a Jr, la valeur

A2 = A2 + c<.h + Agl .h2

a»

ou c< est une certaine quantité ; si |I’on peut choisir v
de telle sorte que = 0 , puis de telle sorte que
G< O , et Il est clair quer pour h petit et de signe con-
venable t on pourra avoir O , et 0O ne sera pas mi-

nimante
Cr on démontre que si P'I est entro P; et Po,

un tel choix de v et de vg est possible (Démonstration corn-

pliguée; une grosse difficulté vient de ce que la variation

Vt trouvée présente des dérivées discontinues )

B) Recherche de conditions suffisantes
Supposons que G , toujours sous 1 Thypotheése
N.E.pour G t
a) satisfait a la réegle Isopérimétrique avec constan-
te isopérimétrique AN ,

b) satisfait a la condition de Legendre stricte
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NOHIN N~ 0 » LaCO ~ *
0) satisfait a la condition de JscGbi stricte

( S# 1g y Xg /

mOn peut alors affirmer que CG est minimante re-
lative faible de 0o dans . Peur traiter le cas du minimum
fort, on raisonne de la fagcon suivante T
L*extrémale QTn

Il existe une extrémale C*© de F + G-gont on

(0]

est un arc, mais dont I Torigine M{ précede Pi, tandis que

son extrémité est au dela de PO
Cj

Ci

c* est tout entiére

t

intérieure L A, ouverte et sans peints multiples, de longueui
1*0 (A 1*0)

La famille dTextrémales D

Tout au moins si A et sont suffisamment voi-

sins de A0 et (X)O (0JC = ccefficient de direction de CYQ

en M) , il existe une extrémale D |’I_—|V de T + A G issue
de M—,, de ccefficient de direction CO en M, , tout entiére
dans A, sans points multiples . En désignant par t l'arc
sur D U) »A D w oA peut étre représenté par

x =Y {t>u>7\ ) y = "UT {t,wJ )
Posons : ft

=J y t.Y'td «



ri.—E.—1i4

Soit D a la courte de | ’eapece a trois dimensions définie
par

x=/® ., Y=y, 2 = %
TIC désignant la courte de |’espace qui correspond a CQ comme
Ti(D|A correspond a - , par tout point de |’eapace voisin
de 15Q passe une n et une seule

La fcnrflLle de Weierstrass
Soit 0, de la classe T, voisine de et dléqua-—

tien
X = x(s) , y = y(s)

Pesons T

b) = Jgt /£ p, )

s = 8¢
X— V - 3
o \O ¥scar yfshs ds

*

s *vy 9
x(b), y;s), 7{s) définissent une cour-
te TT de lI’espace * 31 7 est voisine
de on étatlit , a peu prés comme pour le protléme de I fex—

tremum litre, que

I —Ip _— §j E[*(a)*y(»)T<ft*Yti2,s’'y Vs 3 ia
a
cu. N désigne le X de la 15~ qui passe par le point de
|l "espace de coordonnéas : x(s), y(s), s.s} . On utilise essen-

tiellement le fait que

'MiIM sur D "Pxsur C’0 + Jp;jM sur G



GA£:IET[¢JDEPARTEMENTI
ITEZ SCIENC to Kx; UE-HATIO'JCS |

Oonoluaiong

Si C est voisine d’ordre 1 de Cc , "C est voisine
de TI0O * mais si le voisinage est seulement d'ordre G, on ne
peut rien dire . Aussi pendant longtemps, on en est resté
la : ce sont Lindeterg et Tonelli qui surent aller plus loin.

D’abord, si, C étant voisine d’ordre 0 de 0Oo |,
sa longueur 1 est voisine de la longueur L¢c de Cc , *n peut
montrer que C est tcisine de "IC ; et alors si CQ satisfait a
la condition de Weiers trass striote forte { ° forte) ,

c’est—a-dire si
0(iOJyo;cos © 0»3In ? aln ® ,cos & -7\0) n o]
le long de C , quel que soit O , la formule de Weierstrass

Indique que

1« - If. 0]
(o]

Reste le cas ou L ne serait pas voisine de L (donc supérieu-

re a M) ; on démontre que dans ce cas , oOn a

ix + A0 >0~ (i +}c j)Oo

et comme 7 = J_ il reste
C Go
x0 * XC O
ce qui établit , sous les hypothéses Indiquées plus haut,

que la condition de Weierstrass stricte fcrte le lons de GO

est suffisante peur que 0# soit une mlnimante relative fcrte.
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L'ensemble de nos résultats peut étre résumé dans

le tableau suivant T

Min. faible Min. fort
R.I. R.I.
ko n Un
cond.necesnl. (o)
Wy faible W« n forte
R.I. R.I
_ s 30 L s c o
ccnd.suffis.
] J
S )
W ,, forte
N
, 1 s.Mo b

C) Lol de reciprocita

0 G , elle est

aussi extrémale peur G+ { 4+— ) F ; ceci fait soupcgonner
* o0
I'existence de rapports entre le probléme d'extremum de Iq

31 G\a est extrémale peur F +/

pour J-— constant, et le probléme d'extremum,dit réciproque,

de pour I- constant . Ce rapport, connu sous le nom de

loi de réciprocité, peut étre précisé de la facon suivante
Si C0 , satisfaisant a la condition N.B. pour 3

et pour G a la fols, satisfait aux conditions nécessaires (suf—
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flsantés) Indiquées au tableau précédent pour | ’un des pro-
blémes, elle aatisfait également aux conditions nécessaires
(suffisantes) pour le probléme réciproque

En particulier, le conjugué P’~de P]_. sur GO est

le méme dans les deux problémes

D) Application au probléme isppcijmétrique proprement
dit (modifié)
Etant donné deux points Pt et PP mgue 1’on peut

supposer d’ordonnées égales) nous cherchons la courbe CO joi-

gnant P a Prj , de longueur donnée , c’est—a—dire telle
que n
we3 = J V X’2+y’2 dt = 1°' G = VX’'2+y »2
Go
et pour laquelle I ’intégrale
Ko ~ J (xy > —yx’) dt 1= xy’ —-yx’
G
est maxima . (Géométriquement, ceci revient a peu prés a
chercher la courbe CQ pour laquelle 1’aire comprise entre C

et la corde P"Pg est maxima; jJje dis "a peu prés” parce que
nous considérons des aires algébriques, tandis que dans le
probléme de géométrie les aires seraient essentiellement po¢™
sitives, ce qui entraine quelques différences

Nous supposons £ 2 P¥P8, sans quoi la sous-

classe If serait vide, ou réduite a un seul élément — le seg-



TI. -B.-1P

ment PiPg, al — PMPg-— L’existence de COntest pas assurée
a priori, mais si 00 existe elle ne sera évidemment pas ex-

trémale pour G (puisque K A PiPg) ©t noue devons la recher-

cher parmi lea extrémales de la fonction

H —xy* —yxT a A ~

L’équation (3) s’écrit ici

ou % &

r désignant le rayon de courbure des extrémales : celles-ci
sent des ar<*a €© cercles (en principe, une extrémale pourrait
étre constituée par plusieurs arcs de cercles pris sur des
cercles de méme rayon mais de centres différents ; mais il

ne peut en étre ainsi, le probléme étant régulier) . Parmi

ces arcs, seuls nous intéressent ceux qui Joignent P a Pg

directement et sent déterminés par les conditions 7T

n A «
2 |rl 21r|

et peut—étre aussi d’autres (arcs indirects' qui ne satisfont
arc direct arc Indirect pas a la condition
IIIIIS- -ftlrlé't
NS ; ,
o . our qu’un de ces

arcs seit maximant,
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il faut quo la condition de Legendre soit satisfaite (E—r— 0)
sur cet arc -« il faut donc A £ 0 (et alors on a la condi-
tion de Legendre stricte) * Z* 0 entraine r ~ 0 , ce qui
élimine déja un certain nombre dTarcs

Passons a la condition de Jacobi ;avec le parameéetre

t Indiqué par la figure, on trouve

61 w, A) = £ I'l: cos t — 2 sir.
4
dont la plus petite racine positive
est t = 21T; PTi est en P~ , la con-

dition de jacobi ne sera pas vérifiée

sur les arcs indirects . Il ne reste
gufun arc possible, 0Q , direct ; pour
étre sdOr que CO convient, Il suffit de

constater quTil satisfait a la condi-
tion de Weierstrass forte stricte

or ici t

A1
B(xo»yo*c®°a &0,sln 6 0;co0s6 »sin© « XQ} =~p 1 - cos(B —-00)
évidemment 0 (puisque ACZ.O)
L'arc Go réscud donc ~e probléme . On observera qu’ici les

sont des hélices
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I11.-— METHODE DIRECTE - EXTREMUM ABSOLU

La méthode direct© aTattaque au probleme de |’ ex-
tremum absolu (dont 1’extremum relatif fort est un cas parti-
culier} . Elle est caractérisée par le fait qu’avant de cher-
cher 1 Textremum, elle s’efforce de savoir s’il existe

Sauf avis contraire, mus continuons a poser le
probléme en paramétrique avec un parametre t quelconque.

fn\
A) Existence de 1l1l*extremum absolu .v 1

Considérons la sous-classe de K, définie par
Jg = Z ; il faut d’abord étre assuré que TE existe (n’est pas
vide); ceci fait, soit m la borne (inférieure, par exemple)
de 1 dans I : il y aura minimum (conditionnel) absolu si,et
seulement si, Iw,atteint la valeur m dans HI

SI Y. est un ensemble ccmpact et fermé, 11 suffira
comme on sait, que I, soit semi—-continue inférieurement pour
gu’il en soit ainsi . On sera assuré qgue est compact et
fermé si JG est une fonctionnelle continue de C (au sens du

voisinage d’ordre 0) ; cela a lieu par exemple si, letslongueurs

des 0 de K étant bornées, est de la forme

Pour cette question d’existence, on peut se contenter en
ce qui concerne F et G5sd’hypothéses moins restrictives que
celles indiquées p,4
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r J M(x,y)x» + N(x,y)yT dt (M et N continues’

Mais la continuité de est exceptionnelle (elle n’est pas ré-
alisée par exemple dans le probléme isopérimétrique proprement
dit) . Il faut donc trouver des conditions plus larges, en nous

temant a supposer (par exemple) Ju semi—continue inférieure-—

ment
Tout revient a ceci T peut—-on trouver une suite
de courbes Gl’ Cg G)ﬂ de f tendant vers une cour-—
be CO, telles que 1~ __ym et que
a) = m b) CO soit dans le

Si les G de E sont de longueur bornée, toute suite Gp de T

est compacte et peut étre supposée convergente vers une courbe

Cc « mais généralement G ne sera pas dans , fn aura (vu la
semi continuité inférieure de J>) J, = T
n
Dans certains cas, on peut déduire de o une cour-—
be Cr® appartenant a Y : par exemple, si ©n a : G 0 dans A

il suffit dTad Joindre a Go un arc ~ de longueur convenable

*

ayant son origine en t* sur 0o et qui

sera parcouru dans les deux sens ; on

pourra avoir ainsi 2N Y ., v»= [
/\O+ 'I' **«I

51 I

y ti-y>
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D*autre part, si /l\l est continue ou semi—-continue
Inférieurenient, on aura : lg = m ¢ mais i+ _ Yy ) sera
généralement m ; sauf toutefois si Iqg est de la ferme

M(X,y x> 4 N(xfy 1) dt

parce que, évidemment iMXx* + Ny dt = 0
H+'— VvV
Rappelons que pour que Zn soit semi-continue inférieurement,
il suffit , G étant — 0 que (. soit — 0 . On a donc
Théoréme dfexistence
Si on a

a G~ 0 ; t) O0]F = TCxt +Nyt

NV ;
il existe un minimum et un maximum absolu de kg dans ? (pour-—
tu que £ existe)

Ce théoreme sTapplique évidemment au probléeme iso’
périmé trique proprement dit . Ajoutons que M. Tonslli , en per-
fectionnant ce procédé et dTautres analogues, a établi de nom*
breux théorégies dTexistence, généralement plus compliqués que
celui—-ci
Cas—des coordonnées cartésiennes

Cn a vu, dans la conférence précédente, que, au
point de vue de la continuité et de la semi—<ontinuité, le

cas parameétrique et le cas cartésien présentent des différen-

ces notables : ces différences subsistent , pour les mémes
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raisons, dans la théorie de 1lrextremum 1lié

B) Recherche de 1 Textremante

Sachant que la courbe CQ qui réalise 1 Textremum
absolu existe, comment la déterminer ? Si en est assuré que
1 Textremum absolu est en méme temps relatif, et que la condi-
tion N.E. pour @G est satisfaite par 0o , on appliquera tout
simplement les méthodes du chapitre précédent

Llextremum absolu ne sera pas relatif si certains

points ou arcs de GO font partie de la frontiére de A , *u si

0o est, partiellement ou totalement, Isolée dans la classe K.
Précisons ce dernier point : soit M un point de

Cc , T uh cercle suffisamment petit de centre M, coupant Si-
en et A : tracone dans L* un arc

r quelconque J Joignant a /T : si la

courbe déduite de A par le remplace-
ment de o( A par vy appartient a K
quel que soit Y , M est dit d*Indi ffé -
rence . Si tcuia+<103 points de 0C sauf
peut—étre ses extrémités, sont drindifférence, 3 ne sera pas
isolée dans E ,
Quoi quTil en soit, on peut établir les propriétés

suivantes



TI. -33.-24

Soit otg un arc do CO, minlmante absolue de |

T
dans Y. , dont tous les points, sauf peut—é&étre ses extrémités
sont intérieurs a A et dTindifférence

a) eC est une extrémale de G ou de F+ A G, pour

"x — A 0 fi c (dans le second cas, la valeur A 0 est unique
et indépendante de 1Tarc of considéré sur 0Q).

b) si 0o(0 est de classe 1 , on a aur csit — 0

c) si o(O est de classe 1. on a sur T
B(x0,70;ccs 9Q,sin 90;ces 8, sin9 ; X0). ~ O
O) Loi de réciprocité

la loi de réciprocité peut étre formulée égale-
ment pour 1rextremum absolu: parmi les divers énoncés — nen
exactement équivalents— quTon peut en fournir, indiquons le
suivant a titre dfexemple ;

Slil y a toujours une minimante (maximante) de
I dans E pourvu que S ne soit pas vide, si le minimum (maxi
mum) de I¢ dans E est une fonction croissante (par exemple)

de la valeur de JB dans U toute courbe CC minlmante (maxi—

»

mante) pour L§ dans E est maximante (minlmante ™ pour J% dans

la sous—<classe des 0 pour lesquelles IB ——TOC
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IT.— METHODE | THEOTE de M.BrNKBSEN

peur le prcblfeme iscpérIlmétrique proprement dit

On se plaoe loi eu point de vue strictement géo—
métrique . Etant donnée une courbe G fermée, de longueur L,

limitant une aire S , on montre que | fon a z

in
|l fégalité n’étant valable que pour le cercle + ce g”i éta-

*

blit bien la propriété maximante du cercle

o
-
— est dit le déficit iscpérimétrique de C.
4 TX H
1°) On montre qu’on peut se borner a considérer les
courbes G convexes ; si C n’est pas convexe, son enveloppan-

te (plus petite figure convexe contenant G) a une longueur
L* « L et enferme une aire S’ — S , de sorte que le défi-
cit de 0 est au moins é”ral a celui de son enveloppante et
si ce dernier est positif, il en sera de méme de celui de G.
2e) r désignant le rayon du cercle Inscrit dans C
(plus grand cercle contenu dans G), on établit que
rL —S ™ Flr2

ou : —-JsiL - 3 a (Lvr. _ 2
4T1 >£ K. /
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On établit aTabord la propriété peur un polygone ; puis or.

fait tendre

le polygone vers— O

(on peut raisonner aussi sur le cercle circonscrit;

3°) Cn preuve que, sauf pour le cercle S

Ic) BCLZA

3°) TCJIFBLLI

3° ) BONT”BSEN

JL-—-. ~ r
2n
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