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Problème lscpérlmétrique proprement dit  :

Le problème isopérimétrique proprement d i t  con­

s iste  à chercher, parmi toutes les  courbes planes ,  fermées, 

continues ,  r e c t i f ia b l e s  , de périmètre donné, celle  qui en­

ferme la  plus grande a ire .  Anslytiquement , et en coordonnées 

paramétriques, ce problème peut s * exprimer a in s i  : parmi tou­

tes les  courbes planes ,  fermées, continues ,  r e c t i f ia b l e s  0 

pour lesquelles  1 rintégrale

I . - PRELIMINAIRES

c
a une râleur  déterminée J , chercher celle  pour laquelle

1 Tintégrale

■q = C  ( x y f - y x f ) dt

es t  maximum .

Problème isopérimétrique général :

Cet exemple conduit à poser  ce que nous appelle ­

rons le problème isopérimétrique général ,  qui ,  en coordonnées 

paramétriques, peut s ’ énoncer a in s i  î

Soit  K une classe de courbes planes 0, continues 

et  r e c t i f ia b l e s ,  E  la  sous-classe des courbes C de K pour 

lesquelles  I Tintégrale

I

*0 =

#■)
OC»'-1+yT ' at
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J c =  C  3 ( x , y , x T , y f ) dt

ni

a une v a le u r  déterminée J ; trouver  la  {ou les  . . . )  courbe 

C de E  pour la q u e l le  1 ’ in té g rale

I c =  C  S’i x . y » * ' , y T ) dt

0
e s t  minimum (ou maximum) dans E .

On peut  se l im it e r  évidemment au problème du mi­

nimum : c , 08t ce que nous ferons ,  s a u f  quand i l  s Tagira  du 

problème isopérim étrique  proprement d it  , I l  y aura d Ta i l l e u r s  

à d is t in g u e r  le problème du minimum absolu  et c e lu i  du m in i ­

mum r e l a t i f ,  le problème du minimum r e l a t i f  fô rt  e t  c e lu i  du 

minimum r e l a t i f  f a i b l e  .

D rautre p a r t ,  on peut  aussi  poser  le  problème en 

coordonnées c a r té s ie n n e s  : mais nous ne considérerons  guère 

que le cas param étrique ,  nous bernant  à des in d ic a t io n s  r e l a ­

tivement au cas c a r té s ie n  ,

S ignalons  des g é n é r a l is a t io n s  poss.tl l e s , en con­

s id ér an t  des courtes C non plus  p la n e s ,  mais gauches ,  ou b ien  

en considérant  des fonctions  F et  (5- dépendant non seulement 

des dérivées  du 1e r  ordre e t  y T , mais aussi  de dérivées  

d ’ ordre su p érieu r ,  etc  . . . .  Nous .laisserons ces g é n é r a l i s a ­

tions de côté .

Nous appellerons  souvent le problème isopérimé-
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trique général  le problème de 1 T extremum l i é  (ou oon d it ien n e1) 

par  opposit ion  au problème o rd in a ire  du c a lc u l  des v a r i a t i o n s  

qui es t  un problème d Textremum l ib r e  .

Idées générales  .

Comme i l  é t a i t  n a t u r e l ,  la  théorie  de 1 Textremum 

l i é  s ’ eat  développée en c o r r o l la lr e  de la  théorie  do 1 Te x t r e ­

mum l i b r e ,  de sorte  que la  première apparaît  généralement com­

me une exte n s io n  de la  seconde ; nous aurons donc, comte pour 

le  ca lc u l  des v a r i a t i o n s  c r i i n a i r e ,  à e n v is a g e r  deux points  de 

vue ,  deux méthodes :

1 ° )  Méthode analytique  c la s s iq u e  (Lag ran ge ,  Legendre ,  

J a c o b i ,  W e ie r s t r a s s ,  K neser ,  L indeberg  . . . . )

2° ) méthode d irecte  (T o n e l l i )  .

Mais  le s  problèmes is o p é r im étr iq u e s  qui p ré se n te n t  

d Tabord toutes les  d i f f i c u l t é s  du Oalcul  des V a r i a t io n s  o r d i ­

na ire  (p u i s q u T i l  s Ta g it  d ’ extrem um ), o f f r e n t  en outre des d i f ­

f ic u l t é s  s p é c ia le s  dues au f a i t  que 1 * extremum e s t  conditionné  

e t  qui ont gêné 1 Textens ion  en q u estion  : e l l e s  ont néanmoins 

été surmontées, assez  récemment i l  es t  v r a i  ( L i n d e b e r g ,19 0 9 ;

D T autre p a rt ,  le  problème isopérim étrique  p ropre ­

ment d i t ,  vu l rin té r ê t  q u Ti l  présente  en lui-même, a f a i t  

1 * ob Je t de méthodes élém entaires  d irec te s  dont nous dirons
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quelques mets ( Bonnesen) .

Hypothèses générales  : notations  .

Nous supposons que le p e in t  ( x , y  ) var ie  dans un 

domaine fermé A , borné (pour s i m p l i f i e r )  . Les courtes C 

sont o rd in a ire s  , c rest-à-dire que leu r s  p c in ts  appartiennent  

tous & A , q u ’ e l le s  sent  continues  e t  r e c t î f i a b l e s  ; s i  e l l e s  

ont en tous leurs  p o ints  une tangente continue ,  nous dirons 

q u Te l l e s  sont de classe  1 .

y et  G- sont r é e l le s  et  uniformes dans A , e t  

pourvues ,  a ins i  que leurs  dérivées  ^x r» » ♦ ^x » , G- f 

de dérivées  p a r t i e l l e s  du 1 e r  et  du Sème ordre f i n i e s  e t  

continues  . E n f i n  F e t  G s e n t  p o sit ive m e nt  homogènes d Tordre 

1 en x» t y» .

M étant  une fo n ct io n  douée des pro p r iété s  p r é c é ­

dentes ,  nous posons en général  :

yr -

y'1' “  x » y T X ,ÎJ /-l;

Nous poserons

H =  F +  >  Ci 

où a  e st  une constante ; et  :

E ( x ty ?x \ y » î x *  ty * ; à } =  H ( x , y ; x *  , y » ; A ) - x ffix T f x , y ; x \ y »  ; > )

- ( x . y ; x T, y * ; ^  }

^ 3 C f 3Cf “ y
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31 oc’ , y* ;"xf /y*  sont n o rm alisés  ( x t2+  y t2=  1  , a?’ 4̂- y , 2 =  1 ) ,  

on p eut  poser  : 3cT = ccs ô  , y* = s i n  © , x T =  ocb © ,  

ÿ"T =  s i n ©  e t  co n s id é r e r  la  fo n c t io n  :

E ( x , y ;  cos ô  ,air. 0  * cos © , sin  ©  ; A )  .

- METHODES CLASSIQUES - EXTREMITES FIXES 

MINIMUM RELATIF

La classe K étant constituée par  toutes les  cour­

tes ordis.alres Joignant deux points fixe s  in térieurs  à. A , nous 

nous proposons très précisément de déterminer des conditions 

nécessaires  et su ffisan tes  pour qu 'une  courbe CQ f toute en ­

tière à l ’ in té rie u r  de A, ouverte et sans point m ultiple , de 

classe 1 , donne un minimum fort  ou fa ib le  (nécessairement re ­

l a t i f )  à 1 Tintégrale  Iq parmi la  classe K de toutes les cour­

bes ordinaires  C peur lesquelles  3 n — J-,

Condition prélim inaire  (condition  N .B .  pour Gr) :

S i  0o r é a l is a it  par exemple un maximum de J-,, uneO

courbe C voisine  de 0o ne pourrait  pas s a t is fa irë  en général

à 1 Tégalité  J n — (on aura généralement Z n ) ;
y °o °  '-'o

C^ sera donc isolée dans la sous—classe K et 11 ne saurait
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être question de minimum r e l a t i f  ; i l  faut donc déjà supposer 

que (V n ’ est pas une extrémante de ; mais en f a i t r corme
<*■ ‘ O \J

on le verra un peu plus b a s , i l  est nécessaire pour la théo­

rie que nous avons en vue de faire une hypothèse plus  re s t r ic ­

tive encore, à savoir que C n Test pas une extrémale pour G- 

(condition  N .B .p o u r  G) . Cette hypothèse est  posée définiti-  

vement pour tout ce chapitre .

Méthode générale

Comme pour le problème ordinaire  du Calcul des 

V ariation s ,  nous considérerons les  courbes C non pas de K, 

mais de K , et nous chercherons quelles  conditions (nécessai­

res ou su ff isan tes )  i l  faut imposer è C pour que la d i f f é ­

rence Iq - Iq^ s o it  »  C quelle  que soit  C , du moins lo r s ­

que C appartient à un voisinage ( d ’ ordre 0 ou d ’ ordre l)  s u f ­

fisamment étro it  de 0C . Nous prendrons comme paramètre l ’ arc 

a des courbes C .

A Recherche des conditions nécessaires

Une courbe C , voisine  d ’ ordre C de C , a des 

coordonnées de la forme :

*  =  *0  + 1  y  =  y c ■+

avec ^ et  >j petits  : ^  et  y  représentent la  variation  

de CQ ; mais i l  nous faut de plus cho is ir  ^ et  "h de telle  

sorte que C soit  dans E : t et  ^  constitueront alors une
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v a r iat io n  admissible : sans chercher pour le moment la traria-

tion admissible la  plus générale , nous ferons choix d ’ une 

v ar iat ion  admissible  sp é cia le ,  su ff isa n te  pour é t a b l i r  les 

1ère t Sème et  3ème conditions  nécessaires  .

Pl* Pgf ^ 2.» 3-2 quatre fonctions a rb itra ire s

nous poserons

l =  £ x p i  +  £ s p s >i =  £
"I

<ll + £ g q2

cù £ 2 et  sont des constantes ,  et ncus déterminerons

t en fonction  de £ de telle  aorte q u ’ e lle  so it  i n f i n i - 
c 2 1

ment petite  avec £  et  que = Jn ; or :

2
£]j= ̂ 2—0

No

Comme CQ n ’ est pas extrémale pour G, on peut c h o i s i r  p 2 et

qo de telle  sorte que -t C ; l ’ équation J- = déter—
'/o

mine alors {fonctions im plic ites )  £  0 : on trouve î
S

2̂ ïÇ" ^1 + ^  ^  ^1
où tp  ̂ 0 avec £ ; N-, désigne

£ = £P=o
L  C m

nous poserons de même : 

lors :

'à i
lc on a a-

€1=£o=0

"o
V 2 +5x 'P ’ g + S y t q ' g da =
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A 1 i ,  =  £ , ( 1 1 ,  - _ Ï S  n , )  +  y  ( £ , )  £ ,  
u  1  1 T  1  i

Cj

On d o it  donc a v o ir  :

M-
M --- w = 0  1)

1  N p  x
^ Mo

M a is ,  p e t  q^  é t a n t  c h o i s i s ,  - .. e s t  une constante
2 c¿ îTg

numérique +  ^  qui  ne dépend que de G , de p „  , q 0 ;
O O Cj

mais d T après ( l ) ,  où M-j_ e t  N-, ne dépendent  que de rt¡¡ , p ^  * 

q-, , on v o i t  que A p ne dépend r é e l le m e n t  que de C Q . 3 t  on 

v o i t  fa c i le m e n t  que { l )  s f é c r i t  , en  p e s a n t  H =  F +  /\ J :

('à  H\ _  n

( W c f O

Remarquons que cette dém o nstratio n  n Te x ig e  pas que o s o l t  

de c las se  1  , n i  p r iv ée  de p e i n t s  m u l t i p l e s  .

D Toù la  première  c o n d it io n  n é c e s s a i r e  :

1ère  c o n d it io n  n é c e s s a ir e  ou règle  3 TE u I e r  ( R . I . d ’E . }

Pour que 0^ s o i t  une extrem ante  r e l a t i v e  forte  

ou f a i b l e  de I-, dans K ,  i l  fau t  q u T i l  e x i s t e  un  nombre À
o

( e t  d Ta i l l e u r s  i l  n Ty en aura q u ’ un sous l a  c o n d i t i o n  N . B .  

p e u r  G) tel  que 0 o s o i t  une extrém ale  p o u r  la  f o n c t io n

e  =  y  +  A  0 a .

A  c es t  d i t  la  constante  i s e p é r im é t r iq u e  r e l a ­

t ive  à C0 ; chaque arc e< de 0 qui  n ’ e s t  pas  une extrém a­

le  de G- e s t  évidemment l u i  a u s s i  extrém al  pour  E , avec la



même constante  isopé rimé tr iq u e  que Co ( conserva  t ien  de la  

constante  i s o p é r i m é t r i q u e } .

Autrement d i t  C d o it  ê tr e  s o l u t i o n  du système î

H *  - - f j  Hx , =  0 ^  V  =  0 ( „ )

ou de l ’ é q u a t io n  :

H^yt - +  Hx . î * * y "  - * " y f } =  0 ( 3 )

Sème c o n d i t io n  n é c e s s a i r e  ou c o n d i t io n  de Leger.dre .

On é t a b l i t  à peu  près  comme dans le  c a l c u l  des 

v a r i a t i o n s  o r d in a ir e  que s pour  que G s o i t  une extrémante  

r e l a t i v e  fo rte  ou f a i b l e  de dans K  , i l  f a u t  que 1 * on a i t
vj»

le  long  de 0 o î

E 1 =  E 1 ^x o*y o îCÎCS ®o ’ a i n ^ o  *ccs  8  , s l n £ *  ^  0

(C o n d it io n  de Legendre la r g e  le  long  de l a  courbe C^ ou

L * c 0 )

E t  de même ;

Sème c o n d it io n  n é c e s s a i r e  on c o n d i t io n  de IVelerstrass .

Pour que 0 o s o i t  une minimante r e l a t i v e  forte  

po u r  Ir« dans E  , i l  f a u t  que l ’ on a i t  le  lo n g  de Gc , quel  

que s o i t  :

B (x o ’ yoî-cos ô o  ,  S-ln Q  o  ; ^ 0 )

(C o n d it i o n  de lïeierstrass  larg e  forte  le  lo n g  de C ou

Vi . -E. - 9
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I  •- te rte ) .

Pour que C s o it  une minimante re lative  fa ib le  

pour I-, dans E , i l  faut  que l ’ on a it  le long de C quel que 

s o it  :

B ( x Q,y 0 «ccs 0 o ,s i n  0 o ;cos  &  , s i n 0  ; A 0 ) ^  0 

du moins pour Q  suffisamment v o is in  de Q  .

(Condition  de W eierstrass  large fa ib le  le  long de Oq ou 

W f a i b l e ) .

4ème condition  nécessaire  ou de Jac obi .

Soient P^ et  Pp les extrémités f ix e s  des C ; sup­

posons que Co sa t is fa s s e  à la règle isep é rim étriq u e , avec 

constante isepérim étrique A G et  à la  condition  de Legendre 

str icte  ' A  0 ) ^  0 sur  C0 ^  ; les  extrémales D

de F 4- ^  Q- Issues  de P-, ferment une fam ille  à deux p ara ­

mètres /V e t  o j  ( eu  représentant par  exemple le c o e f f ic ie n t  

angulaire  de la tangente en P-, à l re x trámale) , admettant une 

représentation  paramétrique de la ferme î

x  = (p ( s ,  w  , ^  ) y  =  1|T ^   ̂ (0 - s)

Pour cu = cu , A  =  A. -, * on obtient  D =  C . Par ans-
v  O 0  0

lo g ie  avec la  théorie de 1 Textremum l ib r e ,  peut-on d é f in ir  

sur C0 un foyer conjugué de P-, V Xcs extrémales dépendant 

de deux paramètres n 'o n t  pas d 'enveloppe  ; mais posons :

Hi = E1
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2 = y ta,  U> . A ) = J  »( V . y *  > f V  Y ' s  ! ia
0

Les formules x =  U> , y  =  ~\jT  , z d é f in i s s e n t  dans l Ts

une famille de courbes D à deux param ètres , dent on peut e x ­

traire  des fam illes  à un paramètre admettant une enveloppe 

(congruences) î parmi le s  foyers de la  courbe D0 correspon­

dant à C0 dent le paramètre est p o s i t i f  ( a T i l  y en a) , 1 fun 

a un paramètre plus p e t i t  que les  autres ,  s o it  sQ ; le  po int  

P T-, de C0 de paramètre s0 sera dit  le foyer  conjugué de Pn

sur C . démontre q u e T sous les  hypothèses mentionnées 
fi

plus  haut ,  pour que C so it  une minimante r e l a t i v e ,  forte ou 

f a ib l e ,  de I q dans E ,  i l  faut  que L c — s 0 (co ndition  de Ja- 

ccbi large , J- ) , c T es t-à-dire que P.-, do it  être entre Pi
J  Cm X

Dana le problème d ’ extremum l ib r e  r e l a t i f  à ï  +/\ 9 , 

on d é f i n i t  sur un foyer  conjugué P "  de P^_ ! i l  e s t  à p ré ­

sumer, et  on démontre effectivem ent ,  que P T, est  au moins aussi

et P Ti

Observons que s c peut  etre d é f in i  comme la  plus 

p e t ite  racine p o sit iv e  du Jaccbien  's ,  ^  } ï

Aie, « , 4 t! = Y b Tw  V a

________________________________________ j g .a  [

( D  • . . .  .

éleigné de P-̂  que PfT-, .

? 3 4>- < f * !
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Idée  de la  démonstration

y et  v_  d és ignant  symboliquement deux v a r i a t i o n s
1 Cj

r)  O

a d m is s ib le s  donnant à I C -eu â û   ̂ ( I c + A 0Jc) “ des
p -

v a le u r s  Â t e t  ü ?  , Vi +  h vp  e s t  a u ss i  une v a r i a t i o n
JL C jt J» U j

admissible (ou du moins sat is fa it  â A  = 0 ) et donne
gg p

. p
à Jr, la  v a l e u r  :

A 2 =  A i 2 +  c<. h +  A o 1 . h 2J- a»

où c< e s t  une ce rta in e  q u an t ité  ; s i  l ’ on peut  c h o i s i r  v-̂  

de te l le  so rte  que =  0 , p u is  de t e l l e  sorte  que

G< 0 , e t  I I  e s t  c l a i r  que r pour  h p e t i t  et  de s igne  con­

venable  t on pourra  a v o ir  0 , et  0 ne sera  pas mi- 

nimante .

Cr  on démontre que s i  P ' i  e s t  entro P-, e t  Po,
_L -à. u

un  tel  choix  de v-, et  de v 9 e s t  p o s s i b l e  (Dém onstration  corn-
JL (Zà

p l i q u é e ;  une grosse d i f f i c u l t é  v i e n t  de ce que la  v a r i a t i o n  

V t_ trouvée présen te  des d é r iv é e s  d is c o n t in u e s  ) .

B) Recherche  de c o n d it io n s  s u f f i s a n t e s

Supposons que G , toujours  sous 1 Thypothèse

N . E . p o u r  G t

a) s a t i s f a i t  à la  règle  Iso p ér im étriq u e  avec co n sta n ­

te isopérimé trique  /\ ,

b) s a t i s f a i t  à la  c o n d it io n  de Legendre s t r i c t e
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 ̂ Hl^ ^  0 » L aC0  ̂ *

o) s a t i s f a i t  à la  c o n d it io n  de JscGbi  s t r i c t e

( S # 1q ÿ Xg / .

■ On peut  alors  a f f i r m e r  que CG es t  minimante r e ­

la t iv e  f a ib l e  de 0 o dans . Peur  t r a i t e r  le cas du minimum 

f o r t ,  on raisonne  de la  façon  suivante  ï 

L * extrémale Q Tn :

I l  e x is t e  une extrémale  C* de F +  G• dont 0^© o o

e s t  un  arc ,  mais dont l To r i g i n e  M-¡̂  précède P i ,  tandis  que 

son extrémité  e s t  au delà de P 0 : C * e s t  tout en tière
C j  C j  t  o

in t é r ie u r e  L A, ouverte e t  sans p e in t s  m u l t i p l e s ,  de longueui

1 * 0  ( A  1*0 ) .

La fam ille  d Textrémales  D--------------------------

Tout au moins s i  A  et  sont suffisamm ent  v o i ­

s in s  de A  0 et  (x)0 ( 0 J C =  c c e f f i c i e n t  de d i r e c t i o n  de C ŸQ

en M-, ) , i l  e x is t e  une extrémale  D -v de ï  +  A  G issue
í H

de M-,, de c c e f f i c i e n t  de d i r e c t i o n  CO en M, , tout e n tière

dans A, sans p o ints  m u lt ip le s  . En  dé s ig n an t  par  t l ' a r c

sur  D , D peut être représenté  p a r  :
U) » A w , A

x  =  Y  { t> u>,7\ ) y =  "UT { t ,wJ  )

Posons : f t

; =  J  y  t . Y ' t J  «
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Soit D a la courte de l ’ eapece à trois dimensions définie 

par :

x = (p , y = y ,  z  =  %

TTC désignant la courte de l ’ espace qui correspond à CQ comme

Ti correspond à , par tout point de l ’ eapace voisin
CO | A ' * ' 1

de 15Q passe une ^ et une seule .

La fc nrflLle de Weierstrass :

tien

X— V - 
*  * E 112 v * s * y 9 

Æ y

Soit 0, de la classe T ., voisine de

x = x (s )  , y = y (s ) 

Pesons î

S =  8 ( b ) =  J g t  /j£ _ p „  )

et d1équa-

ds

de

x ( b ) ,  y ; s ) , 7, {s ) définissent une cour­

te TT de l ’ espace * 31 7  est voisine 

on étatlit  , à peu près comme pour le protlème de l fex-

tremum l i t r e , que : 

Ir* - Ip = j  E [ * ( a ) * y ( » ) î < f t * Y t i 2 , s ’ y V ^ s 3 ia

C!
cù. ^  désigne le 'X de la 15^ ^ qui passe par le point de 

l ’ espace de coordonnéas : x ( s ) ,  y ( s ) ,  s.s} . On u tilise  essen­

tiellement le fait  que

'MiM sur D ^ P x s u r  C ’ 0 + Jp;jM sur G

Vo
3

r \vjr s( 8} ,yfshs
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Oonoluaiong

S i  C est vo isin e  d ’ ordre 1 de Cc , "C est  vo isine

de TT0 * mais s i  le v o isin age  est  seulement d 'o rd re  G, on ne

peut r ien  dire . Aussi pendant longtemps, on en e s t  resté

là : ce sont L indeterg  et  T o n e lli  qui surent  a l l e r  plus  l o i n .

D ’ abord, s i ,  C étant v o is in e  d ’ ordre 0 de 0 o ,

sa longueur 1  es t  v o is in e  de la longueur L ç de Cc , *n  peut

montrer que C est tc is in e  de "Î3C ; et  alors si  CQ s a t i s f a i t  à

la  condition  de Weiers trass s trio  te forte { forte) ,
o

c ’ est-à-dire si

0 ( i OJy o ; cos © 0 »3ln  ? aln ® ,cos &  • 7\0 ) ^  o

le long de C , quel que s o it  0  , la  formule de W eierstrass  

Indique que

1 «  -  I f .  O
o

Reste le cas où L ne s e r a it  pas v o is in e  de L (donc su p érieu ­

re à I*D ) ; on démontre que dans ce cas , on a :

ix + Â 0 *-)0 ^  (i + } c j ) 0o

et  comme «¡7_ =  J_ i l  reste :
C Go

x0 *  X C 0

ce qui é t a b l it  , sous les  hypothèses Indiquées  plus haut, 

que la  condition  de W eierstrass  str icte  fcrte  le  Ions de G°  O

est  s u ff is a n t e  peur que 0 # s o it  une mlnimante re lativ e  fc r te .
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L 'ensemble  de nos résultats  peut être résumé dans 

le  tableau  suivant  ï

Min . faible  Min. fort

R .I .  R .I .

I‘ 0  n. Ù rt
cond.necesß. o

W'try fa ible  W« n  forte

____________________________ ______________________________^ ___________

R .I .  R .I .

L s , 3 0  L s . c o
ccnd. s u f f is .

j  J
S  Ö

W „ forte
s . ^ o

I 1 b

C ) Lol de reciprocità

31 G est  extrémale peur F +  /  G , e l le  es tv) O

aussi  extrémale peur  G- + { -i— ) F ; ceci f a i t  soupçonner
*  o

l 'e x i s t e n c e  de rapports entre le  problème d 'extremum de I q

pour J- constant,  et le problème d 'extrem um ,d i t réciproque,

de pour I- constant  . Ce rapport, connu sous le  nom de

lo i  de r é c ip r o c it é ,  peut  être p récisé  de la  façon suivante  :

Si  C , s a t i s f a i s a n t  à la  condit ion  N .B .  pour 3* 
o

et  pour G à la  fo ls ,  s a t i s f a i t  aux conditions  n écessaires  ( s u f —
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f Isan  tés ) Indiquées  au tableau  précédent  pour l ’un des p r o ­

blèmes, elle  a a t i s f a i t  également aux condit ions  n é c e s s a ir e s  

( s u f f i s a n t e s )  pour  le  problème réciproque .

En  p a r t i c u l i e r ,  le  conjugué P ’ ^de P]_ sur  G0 e s t  

le  même dans le s  deux problèmes

D) A p p l ic a t io n  au problème is p p c i'j.métrique proprement 

d i t  (m odifié )  .

E ta n t  donné deux po ints  Pt_ e t  P P ■ que l ’ on peut 

supposer d ’ ordonnées é g a l e s ) nous cherchons la courbe C0 j o i ­

gnant  P^ à Prj , de longueur  donnée , c ’ est-à—dire  te l le  

que n  ______________

wc<3 =  J  V  x ’ 2+y ’ 2 dt =  i ' G =  V x ’ 2+y »2

Go

et  pour la q u e l le  l ’ in té g r a le  :

Iq ~ J ( xy ’ -yx ’ ) d t ï1 =  xy ’ -yx ’

G

est  maxima . (Géométriquement, ceci  revient  à peu  p rè s  à 

chercher la  courbe CQ pour la q u e l le  l ’ a ire  comprise entre C 

et  la  corde P^Pg est maxima; je dis  "à  peu p r è s ” parce que 

nous considérons des aires  a lg é b r iq u e s ,  tandis  que dans le 

problème de géométrie les  a ires  s e r a ie n t  es sen t ie llem e n t  po«** 

s i t i v e s ,  ce qui entraîne  quelques d i f fé r e n c e s  .

Nous supposons £  ^  P-,P0 , sans quoi la  sous--L Ci

classe  I f  s e r a i t  v i d e ,  ou réduite  à un seul élément — le se g ­



TI. -B.-1P

ment P i P g ,  al — P^Pg- L ’ e x is t e n c e  de C0n te s t  p a s  assurée 

a p r i o r i ,  mais s i  0 o e x i s t e  e l l e  ne sera  évidemment pas e x ­

trémale pour  G- (p u is q u e  K  A  P iPg)  © t noue devons la  r e c h e r ­

c h e r  parmi lea  extrém ales  de la  fo n c t io n  :

H — x y * - y x T 4■ A ^

L ’ équ ation  (3 )  s ’ é c r i t  i c i  :

y  T t t  fT M  t2 + 7\ . ------ :3 y .  = O
(Vx'N-y’2 J4

ou : t 0
X _ Ct

r >
r  d ésignant  le  rayon de courbure des extrém ales  : c e l le s - c i  

sent  des ar<*a <? © c e r c le s  (e n  p r i n c i p e ,  une  extrémale  p o u r r a i t  

être  co n st itu ée  p a r  p l u s i e u r s  arcs de c e r c le s  p r i s  s u r  des 

c e r c le s  de même rayon mais de ce n tre s  d i f f é r e n t s  ; mais i l  

ne peut  en être a i n s i ,  le  problème éta n t  r é g u l i e r )  . Parmi 

ces a r c s ,  s e u ls  nous in t é r e s s e n t  ceux qui  Jo ig n e n t  P-̂  à Pg 

directem en t  et  s e n t  déterminés p a r  l e s  c o n d it io n s  ï

2 |r| 2|r|

et  peut-être aussi  d ’ autres  (arcs  i n d i r e c t s '  qu i  ne s a t i s f o n t  

arc d i r e c t  arc I n d i r e c t  pas  à l a  c o n d it io n

ft |r|à t .

«¡¡¡¡¡Si
P., Pour  q u ’ un de cesC*

arcs s e i t  maximant,

n A «
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i l  faut  quo la condition  de Legendre so it  s a t is fa it e  (E-r— 0) 

sur cet arc • i l  faut  donc A £- 0 (e t  alors on a la condi­

tion de Legendre stricte )  * Z* 0 entraine r ^  0 , ce qui 

élimine déjà un certain  nombre d T arcs .

Passons à la  condition  de Jacobi ; avec le paramètre 

t Indiqué par la f igure ,  on trouve :

itt cos t  - 2 sir.

dont la plus petite  racine positive  

est  t =  2 ÎT ; P Ti  est  en P^ , la con­

d it ion  de jacobi ne sera pas v é r if ié e

s u r  les  arcs indirects  . I l  ne reste 

q u fun arc p o ss ib le ,  0Q , d irect  ; pour 

être sûr que C0 convient, I I  s u f f i t  de 

constater q u T i l  s a t i s f a i t  à la condi­

tion de Weierstrass forte str icte  : 

or ic i  t
*1 .

B (x o»y o*c°a  & 0 , s l n  6 0 ; c o s 6  » s i n ©  • X Q} = ^ p 1 - cos( B - 0 O )

évidemment 0 (puisque A „ Z.0) .c
L 'a r c  Go réscud donc ^e problème . On observera q u ’ ic i  les  

sont des hélices  .

¿1 w , A ) =
4

2£
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I I I . -  METHODE DIRECTE - EXTREMUM ABSOLU

La méthode direct©  a T attaque au problème de l ’ ex- 

tremum absolu  (dont 1 ’ extremum r e l a t i f  f o r t  e s t  un  cas p a r t i ­

c u l ie r }  . E l l e  e s t  c a r a c t é r is é e  p a r  le  f a i t  q u ’ avant de c h e r ­

cher 1 Textremum, e l l e  s ’ e f f o r c e  de s a v o i r  s ’ i l  e x i s t e  .

S a u f  avis  c o n t r a i r e ,  m u s  continuons  à p o ser  le  

problème en param étrique  avec un paramètre t q u elc on q u e .

f n \
A) E x is t e n c e  de 1 * extremum abso lu  . v 1

Considérons  l a  sous- classe  de K ,  d é f i n i e  p a r  

Jq = Z ; i l  f a u t  d ’ abord être  assuré  que T£ e x i s t e  ( n ’ e s t  pas 

v i d e ) ;  c e c i  f a i t ,  s o i t  m la  borne ( i n f é r i e u r e ,  p a r  exemple) 

de 1^ dans I  : i l  y  aura minimum (c o n d i t i o n n e l )  absolu  s i , e t  

seulem ent  s i ,  I „  a t t e in t  la  v a l e u r  m dans HT .
Vy

SI  Y. e s t  un  ensemble ccmpact e t  fermé, 11  s u f f i r a

comme on s a i t ,  que I „  s o i t  semi-continue in f é r ie u r e m e n t  pour

q u ’ i l  en s o i t  a in s i  . On sera  assuré  que est  compact e t

fermé s i  J _  est  une f o n c t io n n e l l e  continue  de C ( au sens du 
G

v o is in a g e  d ’ ordre 0) ; cela  a l i e u  p a r  exemple s i ,  letslongueurs 

des 0 de K étant  b o rn ées ,  e s t  de la  forme :

Pour cette q u e s t io n  d ’ e x i s t e n c e ,  on peut  se c o n ten ter  en 
ce qui concerne F et  G-, d ’ hypothèses  moins r e s t r i c t i v e s  que 
c e l l e s  in d iq u é es  p , 4
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r j M (x ,y )x »  +  N ( x , y ) y T dt (M et  N continues'

Mais la continuité  de est exceptionnelle  (e l le  n ’ est  pas ré ­

alisée  par exemple dans le problème isopérimétrique proprement 

dit) . I l  faut donc trouver des conditions plus  larges ,  en nous 

te m a n t  à supposer (par exemple) J semi-continue inférieure-
u

ment .

Tout revient à ceci ï peut-on trouver une suite  

de courbes C-, , C P G_ de f  tendant vers une cour-
JL Cj XI

be C0 , te lles  que 1^ ___ y m et que :

a) = m b ) C0 s o it  dans le

Si les G de E sont de longueur bornée, toute suite  Gp de T  

est compacte et peut être supposée convergente vers une courbe 

Cc « mais généralement G ne sera pas dans , fn  aura (vu la

semi continuité in fér ieure  de J>) J, =  .T
n

Dans certains cas, on peut déduire de une cour-o

be C r^ appartenant à Y  : par  exemple, si  ©n a : G- 0 dans A 

i l  s u f f i t  d T ad Joindre à Go un arc ^  de longueur convenable
*

ayant son origine  en t* sur 0o et  qui

sera parcouru dans les  deux sens ; on

pourra avoir  a ins i  2 ̂  , Y , , v»= 7 ,
^o+ ï **«I

si
y + i-y>

- j ,
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D* autre part , s i  1^ est  continue ou semi-continueL/

lnfé  ri eu renient, on aura : I q = m • mais 1^ + _  y ) sera 

généralement m ; sauf toutefois  si I q est  de la ferme :

M (x ,y } x * 4- N (x ,y]y  f dt

dt =  0 .

x *yî y TJ

parce que, évidemment

Rappelons que pour que Zn so it  semi-continue in férieurem en t , 

i l  s u f f i t  , G étant — 0 que Gn_ so it  — 0 . On a donc : 

Théorème d fexistence 

Si on a :

a) G ^  0 ; t) ; o ] F  = ÎCxt + N y t
MM

i l  existe  un minimum et un maximum absolu de I~< dans ?  ( pour-Vi> ' *

t u  que £  existe) .

Ce théorème s Tapplique évidemment au problème is o ’ 

périmé trique proprement dit  . Ajoutons que M. Tonslli , en per­

fectionnant ce procédé et d T autres analogues, a é tabli  de nom* 

breux thé o régie s d T existence, généralement plus compliqués que 

celui-ci .

Cas-des coordonnées cartésiennes .

Cn a vu, dans la conférence précédente, que, au 

point de vue de la continuité  et de la semi—c o n tin u ité , le 

cas paramétrique et le cas cartésien  présentent des d i f fé r e n ­

ces notables : ces d ifférences subsistent  , pour les  mêmes

H + '- V

iMx* + Ny
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r a is o n s ,  dans la  théorie  de 1 r extremum l i é  .

B) Recherche de 1 T extremante .

Sachant  que la  courbe CQ qui r é a l is e  1 Textremum 

absolu  e x i s t e ,  comment l a  déterm iner  ? S i  en est  assuré que 

1 Textremum absolu  e s t  en même temps r e l a t i f ,  e t  que la  c o n d i ­

t ion  N . E .  pour  (3- e s t  s a t i s f a i t e  p a r  0 o , on a p p l iq u era  tout 

simplement le s  méthodes du chap itre  p récéden t  .

L 1 extremum absolu  ne sera  pas  r e l a t i f  s i  c e r t a in s  

p o in ts  ou arcs de C-0 font  p a r t ie  de la  f r o n t iè r e  de A , *u si

0o e s t ,  p a r t ie l l e m e n t  ou totalem ent ,  I s o l é e  dans la  c lasse  K .

P r é c is o n s  ce d e r n ie r  p o in t  : s o i t  M un p o in t  de 

Cc , T  uh cercle  suffisam m ent  p e t i t  de centre M, coupant Si­

en e t  Æ : traço ne  dans L* un arc 

quelconque J Jo ig n a n t  à /î : s i  la  

courbe déduite  de C! p a r  le rem place­

ment de o( A  par  y  a p p a r t ie n t  à K 

quel que s o it  Y  , M est  d i t  d *ln d i  f f é - 

rence . S i  tcui a • 1Ô3 p o in t s  de 0 C s a u f  

peut-être ses e x tré m ité s ,  sont d ri n d i f f é r e n c e , 3 ne sera  pas 

is o lé e  dans E  ,

Quoi  q u Ti l  en s o i t ,  on p e u t  é t a b l i r  l e s  p r o p r ié t é s

su ivantes  :

r
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S o i t  o t « un  arc d© C , minlmante absolue de I _  
o o c

dans Y. , dont tous l e s  p o i n t s ,  s a u f  peut-être ses  extrém ités  

sont  in t é r i e u r s  à A et  d Ti n d i f f é r e n c e  ¡

a) ©C e s t  une extrémale  de G- ou de F +  A  G- , pour  

"X — A 0 fi C  (dans  le second c a s ,  l a  v a l e u r  A  0 es t  unique  

e t  indépendante  de 1 T arc o£ considéré  s u r  0Q ) .

b) s i  o( 0 e s t  de classe  1 , on a a u r  csî  : — 0

c) s i  o( e s t  de c la s se  1 .  on a s u r  . î
o °

B ( x 0 , 7 0 ; c cs 9 Q , s i n  9 0 ; ces 8 ,  s i n 9  ; X 0 ). ^  0

O) Lo i  de r é c ip r o c it é  .

l a  l o i  de r é c i p r o c it é  peut  être  formulée é g a l e ­

ment pour 1 rextremum a bso lu :  parmi le s  d iv ers  énoncés  — nen 

exactement é q u i v a l e n t s — q u Ton peut  en f o u r n i r ,  in d iq u o n s  le  

s u i v a n t  à t i t r e  d fexemple ;

S 1i l  y a toujours  une minimante (maximante) de

I  dans E  pourvu que S  ne s o i t  pas  v i d e ,  s i  le  minimum ( maxi 

mum) de Iç  dans E  es t  une fo n c t io n  c r o i s s a n t e  ( par  exemple)

de la  v a l e u r  de J-, dans IÜ , toute courbe C minlmante (maxi —
o » c '

mante) pour I-< dans E  e s t  maximante (minlmante  ̂ pour  J«i dans
v O

la  so u s—clas se  des 0 pour l e s q u e l l e s  I-, — T n
o vc
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I T . -  METHODE I  THE OTE de M .BrN K BSEN

p e u r  le  prcblfeme i s c p é r l m é t r iq u e  proprem ent  d i t

On se p la o e  lo i  eu p o i n t  de vue  s t r i c t e m e n t  géo- 

m étrique  . E t a n t  donnée une courbe G ferm ée ,  de lo n g u e u r  L ,  

l i m i t a n t  une a ir e  S , on montre que l fon a z

i n

l f é g a l i t é  n ’ é t a n t  v a l a b l e  que p o u r  le  c e r c le  • ce q ^ i  é t a ­

b l i t  b i e n  la  p r o p r ié t é  maximante du c e r c l e  *
O

T
— es t  d i t  le  d é f i c i t  i s c p é r i m é t r i q u e  de C.
4 TX H

1 ° )  On montre q u ’ on p e u t  se b o r n e r  à c o n s i d é r e r  l e s  

courbes  G convexes  ; s i  C n ’ e s t  pas  co n v e x e ,  son enveloppan- 

te (p lu s  p e t i t e  f i g u r e  convexe c o n t e n a n t  G ) a une lo n g u e u r  

L*  «  L  e t  enferme une a ir e  S ’ — S , de s o r te  que le  d é f i ­

c i t  de 0 e s t  au moins é^ral à c e l u i  de son  en v e lo p p a n te  e t  

s i  ce d e r n i e r  e s t  p o s i t i f ,  i l  en  se ra  de même de c e l u i  de G.

2 e ) r  d é s ig n a n t  l e  rayon  du c e r c le  I n s c r i t  dans C 

(p l u s  grand c e r c l e  contenu  dans G ) , on é t a b l i t  que : 

r  L  - S  ^  FI r 2

OU : -JsiL - 3  à  (L îl .  _  2
4T1 >£ K . /
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On é t a b l i t  à T abord l a  p r o p r ié t é  p e u r  un polygone  ; p u is  or. 

f a i t  tendre l e  polygone  vers- 0 .

(on  p e u t  r a i s o n n e r  a u s s i  s u r  le  ce rc le  c i r c o n s c r i t ;  .

3 ° )  Cn preuve  q u e , s a u f  p o u r  le  c e r c le  S 

J L - . ^  r
2 n
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