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Reprenons le problème du calcul des variations 

dans le cas le plus simple .

Soit à déterminer une fonction y = i f  (x) dont la 

courbe représentative passe par deux points donnés A et B

r Bet qui rende minimum l ’intégrale I ) dx
^A

En considérant une famille de fonctions de le forme 

y(x) + e< y\ (x) , on obtient une intégrale J ( o f ) et on 

écrit : J’(0) = 0 , J’r(0) ^ 0 .

Moyennant des hypothèses de régularité sur f et sur y 

que je suppose vérifiées dans tout cet exposé, la première 

condition se traduit par 1 7équation d’Euler

'à f  -  d ( ^ - î )  o u - ^ X r "  + -  2 1  = o
D y  dx’cly’ òys "à y ’ ~ ô yT x ^y

On nomme extrémales les courbes Intégrales de cette équation, 

S’il y a une fonction continue à dérivée continue satisfai­

sant aux conditions aux limites et rendant minimum l’inté­

grale , c’est parmi les extrémales qu’il faut la chercher .

Notion de minimum .

Comme en théorie des fonctions, il faut distinguer 

plusieurs wspèces de minimum ;

l) Minimum strict ou large suivant que l ’égalité est exclue 

eu non .
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2) Minimum absolu eu relatif suivant que lTon considère 

toutes les fonctions ou seulement les fonctions suffisam­

ment voisines #

jf(0) = 0 , J"(0) - 0 , sont des conditions nécessaires 

peur le minimum large, relatif , dans la famille linéaire, 

donc a fortiori dans l fensemble des fonctions , Les autres 

méthodes que J’exposerai ne nous donnent également que des 

conditions de minimum relatif *

Mais pour parler de minimum relatif, il faut savoir ce que 

1 Ton entend par fonctions voisines .

L ’idée la plus naturelle consiste à dire que y(x) 

et Y(x) sont voisines quand | y - Y ( . Mais ceci ne

suffit pas. En effet, nous avons à considérer f(x,y,y’) , 

Or (y » Y| £ n ’entraine nullement | y* - Y T| £. £ , donc 

n ’entraine nullement Ifix.y^*) - f(x,Y,Y’ ) \ t . Nous 

sommes ainsi amenés à définir une deuxième sorte de voisi­

nage î |y * Y| ^  i , |y » - Y ’j fc- . L e  premier sera 

dit voisinage d’ordre 0 , le second, voisinage d’ordre 1 . 

Gn pourrait définir de même un voisinage d’ordre n .

Il y aura lieu alors de définir deux sortes de

minimum :

le minimum faible pour le voisinage d’ordre 1 , 

le minimum fort pour le voisinage d’ordre 0 .

Le minimum fort entraîne le minimum faible . La

-B - 2



VT.-B.- 3

réciproque ©et fausse, et par suite la distinction est jus­

tifiée ,

Remarquons encore que J’(O) = 0 * Jrt (o) 

est une condition nécessaire pour le minimum faible 

pour o( a3sez petit | y + o < * i - y | ¿ t  » |yf + ~

Position dujproblême. .

Retenons à l’équation différentielle des extré­

males . Pour avoir une solution satisfaisante du problème 

du calcul des variations, 11 reste à répondre aux questions 

suivantes :

1) Existe-t-il des extrémales satisfaisant aux conditions 

aux limites ,

2) Reconnaître si un arc dTextrémale donné fournit un mini­

mum relatif pour lfintégrale parmi les courbes assujetties 

aux conditions aux limites (Ceci pour les diverses sortes 

de minimum ) .

3) S’il y a des extrémales satisfaisant aux conditions aux 

11mltes,fournissent-elles un minimum ? (relatif) .

CT est surtout le second problème qui a intéressé 

les mathématiciens comme Legendre ou Euler . Mais dans la 

théorie qui nous occupe, les progrès de la solution du pro­

blème 2 ont coincide avec une meilleure utilisation des ré­

sultats du problème 1 , ce qui montre que les préoccupations

^ 0

puisque
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modernes relatives aux théorèmes d’existence ne sont pas pu­

rement artiflclelles .

La variation seconde

Si on voulait suivre l’ordre historique, il faudrait 

d’abord exposer comment Legendre et Jaccbi transforment la 

condition Jrr(0) — 0 , Aîais on a vu dans l’exposé précédent 

un exemple où Jr’ (0) était positif et où il n ’y avait cependant 

pas minimum (m$rie faible) , A vrai dire, cela tenait à des 

circonstances assers particulières ; en fait la condition 

J"{0) A  0 est suffisante pour qu’il y ait minimum falbl», 

dès qu’est remplie la condition auxiliaire f” _ ^ 0 .
y ’  2

Par contre, elle n’est pas suffisante pour assurer le mini­

mum fort . On arrivera ainsi facilement à fermer des exem­

ples où 11 y ait minimum faible , mais non minimum fort .

Le plus connu est f = y ’^ + y :̂  0

L’autre part, comme le fait remarquer M.Hadamard, 

la condition J”(o) — 0 revient à montrer que la courbe 

^ = C fournit un minimum de l’intégrale

J" = / ( f + 8 rir î? y + fÿ*2 y*)ix
où les f,r sont de n fonctions do x eeul , et les méthodes 

de Legendre et de Jacobl sont au fond équivalentes aux mé­

thodes de Weierstraas pour l’intégrale générale /  f(x,y,yf ) cl*

C i
~ V  * 
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pour ces deux raisons, J'exposerai les résultats

de Legendre et de Jacobi que dans la mesure où ils prennent 

place dans la théorie de Y/eierstrass .

Cette manière de faire a encore un autre avantage: 

elle permet de traiter à la fois le cas des extrémités fixes 

et le cas où une extrémité est variable sur une courte donnée.

$£ i

LE PREMIE H PRC BLElüD

Avant d'examiner le cas général, nous allons trai­

ter un exemple î

Soit J* V  y (x ^ + y *2 ) àt ou j  \J y (i+ y ,c ) dx 

Les extrémales âont les paraboles de directrice Cx , il y a 

seulement à considérer les points peur lesquels y - 0 .

Proposons-nous de construire les paraboles passant 

par À et B ( f ig .l ,  page ZC ) . le foyer est à ^ in t e r s e c ­

tion des cercles de centre A et B tangents à Cx . Le liou 

des points pour lesquels il y a deux solutions confondues 

est la parabole de foyer A et de tangente au sommet l*axe 

des x , qui est l'enveloppe de la famille . Si B est intérieur 

à cette parabole, il  y a deux solutions . Si B est extérieur 

pas de solution . Si B est sur la parabole, une solution dou­

ble .

YI.-B.- 5
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Soit maintenant le cas général . Nous devons nous 

contenter dTétudier l9s extrémales voisines d’une extrémale 

donnée .

L ’équation différentielle d’une extrémale

e T étudiera par les méthodes clessiques si le coefficient de

régulier ,

La conditici! de tranave réalité est résoluble en y r 

au voisinage de toute transversale, sauf dans le cas (que

rait la tangente . En dehors de ce cas, on peut représenter 

les extrémales passant par un point ou transversales à une 

courbe et voisine d’une extrémale donnée , par y = g ( x , A ) 

g étant une fonction continue et derivadle des deux variables 

x ®"k ^ » en vertu de la theorie des équations différentiel­

les puisqu’on a des conditions initiales pour x, y, y ’, fonc­

tions continues et derivah—os d’un paramètre .

Si, de plus, on pose £ (x) = g’ ( x y 0} , ï (x) satisfait

è. 1 equation obtenu© en dérivant l ’équation des extrémales 

par rapport à A .

<r f
C---- pi>yî2

y,T + i - . f , y . + ir?  .  3 l î = o
^yT Oy

O -P /
y TT , r---*r est '-h 0 , Nous avons ïTailleurs seulement besoin

o y  T

ae supposer __r__ — 0 sur 1 f sro. On dira alors que 1 r arc est
i l y ’“

nous écartons complètement) où la direction transversale se-

öy
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d
0 , oTest l réquaticn aux varia-

tiens de 1 f équation d’Euler ; on 1T appelle souvent équation 

de Jacobi . 0T es t elle que Jaccbi utilise pour transformer 

Jn{0) . Il obtient

u étant une solution quelconque de 1 T équation de Jacobi .

Dans ce qui va suivre, nous utiliserons seulement 

le fait que y est une fonction de x et de A , y = g(x,A ) 

continue , à dérivées continues / Nous pouvons donc élargir 

un peu nos hypothèses et admettre , par exemple, les condi­

tions suivantes :

1) A chacune des conditions aux limites correspond une fa­

mille dTextréniales , y = g(x,A ) , continue , à dérivées con­

tinues , se réduisant pour A =  0 à l*extrémale de base

2) g 1 (x,o) , non identiquement nul .

3) *yt2 nul sur aucun segment de lTextrémale de base ..

Ces conditions seront certainement remplies si 

l*arc est régulier

ou moins illusoire puisqu'on suppose, d’une part, que 1* éque-

sont régulières . Ce n Test pourtant pas impossible , comme

j*(o) = j  y y3fa.jaLf.. .g-stef a*

la généralisatlon ainsi obtenue est d’ailleurs plus

tion a un point singulier, dTautre part, que les solutions

le mentre l’exemple J  (x2 + y2) y ’2 dx .

d A

ri rï

if ydxa**y
i »

)=

n f es t
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F a i r e  p a s s e r  u n e  c r u r t e  de l a  f a m i l l e  p a r  u n  p o i n t  

r e v i e n t  à  r é s o u d r e  e n  ^  , 1 Té q u s t i o n  y^_ = ) •

D’ a p r è s  l a  t h é o r i e  d e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s  , i l  y a u n e  

s o l u t i o n  e t  u n e  s e u l e  v o i s i n e  do 0 p o u r  x  e t  y v o i s i n s  d ’u n  

p o i n t  x x , y x , y x  = g ( x l r o) , c ù  g* n ' e s t  p a s  n u l  .

I l  e n  r é s u l t e  1 T e x i s t e n c e  d Tu n e  p e t i t e  "bande e n t o u r a n t  t c u t  

a r c  de c o u r t ©  o ù  g T ( x f O) é 0 , e t  p a r  c h a q u e  p o i n t  do l a ­

q u e l l e  p a s s e  u n e  e x t r é m a l e  e t  u n e  s e u l s  .

81 l e s  e x t r é m a l e s  c n t  u n  p o i n t  f i x e  L , g ’ e s t
A

n u l  e n  ce  p o i n t ,  m a i s  > £ 0 .
X — X|

L e s  p o i n t s  a u t r e s  q u e  A où g 1 (x , G) =  0 s T i n t e r p r è t e n t  f a -
A

c i l e m e n t ,  c e  s e n t  l e s  p o i n t s  de c o n t a c t  de 1 * e x t r é m a l e  de d é ­

p a r t  a v e c  1 Te n v e l o p p e  d e s  e x t r é m a l e s  de l a  f a m i l l e  . Le p r e ­

m i e r  de c e s  p o i n t s ,  à  p a r t i r  de A, s Ta p p e l l e  l e  f e y e r  de 

1 Te x t r é m a l e  d a n s  l a  f a m i l l e  c o n s i d é r é e  .

T héorèm e  de JACOBI .

On d e i t  à  J a c o b l  l e  t h é o r è m e  t r è s  i m p o r t a n t  s u i v a n t :  

S i  l Ta r c  JLB c o n t i e n t  u n  f o y e r  de l a  f a m i l l e  d Te x t r é m a l e s  a s ­

s u j e t t i e s  a  l Tu n e  dos  o c n i l t i o n s aux l i m i t e s  , c e t  a r c  ne  

f o u r n i t  c e r t a i n e m e n t  p l u s  u n  t r e m u m p a r m i  l e s  c o r j t e s  a s ­

s u j e t t i e s  aux  c o n d i t i o n s  a u x  l i m i t e s  .

V c y c n s  d Ta b o r d  s u r  u n  e x e m p l e  l a  s i g n i f l c a t i c n  de

g [ xa»
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ce thécrème .

Considérons f(x,y,yT) =  \ f 1 + y'2 . Les extréma­

les sont les droites qui donnent un minimum à l ’intégrale, 

et la transversal!té s’exprime par 1 rcrthcgonalité . Consi­

dérons les extrémales transversales à une courbe , par exem­

ple, à une ellipse . Leur enveloppe est la développée de 1 ’ 

ellipse ( Fi g. B , page ) .

On a BD + DO = BA . D’où BC AB quel que soit C 

voisin de A , maie à droite; a fortiori, peur un point si­

tué au delà de B .

Nous vérifions dans ce cas le théorème de Jacobi.

Les demonstratiens du théorème de Jacobi sont di­

verses . On formera, par exemple, une courbe variée avec deux 

morceaux d’extrémale, l ’un transversal à 0 (ou passant par A) 

l’autre passant par B . On peut s’arranger peur que cette 

courbe donne à 1 ’intégrale une plus petite valeur que 1 ’ex­

trémale (dans le cas du minimum) . On a une courbe brisée,

mais on peut supprimer le point anguleux en changeant très 

peu l’intégrale

Cn peut: aussi, comme le fait Kheser, développer 

la théorie des enveloppes et généraliser le théorème sur 

l ’arc de la développée

rexemple de l ’ellipse nous permet également deLT
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voir ce qu’il se passe si B est au foyer . En général, il 

n ’y a déjà plus minimum relatif comme nous l’avons vu (point 

ordinaire) . Par contre, en E (foyer en pointe) il y a enco­

re minimum relatif ; il n ’y a plus minimum relatif en F 

(foyer en talon) . Un autre cas est celui où l ’enveloppe 

est réduite à un point. C’est ce qui se serait produit si 

on avait pris un cercle . Il y a encore minimum relatif ai 

B est au centre, et toutes les extrémales donnent la même 

valeur à l ’intégrale .

Nous désignons par : condition de Jacobi stricte, 

condition de Jacobl large, les deux conditions :

J_ Pas de foyer même en B
O

Jç Pas de foyer entre A et B .

La condition est nécessaire pour qu’il y ait

extremum .

Pour continuer, nous allons supposer remplie la 

condition J_ .
a

Il existe alors une petite région R entourant 

l’arc AB »(extrémités comprises) et une famille d’extrémales 

comprenant l ’arc AB, et telle qu*il passe une extrémale et 

une seule de la famille par tout point de la petite région. 

C’est évident, sauf en ce qui concerne l ’extrémité A dans le 

cas des extrémales issues de A . Mais en prenant les extré-

3l
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maies issues d’un point situé sur le prolongement de l ’arc 

et assez voisin de A pour que son foyer soit au delà de B, 

la difficulté disparait, tout au moins dans le cas régulier. 

Si la condition indiquée plus haut est remplie, Welerstrass 

dit qu’on a un champ, et Monsieur Hadamard, un faisceau ré­

gulier .

On désigne par u(x,y) la pente au point (x,y) de 

l ’extrémale du champ qui passe en ce point, et par l’indice 

0 , ce qui est relatif à l’extrémale primitive ( qui ne joue 

aucun rôle particulier dans le faisceau).

Exemple de la parabole . - Le foyer conjugué de A pour la 

famille des paraboles issues de A est le contact avec la pa­

rabole enveloppe . Ce point est situé sur la corde focale de 

A . Donc la parabole dont le foyer est situé en dessous de 

AB ne convient jamais .

LE DEUXIEME PROBLEME}

Méthode de WBIERSTRAoS .

Jusqu’ici nous avions comparé une extrémale fixe 

à une famille de courbes variables . L’idée de la méthode de 

Weierstrass est de comparer une* courbe fixe aux extrémales
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d'un champ .

Soit une courbe GD et une extrémale du 

champ o4 A , Cn a appris à évalaur la 

variation de 1 rintégrale relative b  

l'arc c* f i

fi

£f(x,y,yT) -yT f^ t ( x , y , y T )J + f^t(x,y,y») §yS j  =

dx

l'intégrale est nulle .

On peut rendre le terme tout intégré relatif à 

nul en prenant la ccurbe C transversale au faisceau , § J 

dépend seulement du déplacement de A  f ou encore on peut ex­

primer la valeur de l'intégrale le long d*un arc o( /j par 

une intégrale prise le long de la ccurbe L, lieu de f \  .

Plus précisément

ou
' Jr “ X

E(x,y,u,y») dx

S = f(xfy ty T) - f(x,y,u) - (y'-u) f£ (x,y,u)

Condltiens ^our le minimum faible large .

Conditiens suffisantes :

1) J_s

2) ® (Xjy^u.y1) - 0 y,yf voisins de y0,yrc (u est tou­

jours voisin de y^)

TT

L

Df
d t/

+

A

OÍ,

_d

d y dx »y
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2
E ( x , y , u , y T) = ----- f "  t 2 {Vc,yt u +  9  (y » -u) j

On p e u t  t r a n s f o r m e r  c e t t e  c o n d i t i o n  e n  é c r i v a n t

2
-  j

y

Nous  a p p e l l e r o n s  c o n d i t i o n s  de L e g e n d r e  l a r g e  ou 

s t r i c t e  , l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  :

L
v o i s i n  de  y ' 0

Les  c o n d i t i o n s  J s e t  L^ ( d a n s  R) c o n s t i t u e n t

d o n c  u n  s y s t è m e  de c o n d i t i o n s  s u f f i s a n t e s  . L Ta u t r e  p a r t ,

L .  s u r  l Te x t r é m a l e ,  e t  p o u r  y 1 = y 1 , e 3 t  u n e  c o n d i t i o n  C o
n é c e s s a i r e  , c a r  f f t . P ¿ 0 on  u n  p o i n t  e n t r a î n e  f "  . p ^  0

y , ¿  y ftí

d a n s  u n e  p e t i t e  r é g i o n  , ce  q u i  e s t  un o  c o n d i t i o n  s u f f i s a n ­

t e  p o u r  q u f i l  y  a i t  maximum d a n s  c e t t e  r é g i o n  .

D ans  l e  c a s  r é g u l i e r ,  i l  f a u t  r e m p l a c e r  L ^  s u r

1 ’ e x t r é m a l e  ( e t  p o u r  y 1 = y ’ ) p a r  L_ q u i  e n t r a i n e  L d a n s
o s  s

u n e  r é g i o n  R *

En résu i ' . é  :

Minimum f a i b l e  Cas  r é g u l i e r

N é e . 3 u f .

h
L ¿

e x t r é m a l e

J s

H
r é g i o n

j,, ■■ ________

Née. S u f .

e x t r é m a l e

J s

Ls
e x t r é m a l a  . ..

(.y -u

- 0

0
C jLs

pour y*

LsH
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Remarquons qu’un arc régulier satisfaisant à la 

condition de Jacotji stricte donne toujours un maximum ou un 

minimum . Remarquons que cet extremum est toujours strict.

Conditions pour le minimum fort large .

Conditions suffisantes :

11 J3

S) B(x,y,u,yT) = 0 pour y voisin de y0 et y* quelconque .

Cn peut encore écrire f’r ?(x,y,yT) — 0 pour y
yt ̂

voisin de y0 , y ’ quelconque .

Cette nouvelle condition entraine la première, 

mais a l’inconvénient de ne pas lui ê'tre équivalente . 011e 

a l ’avantage de ne pas contenir u . loua appellerons con­

ditions de Weierstrass large,s trie te, les conditions suivan­

tes :

w. E ( * , y , u , y )  = .

* ( v ' - u ] £
v pour y ’ quelconque

T  *  o  J
(y’-u) rj

On montre que la condition Wp sur l ’extrémale 

(pour y T quelconque) est nécessaire * en prenant une courbe 

variée de la forme indiquée î

A B

E( X. y,u.,y’ ) o
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En résumé Minimum fort

Née _ Suf f.

Zl

(ex trémale'

!

région

On peut passer de la condition W sur 1*extrémale 

à la condition W dans la région, sous les deux conditions 

suivantes :

l) la condition est remplie dT une manière stricte . 

g) |yT| M pour toutes les courbes variées .

Mais alors, on n T a plus à proprement parlé minimum fort .

la troisième proMhag „,

On peut remarquer que si les conditions qui in­

terviennent (tout au moins les conditions suffisantes) sont 

remplies pour 1 Textrémale de base, elles sont également rem** 

plies pour les extrémalas du champ suffisamment voisines .

En modifiant un peu la présentation, on pourrait obtenir 

des résultats sur la famille à deux paramètres des extréma­

les voisines dfune extrémale donnée .

Ja
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ATTTFJGS problemss ie calcul tes v ar iations

J*Indiquerai rapidement comment sa présente 1* cas 

paramétrique et le caa de deux fonctions inocnnuee .

Cas paramétrique.

On introduit une fonction <£ ( x , y , Y r,xT,yT)

= f{*,y,X\Y*) - x'f^f - y ’ f£ t = <f (x,y,«*s0,sin©,ccaifein&)

si &n prend peur paramétre l'are ,

Ocoupens-nrus du minimum fcrt *

On trouve î

O  — ^ ou vrislnege de la courbe suffisant , 0 quelconque 

^  — 0 sur la courbe , nécessaire , Q  quelconque .

\  G sur la courbe «ntraine ^ r au voisinage, ô

quelconque .

En eff91, 11 ne se présente plus la même difficulté pour le 

cas non paramétrique .

Semarqurns que si f est une fonction bcmoi'ène de x Y,yr, et 

ncn p.lus s eu j. “ment positivement homogène, P,  : x  1 t y T ' \  q  

entraîne C  ( --xT , -yT } o r si bien quTII re saurait y a- 

voir maximum que dans le cas exceptionnel où £  serait nul 

sur 1 f «xtrémel«» quels que scient x rty T . On voit facilement 

que o T»81 le cas où il nTy a qu’un nombre fini clTextrémales.
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Oas de d e u x  f o n c t i o n s  i n c o n n u e s ,

I l  3e  p r é s e n t e  d e u x  d i f f é r e n c e s  p r i n c i p a l e s  , 

X ' a b r r d  u n  chemp n e  p r é s e n t e  p a s  t o u j o u r s  dp s u r f a c e  t r a n s ­

v e r s a l e  . P a r  e x e m p l e , u n e  c o n g r u e n c e  de d r o i t e s  n ' e s t  p a s  

t o u  j o u r s  u n e  c o n g r u e n c e  de n o r m a l e s  . M a i s  i l  y  n e n  g é n é ­

r a l  u n  champ t r a n s r e i f a l  k u n e  s u r f a c e  d e n n é e ,  e t  c e l a  n o u s  

s u f f i t .  D’ a u t r e  p a r t ,  f tr ^ v a  ê t r e  r e m p l a c é  p a r  u n e  f e r m e
y» A.

.2 _ „q u a d r a t i q u e  f V
T C, V* 5> T

■f" V'
•7  T C *

O r ,  o n  a l e  s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  s u r  l e s  f e r m e s  q u a  d r a  t i q u e  s  : 

l} si

T

f”

f  n 
y ’E’ 

f" „
7 ' ̂

l a  f e r m e  e s t  u n  c a r r é  p a r f a i t  m u l t i p l i é «  p a r  u n  c o e f f i c i e n t  

P.) s i
f" O
y 
-«f

î y t r: t

f" 
y » 7 ' 

fff „
55 t  C l

l a( e t  c ' e s t  c e l a  q u i  r e m p l a c e  l a  c o n d i t i o n  f "  0 — 3
yfc,

f o r m e  s e  l a i s s e  m e t t r «  s o u s  u n e  e t  u n e  s e u l e  d e s  t r e i s  f o r ­

mes

A + E/J , - - BÉJ Arj - B‘

l e  p r e m i e r  c a s  c o r r e s p o n d  a u  m in im u m  , l e  s e c o n d  a u  maximum, 

l e  t r e i a i ^ m e  n ' a  p a s  d r é q u i v a l e n t  d e u s  l e  c a p  d ' u n e  s e u l s

or~»

o

O  - i ? t
îj X

1
n

r -

P

n
A'
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variable . C’e3t quelque chose d ’ anale Pue à un col dans la 

théorie des maxima ordinaires . Les recherches de M.Mcrs» 

partent Justement non seulement sur les maxims «t les mini — 

ma , mais aussi sur ces autres catpgr.ripa i?eTtr%alea .

Le minimum absolu .

Av*»c ce ncurpau prcbli'm0 nous abordons des ques­

tions de ca.licul des variations global . Kous alltn.8 examiner 

seulement les exemples suivants :

Qas de la distanc« . - Les conditions suffisantes

d© W^ieretrafis supposent l’existence d ’un champ . Fn champ 

n ’eet pas forcémont réduit h une région infiniment petite 

entourant l ’arc* d* départ . Par exemple, les droites y  — Z 

transforment le plan tout entier en un champ, et comme PJ 

est — 0 dans trut le champ, en est certain que le segment 

AE est plus court chemin de A à B .

Ellipse et ŝ .s ne rma7.es . - Le minimum abs >lu 

est fourni par un serment, donc par une les normales . 

l ’un point de 7..f ellipse r on peut mener 2T 3 eu 4 normales 

à -’ellipse. Laquelle de ces normales est le plus courte . 

Cette normale cesse d’être la plus courte lorsqu’on traverse 

le .'..'.eu des no rmal© s ét'ales, c’ eat-à-di re les axes de la oc —



nique. La plus petite normale est donc celle dent le pied 

est dans le même quadrant que le point dont elle est issue. 

On volt que le minimum absolu cesse avant le minimum rela­

tif .

Parabole. - f"Tg étant positif peur y ^  0 , 11 y
y

a certainement minimum fert . Les paraboles issues de A et 

limitées à 1 1 enveloppe f orment un champ . rîcmme f" f£ et 

par suite 51 sont positifs dans ce champ, on voit que t^ute 

ligne AB tracée dans ce champ donnera une plus erande va­

leur h 1 Tintégrale que 1 T extrémele A3 . Si, au contraire, 

la courbe sort du champ, on démontre que le conteur AAIP'B 

donne à 1 1 intécraie une valeur plus petite que la courbe.

Il restere alors h comparer ces deux contours ; le de'ixiëme 

présente des points anguleux, d^s points où. frr ^ est nul,
V

enfin ¿ i* 3¿;’o ^ui n T p a t pas un arc dT extrémale. mais un arc 

de frontière . Oe phénomène se p résente Salement si on re­

cherche le minimum d •une fonction ; il peut être obtenu en 

un point frontière .
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