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INTRODUCTION

A chaque point x dfune droite, faisons correspon-
dre algébriquement ci points Yy de cette droite, et suppo-
sons qufinversement un méme point Yy corresponde ainsi a |3
pointa X , Quand 1’un des o points y correspondant a x
vient corncider avec ce dernier, le point X =y est un point
double de la correspondance . C’est le principe de Ohasles
que le nombre de ces points est o + T . Sxemple : gl=J)k= 1
la correspondance est homographique, elle admet o + 6 = 2
points doubles . Ce principe a été, pav U".asics lui-méme, é-
tendu aux courbes unieursales .

Sur une courbe algébrique C de genre p , suppo-
sons la correspondance définie par une relation algébrique
entre les coordonnées des points x et y . x eétant fixé,
y doit alors se trouver sur une courbe algébrique J dépen-
dant de la position de x . Mais 1l peut se faire que Y des
points d*intersection de | x avec C , constamment confon-
dus avec x [lui-méme (et non pas accidentellement comme il
arrive en un point double) , ne doivent pas figurer parmi les
ex points Yy correspondant a x . Dans ces conditions, le
nombre des points doubles, donné i1ndépendamment par Cayley

et par Brill, est ot+ p+ 2pV
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Exemple 1 prenons pour ra la droite joignant Xx
a un point fixe situé en dehors de C . 1 x coupe C
en V = 1 point constamment confondu avec x , et = r-1
points y (n désignant le degré de C) . Inversement, un
point y correspond a autant de points x qu’il y a de
points de C , autres que Yy , sur la Oroite -Vv'y , soit

P = n-1 . Quant aux points doubles, ce sont les points de

contact des tangentes a C 1issues de 0" . Et la formule de
Cayley-Brill donne pour classe ¢ de C , en fonction du
genre et du degré, |1’expression connue par ailleurs .

Autre <2Rnréle : en prenant nonr J.X la tangente
en X a C , on trouve N.o 2 o ot=n-2 , RB=—c-2 ;et
la formule de Cayley-Brill donne alors le nombre des infle-

xions de C .

Dans cet exposé, nous allons, avec Hurwitz™ ,
sur une surface de Riemann de genre p , faire correspondre,
a chaque point x , un nombre fini ot de points y Ty* ,y" ,
I VA dont nous supposerons seulement les positions ,
fonctions analytiques de celle de x . Deux faits essentiels
vont étre mis en évidence : Ifexistance, en général,d"un nom-
bre jouant le réle de Y de la formule de Cayley-Brill,
qui se compose par addition et multiplication comme les cor-
¢y

Ueber algebraische Correspondenzen und das verallgemein-
erte Correspondenzprincip Math.Ann. 28 , 1887, 561-585)



respondances elles-mémes ; la possibilité de définir une tel-
le correspondance par une ou tout au plus deux relations al-
gébriques entré les coordonnées des points x et y , méme

ctha le ca3 ¢ea correspondances singuliéeres ou le nombre ~

fait défaut .



1 .- VALENCE

Les iIntégrales abéliennes de premiere espece sur la
surface de Rlemann considérée (intégrales de fonctions algé-
briques sur la surface, qui n’admettent aucun point critique-
logarithmique ni polaire -) sont fonctions linéaires de p
d’entre elles quTon peut choisir de maniere que leurs périodes
cycliques (quantités dont elles sTaugmentent quand Xx décrit
I’un des p premiers circuits ou I'Tun des p seconds cir-
cuits des p rétrosections qui rendent la surface simplement
convexe, circuits auxquels se ramene, par déformation continue,
tout chemin fermé tracé sur la surface) TfTorment un tableau

du type suivant : ™M

UAX) - 1 O e, «&K O . 011 a12 I ®ip
u2® = 0 T o . 821 °22 ———°2p
u (X) - 0 0 »ee« 1 8P1 apf ®PP
oU aii - 8n = 1.2,.

Chacune des p expressions UE(y,)+ u™M(y” )t ..+ufcy™)
k=1,2,....,p) , considérée comme Tfonction analytique de X,

reste finie quel que soit x puisqu’il en est ainsi de 3es

1
( )t gf- Jﬁrgan t Cours d’Analyse de 1 Ecole Polytechnique
. , ch.8 .



V. -i. -5

Ot termes et no peut, quand X décrit un chemin fermé, que
s’augmenter d’une combinaison linéaire a coefficients entiers
des périodes de u. puisque les y* ,vy” , y°* ne peu-
vent que s’échanger entre eux . Sa dérivée par rapport a X
est donc une fonction uniforme sans autres singularités pos-
sibles que des pbéles : c’est une fonction algébrique sur la
surface . Par suite I’expression considérée est une intégrale
abélienne de premiere espece :

r=<* L
(@)) / uk(yr) =1/ flkl ux(x) + TTE (k=1,2._...p)

i

ou la sommation par rapport a I1’indice 1 (ainsi que nous le
convenons une Tois pour toutes quand les limites ne sont pas
précisées) doit étre faite de 1 a p Les FI sont des
constantes : les FTh_ dépendent des constantes d’intégration
des u™XxX) et les 11 vérifient les relations suilvantes :
Quand x décrit le i17™® des p premiers circuits fondamen-
taux , le second membre de () s’augmente de TTME Qt le
premier, d’une combinaison linéaire a coefficients entiers des

périodes de u” :

n AKE = hker * ¢ o G | 259 _.p .

De méme, pour le ~ieme ¢eg p seconds circuits fondamen-

taux T



G) H n Kkl alt - HKi +X_ an \} (@@ *1,2....p)°

iL v
31 I’élimination des H klI conduit a

@) YZ. hki ait + X Zm gnl afo al = Hk Ti akj
1 1,

ik, =1,2....p .

Alors, de deux choses 1°une, ou 'bien (et c’est le
cas général) , entre les secondes périodes cycliques a”
des intégrales abéliennes de premiere espece de la surface,
de telles relations, ou les h , g , G , H sont des nombres
entiers, ne peuvent avoir lieu sans étre des i1dentités par
rapport a ces périodes ; ou 'bien, la surface de Riemann est
assez singuliére pour gque de telles relations puissent avoir
lieu sans étre des identités et de plus, la correspondance
envisagée est assez singuliere pour que les M .. condui-

sent précisément a ces relations »
1.- Correspondances douées de valence

Placons-nous d’abord dans le premier cas : I ’absence
de termes du second degré au second membre et de degré zéro
dans le premier exige que le g et H soient nuls quels
qu’en solent les i1ndices ; d’autre part, pour k £ , seul

akE peut figurer dans les doux membres .

hki = 0 PPur 1~ Kk » = 0Pour 37 i .hkk- Ht-



En posant by =h£2 = ... =hpp=2 =2___ ... =Cpp ="
22 - PP
les relations (1) s’écrivent alors
T=0k
o) N uk(yr) = ? . uk®) + nk (k=1,2._.._ p)
r=1

La suite nous apprendra que le nombre entier & ainsi
mis en évidence n"est autre que lfopposé du V de I’introduc-
tion . Dés a présent, la structure des équations (6) conduit
a une propriété fondamentale de ce nombre

Considérons, a coté de la correspondance C , qui
au point x , fait correspondre les o< points y» , Vy"
y°* , une correspondance C* qui, au méme point x , fasse
corresocndro ¢ —,u-F ™™ *yC\+2 -y C® 4 La

corresponder.co C" qui, au point x , Tait correspondre les

<+ 0C points y” ,y" ..... yw , A#L j*+«" aera
dite la somme C+C- des deux premieres . De (5) et de

rT-o™*

=T ufdlyr ) =?" _ufd®X) + ni ik=1.2,..,p)
résulte

r YO4-61

J, ) =iz UE) + (nkenc)

=1

k=1,2,...p)

Par suite le nombre attaché a C- = 0+ C* n"est autre que



= * 3 *x 7

y
Maintenant, a la suite de la correspondance C ,

considérons une correspondance Cf qui, a chaque point vyr,

T8aec correspondre oC” points (yr)* , (yr)" , (y1o*

La correspondance G'" qui, au point x , fait correspondre les

q(oCt points yr' = (yr)rf sera dite le produit C"C des

deux premieres , De (6) et de
r t_ 7

'S ukjjyrirj =72 7. uicYV) +T\T (k=i,2,.«,p
r_ls 2’ ””* )

résulte
rt=Q<o<*
5 ufc™r> ~r |5, KE + rikd +<* R, (k=1,2,..,p).

rer™T~

*

Par suite le nombre attaché a C”= C"C n’est autre que

7 - A3
Ainsi, dans l1Taddition et la multiplication des cor*

respondances non singuliéres, les nombres cf qui leur sont

attachés se composent comme elles . Ce nombre <cT , ou plutdt

son opposé (de maniere qufil soit positif dans le cas é-
Iémentalre de 1Tintroduction), sera dit la "valence” de la

correspondance ('Werthigkeit” selon Brill, 'Valenze™ selon

Severl).



2.- Correspondances singulleéres

Placons-nous maintenant sur une surface de Riemann
singuliere : il existe un systéme de nombres ClI~ vérifiant
les relations (2) et (3) et conduisant a des relations () qui
ne sont pas des i1dentités par rapport aux a™. . Lee p rela-

tions
(6) ufe(y») + ufdy"”) + ... + uk(yP) = Thd u”~x) + Tlfc

(k=1,2,...,p) , définissent y* ,vy” , yp comme p fonc-
tions analytiques de x , Une telle correspondance ne pour-
rait étre douée d’une valence V sans que les seconds membres
de (6) ne se réduisent a - Yuk(®) ; mais alors les relations
(4) seraient des identités par rapport eux a™* , contraire-
ment aux hypothéses fTaites . Ainsi, sur une surface de Riemann
singuliere, on peut définir au moins une correspondance singu-
liere *

On peut méme en définir bien d*autres par addition
de correspondances régulieres . Inversement d’ailleurs, étant
donnée une correspondance singuliere qui, a x , fait corres-

pondre y»t yM _._..yQ , on a

q -
Lr ufchyr) = )i nki Uix) + nk (k=1,2____ .p

ou les fi conduisent a des relations (4) qui ne sont pas



des i1dentités . Considérons ¢jlors la corresoondonce singulie
re C”>qui, a x , fait correspondre 1 _yan [ ynip
définis par les relations

r*=p ’

ZTiukyv+rt) = _ UKGO +y_ (-nki> ui(*> +nk

(*=1.2....P)
Des lors
r"=uU_+p
A uk(yr®) = -Kuk(x) + ((Tk + rrk’) (<=1,2,..,p)
rTEl
La correspondance est donc douée de valence V
Ainsi, toute correspondance singuliére peut étre envisageée

comme une partie d’une correspondance non singuliere



11.- RELATIONS ALGEBRIQUES

Soit 0 (W, Vg* e=-e > -symboliquement 6(V|<> “
la fonction introduite par Riemann dans 1’inversion des inté-
grales abéliennes . Quand les arguments vk s”augmentent de
quantités de la forme noogn ou Ags A et g
sont des nombres entiers, la fonction * se reproduit mul-
tipliée par e~IT1 \ nove  + > . prautre part, il est
possible de choisir les constantes (j. de maniere que

0 Tuk(@y) - uk(®® - c~J , considérée comme fonction de la
seule variable vy , admette la racine y = x et p-1 autres
Indépendantes de x , et considérée comme fonction de X
seul, admette la racine x =y et p-1 autres iIndépendantes
de vy .

Grace a ces propriétés, |1’ expression

o 6 [y?) - "k(yr>- °k]
ni*.y>-¢_r 0 [uk(y) - ufdy0*)- ck].6{uli(y0)-uls(yr)- ck

ou les yr désignent les correspondants de x , les yOy>
ceux d’un point fixe X et yQ un autre point fixe, considé-
rée comme fonction de y seul, n*admet pour racines que les
points vy et pour podles que les ©( poiEts yQ «Comme
fonction de x , elle s’annule quand 1’un des yr devient
egal a y et devient infinie quand 1’un des y devient égal

by

a yO . Or les points x auxquels correspond un point Yy



donné ne peuvent étre qu’en nombre Fini e 0 ocar s’1l existait
un point v correspondant a une infinité de points X , ceux-
ci auraient un point d"accumulation £ sur la surface et la
fonction analytique y(Xx) — ¥ admettrait ”~ comme racine
non isolée , ce qui n’est pas possible .

Supposons dTabord la correspondance douee de la va-

. (h-)d Bliuki) - v - e r
jehiji - utpOi- KJlepIO)-ub®)- o T *n xyl-

Outre les racines et pb6les de H , Il admet a 1’ordre y en

lence Y et considérons le produit

y , la racine y = x et le ple y =xQ ;en x , la racine
X =y et le pble x = y0O (racines et poles a permuter si

Y ~ 0) . Compte tenu des relations (6) {ou (F= -Y )
F(X,y) ne change pas quand y décrit un chemin feitné . Quand
c’est x , il se reproduit multiplié par e """ (y)-ue{y0}
Si les nombres entiers M~ n’étaient pas tous nuls, en fTai-
sant décrire ensuite a y le « des p proolora cir-
cuits fondamentaux , on ne trouverait pas le méme résultat
qu“en iIntervertissant les deux opérations . Concluons donc
que F(x,y) , soit comme fonction do x , soit comme fonction
de vy , uniforme et sans autre singularité que des pbles, est

algébrique sur la surface .
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Dons lo ces ou r- est positif, nous voyons que F(X,Yy)

» 0 , ou X est fixé, définit en y , comme dans 1’introduc-

tion, les oL correspondants de x et Y fois x W-1TRHD .

Précisons la nature de cette relation . Considérée comme fonc-

tion de y , F(X,y) n’admet pour pb6les que chacun des yQr

simples et xQ d’ordre Y e Or 11 n"existe *utun nombre Tini
do fonctions algébriques sur la surface et admettant ces pbles

qui soient linéairement indépendantes ; c’est ce nombre que

donne le théoreme de Riemann-Roch, Ce qui nous iImporte est

qu’il soit fini : slors on peut trouver qt+l1

briques de y , fc(y) , ™&X(&) .... <qg(y) en fonction linéai-

re desquelles s’exprime F(X,y) . Les coefficients, constantes
par repport a vy

fonctions algé-

, sont des fonctions de x , algébriques

comme on s’en assure en résolvant, par rapport a elleB, les

equations linéaires que 1°on obtient en donnant a vy g+l
valeurs particulieres choisies de maniére a ne pas annuler le

déterminant d’ordre g+1 . En sorte que 1°on a

FOGY) = <FO() fo(y) + > FIYT + =ee + . 0 1O
Sn passant a la représentation des points X en coor-

données homogenes xIt x£, x3 , entre les deux fonctions algé-

briques _ X1 et £ = X2 existe une relation algé-

a N1 x3 >N X3 g
brique : fIx-"x™"x") = 0 , ¥F désignant un polynome homogene
en X

L * ng x3 . D”autre part, les fonctions algébriques



V.-1.-14

Cp®x), (P(X), --. t CP (X)) »’expriment rationnellement
en fonction de Cx , \z ' Qin31 e TO) * (y), ---»F (y)
i = XI ’ = Z_O -
en fonction de '%%]— # >]g K;. y£B soc;e q%%gls rela
tion F(X,y) « 0 a*écrit y XI»x2»x3 / yi»5  “ 0 »Y

désignant un polynome homogene séparément en x°, Xg, XM et
yi» y2» y3 e Ainsi toute correspondance de valence positive
peut s’obtenir au moyen d"une seule relation algébrique .
Quand la valence Y est négative, on peut ajouter a
la correspondance C une correspondance C” de 1 u 'y
afin que la soome 0”7 =C + C”> ait sa valence y + V* posi-
tive . Ce qui conduit a définir C par le quotient des deux
relations algébriques définissant respectivement CT et C* .
Mais 11 est peut-étre plus commode de considérer C comme la
partie commune a deux correspondances C" et C'"g obtenues
en ajoutant séparément a C deux corr?ogd\ances C*™ et C°g
17y, YS©-V.

Dans ces conditions, la correspondance C sera définie par

sans éeléments communs et telles que

I ’ensemble des deux relations algébriques définissant respec-

tivement C' et C"O
> P

Ce dernier procédé s’applique tout aussi bien a une
correspondrcr s*."™ul*bro . r.~Mgu or. sait lui ajouter séparé-

ment deux cerrospjndonces sens éeléments communs de maniere que
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les sommes obtenues soient des correspondances douées d*une
valence positive . Ainsi toute correspondance du type envisa
gé par Hurwitz. quelle soit ru non singuliere, peut étre dé-
finie par au plus deux relations algébriques ; une seule
quand la correspondance est de valence positive, ce qui ra-

mene au cas séparément envisagé par Cayley et par Brill
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111.- POINTS DOUBLES.

Reprenons | “expression

N <25 :§® o ______f)_ [«Egy_) _—i«k(yr> - Ofc]
rr e[ «k(y)- ufo(ycr)- Ck J7.9 Pil(yo)- Kk VI *k
dont les racines en y sont les peints vy correspon-
dant a X . Quand ony fait vy = x , les racines sont alors
les points doubles de la correspondance
Envisageant d"abord le cas d"une correspondance de

valence Y , ceci nous conduit a considérer I expression

FOO) = F(x,y)
Ve [uk(y) - uk(x) -0f]}7 J y=I0

construite de maniere a reprendre la méme valeur quand y=x
décrit un chemin fermé . C"est donc une fonction algébrique
de x : les racines sont en méme nombre que ses peles . Par-
mi ces derniers fTigurent les o( points et les "3
points X pour lesquels I"un des yr vient en yQ . Quant
aux 2p racines de 0 £ufaX) - ufo(x0)-ck”J.0 Juk(yQ)- uk(X)
elles comptent pour 2py pb6les ou racines suivant que Y es”
positif ou négatift . Dans tous les deux cas , le nombre des
points doubles de la correspondance est q(+ /$ + 2p Y
c"est la formule de Cayley-Brill, mais valable encore pour

K ™ o . []
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Quand la correspondance est singuliere, 1l faut éva-
luer autrement le nombre des racines de 7 (X) =1 n(x»y)]| y=x
Voici un procédé valable pour toutecorrespondance (singuliére
ou non) et conduisant a une formule tout a fait générale .
La fonction i1l X) n’est pas uniforme (?ur la surface, mais
elle le devient quand on coupe la surface aux p rétrosec-

tions canoniques ; en sorte que I”intégrale

prise le long de ces rétrosections est égale a la différence

entre le nombre des racines et celul des pbéles . Ce dernier

valant + /3 , on obtient , compte tenu des relations (I),

@ et (B , pour nombre des points doubles

ca+p - A1l + "22 +**+ hpp + ®Il * G22 Gpp*
Pour une correspondance de valence , comme
hn = hea hpp = °n = gs2= ..e=°p - -J

on retrouve bien le nombre @ +/i + 2pY précédemment donné.

Comme application du principe de correspondance de
Chasles-Cayley-Eurwitz donnant le nombre des peints doubles,
proposons-nous de trouver le nombre des couples communs a
deux correspondances . Afin de ne pas compliquer les notations,
placons-nous dans le cas de deux correspondances C et Cl1

de valences respectives | GZ YV— C fait correspondre
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a un point Xx ,ci pointa Yy et un point y correspond a /i
pointa X ; de méme, C* fait correspondre a un point x¥f,x*
pointa yT et un point y* correspond a fi* pointa xX*.
Identifions vy et y* et considérons le correspondance ainsi
définie entre x et x* : les couples conmune a C et G*
proviendront des points doubles de cette correspondance .

A un point X correspondent ci n ~ ai A’ points Xx* et un
point Xx* correspond a /i = fl°L' points X ; quant a la
valence de cette correspondance produit, elle est donnée par

-V = "™).(*~*) «St le nombre cherché est

» »

d”+p" +2p}( =< pr Hice - pyY



