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1 . -  Le t h é o r è m e  cl© N o e t h e »  a J o u é ,  comme p o i n t  de 

d é p a r t , u n  r o  J e i m p o r t a n t  d a n s  l a  t h é o r i e  c l a s s i q u e  d e s  

f o n c t i o n s  a l g é b r i q u e s  : i l  c o n d u i t ,  c o n u e  on  s a i t ,  au  t h é o ­

rème du R e a t o  e t  à l a  c o n s t r u c t i o n  d e s  s é r i e s  l i n é a i r e s  com­

p l è t e s  au  moyen d e s  a d j o i n t e s  ( V o i r  p . e x .  PICARD & SlivIART, 

f f h e o r i e  d e s  f o n c t i o n s  a l g é b r i q u e s ,  t . II, e n  p a r t i c u l i e r  c h p p .  

1 e t  3 î ; S3YSRI~I»6î 'FLBR, V o r l e s u n g e n  ü b e r  a l g e b r a i s c h e  Geome-  

t r i e  , c h a p . 5 )  . Du p o i n t  de v u e  de 1 ’ A l g è b r e  m o d e r n e ,  l e  

t h é o r è m e  de N o e t h e r  p r é s e n t e  a u s s i  u n  i n t é r ê t  e n  l u i - m ê m e  : 

e n  c h e r c h a n t  l e  p r é c i s e r  ou  à l e  g é n é r a l i s e r ,  o n  e s t  c o n ­

d u i t  à  d e s  p r o b l è m e s  q u i  c o n c e r n e n t  l a  t h é o r i e  de ^ é l i m i n a ­

t i o n ,  l a  t h é o r i e  a d d i t i v e  d e s  i d é a u x ,  e t  l a  t h é o r i e  d e s  v a ­

r i é t é s  a l g é b r i q u e s  . C ’ e s t  s u r  c e s  q u e s t i o n s  que  j e  v o u d r a i s  

i n s i s t e r  .

. -  Le t h é o r è m e  de N o e t h e r  p o u r  d e u x  c o u r b e s  p l a n e s

Dans j ’ a n n e a u  J  \_ r x , y J f où J L  d é s i g n e  l e  

c o r p s  d e s  nombre*: c o m p l e x e s ,  s o i e n t  f ( x , y )  , g { x , y )  deux  

p o l y n ô m e s  t e l s  qu e  l e s  c o u r b e s  f  = 0  « g — 0 s o i e n t  s a n s  

p a r t i e  com u n e  . Le t h é o r è m e  de N o e t h e r  e x p r i m e  l e s  c o n d i ­

t i o n s  n é c e s s a i r e s  e t  s u f f i s a n t e s  p o u r  q u ’ u n  p o îy n o m e  Çj? ( x , y )  

s  - 1 i s  f  a g s e ? u n e  i d e n t i t é  de fta f o r m e  :

H. I



( î )  t f ( x , y ) = a i  + b g  a . ' b  - T t j x . y ]
\ ' .  . M  j

do n c  p o u r  que  ^  a p p a r t i e n n e  £ 1 * i d é a l  ^441 — ( f * ê )

P o u r  t r o u v e r  c e s  coud  i 1 5 o n s  n o u s  a l l o n s  u t i l i s e r  

u n e  m é t h o d e  d o n t  l e  p r i n c i p e  r e m o n t e  à  N o e t h e r  l u i - m ê m e  

(Mat h .  Ann. , t .  4 0 ,  p . 140 ou  PICARD 8c SIMART , t .  I I ,  c h , l  , 

p 1 ) m a i s  nu e  n o u s  m o d i f i e r o n s  e n  t e n a n t  co m p te  de r e m a r q u e s  

r é c e n t e s  (W.van  d e r  Wonde,  TJher d e n  N o e t h e r s c h e n  j u n d a m e n -  

t a l s a t z ,  M a t h .  Ann.  1 . 111 , 19-35, p . 4 3 5 ;  B . L . v a n  d e r  f f a e r d e n ,  

S i n  n e u e r  B e v e i s  d e s  R e s t s a t z e s  , ¿Æath.Ann.  1 . 1 1 1 ,  1935  , 

p . 432 ; P . D u b r e i l ,  T h è s e ,  e t  r e m a r q u e s  s u r  l e  t h é o r è m e  de 

N o e t h e r  , B u l 1 . Soc .Ma t h . 1936)  .

Si  u n  p o l y n o m e  s a t i  s f  a i  t  à 1 i d e n t i t é  (1 )  , on

p e u t  c h o i s i r  d a n s  c e t t e  i d e n t i t é  l e s  p o l y n o m e s  a e t  b

d ’ un e  i n f i n i t é  de mena è r e s  \ à p a r t i r  cl ' u n  c o u p l e  a ,  h on  

e n  o b t i e n t  u n e  i n f i n i t é  d ’ a u t r e s  en  p o s a n t

=  a +  À g , îjj = t) -  A i

où  e s t  un  p o l y n o m e  a r b i t r a i r e  . En s u p p o s a n t  qu e  Oy

n ’ e s t  p a r a l l è l e  s a u c u n e  de s  d i r e c t i o n s  a s y m p t o t i q u e s  de 

f  — 0 n o u s  p o u v o n s  c h o i s i r  l e s  p o l y n o m e s  a e t  “b de 

m a n i è r e  eue  h s o i t  de d ee;re m—1 e n  y  , m é t a n t  l e

^  Dans c e t t e  p r e m i è r e  p a r t i e  nouo  e m p r u n t o n s  s e u l e m e n t  à

1 s t h é o r i e  d e s  idé j à 2  q u e l q u e s  d é f i n i t i o n s  f o n d a m e n t a l e s  .

V . - H. *  i
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&ogré de f  ; b s ’ o b t i e n t  à  p a r t i r  d ' u n  po ïynome b-j 

q u e l c o n q u e ,  comme r e s t e  de 3a d i v i s i o n  de p a r  f  s u i ­

v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  de y  .

S o i t  .
5 L (x)  = u ( r , y )  f ( x , y )  + v ( x , y )  g ( x , y )

un  p o l r n o m e  en  x s e u l  a p p a r t e n a n t  à 1 f i d é a l  m  : n  

e x i s t e  de t e l  s ^ o ly n o m e s  p u i s q u e  l e  r é s u l t a n t  de f  e t  de 

g , p a r  e x e m p l e ,  en  e s t  un  .

Si i f  ( x , y )  e s t  un polynorae  q u e l c o n q u e  , n o u s  p o u ­

v o n s  é c r i r e  :

(3)  5L W  fp ( x , y )  = u  . f  + v Ÿ . g  = s f + t S

où  t  e s t  l e  r e s t e  de l a  d i v i s i o n  de v p a r  f  s u i v a n t

l e s  p u i s s a n c e s  de y .

Si t<p s a t i s f a i t  à 1 ’ i d e n t i t é  ( l )  ( a v e c  b de d e g r é  

m-1 e n  y)  , on a :

— s f + t g  = «5  ̂ a f  4* b g

d f où t  — ,5L b ; r é c i p r o q u e m e n t  , s i ,  clans 3 ’ i d e n t i t é

( 3 ) ,  t  e s t  d i v i s i b l e  p a r  3 \ ,  , i l  en  e s t  de même du p r o d u i t  

s f  , donc de s  , p u i s q u e  f  = 0 n ' a d m e t  p a s  Oy comme 

d i r e c t i o n  a s y m p t o t i q u e  . Donc :

Thé o re  me I
La con d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s r f f i  s a n t é  p o u r  q u ' u n  p o -  

1ynome ^  a p p a r t i e n n e  à 1 T i de a l  „ 4 i l _  e s t  que l e  r e s t e

v . -  E . -  «5

bl

<p •
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t ( x . y )  de l e  d i v i s i o n  de r  io  p a r  f  s u i v a n t  l e s  p u i s ­

s a n c e s  do y s o i t  d i v i s i b l e  p a r  5 i  ( x )  = u  f  + v g .

Ce t h é o r è m e  f o u r n i t  donc  un c r i t è r e  s i m p l e  e t  

é l é m e n t a i r e  , qui  a e n  o u t r e  1 ’ a v a n t a g e  de d o n n e r ,  p a r  un  

p r o c é d é  r a t i  onnel  , l e  po lynome  b c o e f f i c i e n t  de g d a n s

1 1i d e n t i  t é  ( 1 ) .

Si  nous  s u p p o s o n s  que  Oy n T e s t  p a r a l l è l e  à 

a uc u n e  des  d r o i t e s  j o i g n a n t  deux à deux  l é s  p o i n t s  d ’ i n t e r ­

s e c t i o n  M. d e s d e u x  c o u r b e s  de b a s e ,  J t-  (x)  e s t  l e  p r o ­

d u i t  de f a c t e u r s  p r i m a i r e s  qu i  c o r r e s p o n d e n t  b i u n i v o q u e m e n t  

à c e s  d i f f é r e n t s  p o i n t s  :

%  (x)  = (x -  Xü)*3 (x -  x3 ) ° ^  . . . .  (x -  xN) N

P ° u r  que  u> a p p a r t i e n n e  à  4 i i  , I L  f a u t  e t  i l  s u f f i t  

que l e  r e s t e  t ( x , y )  c o r r e s p o n d a n t  s o i t  d i v i s i b l e  s é p a r é -

, / X ®*iment  p a r  c h a c un  de c e s  f a c t e u r s  p r i  mai r e s  (x -  x^ l  .

n r  1 ’ e n s e m b l e  d e s  p o ly n o m e s  p o u r  l e s q u e l s
. r ,

t  e s t  d i v i a ï b l e  p a r  (x -  x j  ) 1 e s t  v i s i b l e m e n t  u n  i d é a l  

{Jj . , de s o r t e  nue  l ’ i d é a l  'ff'î, e s t  1 ’ i n t e r s e c t i  o n ^   ̂ ( a u  

s e n s  de l a  t h é o r i e  d e s  e n s e m b l e s )  d e s  i d é a u x  Uf  ̂ r e l a t i f s

r n --------------------------------------------------------------------------------------------------------~
On er-n] o i e  a u s c  i 1 ’ e x p r e s s i o n  de p l u s  p e t i t  comiun  m u l ­

t i p l e  .
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au:' d i f f é r e n t s  p o i n t s  Mj l

M\ = <jf n ^ .... n of̂

Nous? nous  p r o p o s o n s  m a i n t e n a n t  d ’ é t u d i e r  c e s  

i d é a u x  O f ̂  /  e t  notamment de m o n t r e r  q u ’ i l s  s o n t  prima i r e s

P r e n o n s  un d e s  p o i n t s  - ’ i n t e r j e c t i o n  Mj comme 

o r i g i n e  0 . D é s i g n o n s  p a r  i j f  ( -  C'7j ) l ’ i d é a l  c o r r e s p o n ­

d a n t  , p a r  'i\$ l ’ i d é a l ,  p r e m i e r , de t o u s  l e s  p o l y n o m e s  

n u l s  en 0 . P o s o n s  :

( * )  =  x  ^ 3^ ]  ( x )  Si.  ̂ ( o )  ^  o

i t  Ol , on a î

d ’ où

(3 )

S  5"
x  J \ j ( x ) . U >  = s f  + t  g  a v e c  t  = x t

-jM. = s^f + t3g 6 '414. C ^

i

e t  i l  v i e n t ,  p u i s q u e  J 't  } ( 0) £  0 ,

i f  i  -p a ° n<= ^  C  -fJ

De p l u s ,  d ’ a u r è s  ( 3 ) ,  'Ol e s t  l ’ e n s e m b l e  d e s
r

pol.y nome s Cp , d o n t  l e  p r o d u i t  p a r  j ( x ) ap p a r t i  e n t  à 

ÀM + Cor;”io ne s T armai e o s  s  e n  0 ,  on o e u t  , p o u r/ * vr à

t o u t  e n t i e r  -< , t r o u v e r  ur: po lynome h t e l  que 1 on a i t  :

X  h = 1 + p . 

p e s t  un po lynome ne . c o n t e n a n t  aucun terme de d eg ré

z

¥

Y

&
A i
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m oindre  que <jL :

p<* P 01

3n m u l t i p l i a n t  p a r  h  l e s  deuJi membres de (3 )  % on o b t i e n t

Cp = h s ^ .  f  + h t j .  g -  

c 1 es  t - à  -d .i re

t ( 'fo l *. jp *  ) 
de s è r t e  que nous  a v o n s , po u r  t o u t  e n t i e r  e(

Of C ( M i, f J  )

The o rème I I

P o u r  c<. s u f f i s a m m e n t  g r a n d  •  d *une mani è r e

p r é c i s e ,  p o u r

ok — G" + r  — 1 — £  

où r  e t  d é s i g n e n t  r e s p e c t i v e m e n t  l e s  o r d r e s  de m u l t i ­

p l i c i t é  de f  e t  . v en 0 -  on a i n v e r s e m e n t

( M

donc VI -  { Mi , y j * )

ce  qu i  donne une d é f i n i t i o n  s i  mol e des  i d é a u x  C/f ̂  .

P o u r  d é m o n t r e r  c e t t e  p r o p r i é t é  nous  s u p p o s e r o n s  

en p l u s  des h y p o t h è s e s  de ce g e n r e  d é Jè f a i t e s ,  que Oy n ’ e s t  

p s r a l l è l e  à aucune des  t a n g e n t e s  à f  = 0 au p o i n t  r - u p l e

¥

K ) c



V . -  H , -  7

Un polynome

t ( 411.

peut se mettre sous la forme

(4 ) Ü? = a ' f + b ’ g + û

où 1 Tordre de /A en 0 est au moins égal à <T + r —  1 - £

Si U? n ’appartenait pas à Of , le reste t correspondant

serait divisible seulement par x ^  ^  3 ^  9 ) et on

aurait :

ïr 51] (x) y  = 8j f + tj g

t ( 0 ,y ) étant un polynome non identiquement nul, ce qui en­

trai ne

t1(0,y) = 9 (y) f1(y)

en posant f-i(y) - —  0 »#.)—

On a d ’autre part : 

t = x 6'" C tj = Y  U> - Xf = v(8’f + V g  + û ) - A f

(5) ¡t  ̂~ ̂  tn — >)' " X3 r(x) + c f  + v A

avec ^
c = a ’v - b ’ u — n

Le polynome cf + v û  étant multiple de

+ r  ■-1  - t
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x ^  ~ e t  ▼  A 3 t a n t  en 0 <!*or<lre eu moiiis é g a l  à 5" + r - l  

t o u t e  p a r t i e  homogène de des;ré i n f é r i e u r  à Ç + r —1 dans  l e  

p r o d u i t  c f  e s t  m u l t i p l e  de x J , d Toù r é s u l t e  :

0  =  X  t r -  c  » J  +  c 3

c.- é t a n t  en 0 d T o r d r e  au moins ésral à (T-  1 # e t  1 T i -  
d

d e n t i t é  (5) s T é c r i t  :

( 6 ) t~ = b ’x r., (x) *  c ,  f  + d
1 i l

en p o s a n t  :

c-> f  + v A = x ~ ^  d

i u  p o i n t  0 , d e s t  d To r d r e  au moins é g a l  à 

r + r - 1  - ( (T-'O = r + x  - 1  > r

d T où
d ( 0 ,  y ) = y r  d ( y ) 

e t  nous  o b t e n o n s  , en  r e m p l a ç a n t  dans  ( 6) , x p a r  zé ro  :

t 3 ( 0 , y )  = f 3 (y)  © ( y )  = c 1 ( c , y )  y r  f-j (y ) + y r  ( y ) 

d T où
Q (y) = m u l t i p l e  de y r  

t  ( o , y ) =  m u l t i p l e  de f ( 0 , y )

ce qu i  e s t  i m p o s s i b l e  , p u i s q u e  l e  deg ré  du p r e m i e r  membre 

e s t  i n f é r i e u r  au clegré du second

Le p l u s  p e t i t  e n t i e r  /) t e l  que l ’ on a i t

a I



V

donc

e s t  ap p e lé  l e  m u l t i p l i c i t é  de N o e t h e r  du p o i n t  d Ti n t e r s e c -  

t i o ï i  0 . De ce qu i  p r é c è d e  r é s u l t e  t

(7) /$ — 6“ + r  -  3 -

e t  l e  théorème I I  nous donne ,  comme p r e m i è r e  c o n s é q u e n c e ,  l e  

ffiiéprème de N o e t h e r  ( forme c l a s s i q u e )  .

Pou r  q u Tun polynome s a t i s f a s s e  à l f i d e n t i t é

( 1 ) j._n _f a u t  e t  i l  p ;.f f i t  o u Ten t o u t  p o i n t  d ' i n t e r s e c t i o n

M. de deux cou r b e s  d e "base, i l  e x i s t e  des  pol y nome s ô \ t  

b T t e l  s que l a  d i f f é r e n c e

i f  -  a* i  f  -  "b1 i  g  

d év o l o poée s u 5v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  de û — Xj , y -  y , 

commence -par deB t e rm e s  d ' o r d r e  au moins  é g a l  à l a  m u l t i p l i ­

c i t é  de N o e t h e r  ( " c o n d i t i o n  de Noe t h e  r n ) .

D ' a u t r e  p a r t ,  l ' é g a l i t é

ty = ( Mi , p*)
e n t r a i  ne

(8) - f } 1*" C O! C p

d ’ où ^ s u l t e  que (J i  e s t  p r i m a i r e  e t  que ^  e s t  l Ti d é a l

p r e m i e r  a p p a r t e n a n t  à Oj  . P o u r  c e l a ,  i l  s u f f i t  de m o n t r e r  

que :

F  ■ 9

m
. A .

]ß C Vf °}
l-WI

■ F
fi

« f
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f  ^  e u t

l- . *  7 e n t r a î n e n t  U? f  L / fy t p  J T * y

Or n ’ a p l a r t e n a n t  pas  à - j/y  t on peu t  t r o u v e r  un p o l y  —

nome *1« t e ]  que 3 ’ on ai t  :

'l  ^  = 1 + V p/s i P fl <• %
e t  de ] a r e l a t i o n  ‘

\ f ¥ * f + f p/j 
ou i|, e t  a p p a r t i e n n e n t  à ( H  r é s u l t e  b i e n

<f É Uf .

JfH e s t  donc b i e n  l ’ i n t e r s e c t i o n  d ’un 

nombre f i n i  d ’ idéaux p r i m a i re s .

4H = %  n uf2 o....a y K

qui  Correspondent  au* d i f f é r e n t s  p o i n t a  d ’ i n t e r s e c t i o n

On v o i t  immédiatement que ] ’ e x p o sa n t  fi de ] ' i

déal  p r im ai re  U f  , c ’ e s t - à - d i r e  l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  pour  

l e q u e l  on a

( 9 ) f j  P  C  < Jt 

n » e s t  autre  que l a  mult i p l i c i t é  de Noether

Y

+  p /i
:

l ' i d é a l

Pft
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3 . -  Oomplémen t s  du t h é o r è m e  de N o e t h o r  p o u r  deux 

c o u r b e s  p l â n e s  .

La d é t e r m i n a t i o n  de 1 *e x p o s a n t  f  a donné l i e u  

à  des  r e c h e r c h e s  de N o e t h e r ,  B e r t i n i , V o s s ,  e t c  . . .  Gomme 

c e s  r e c h e r c h e s ,  b i e n  q u r a s s e z  n o m b r e u s e s ,  n T a v a i e n t  a b o u t i  

q u ’ à des  r é s u l t a t s  p a r t i e l s ,  j e  me s u i s  p r o p o s é  de r e p r e n d r e  

l a  q u e s t i o n  s y s t é m a t i q u e m e n t  da n s  ma t h è s e  .

Dans ce qu i  p r é c è d e ,  un  r ' o l e  i m p o r t a n t  a é t é  

joué  p a r  l e  po lynome d é s i g n é  p a r  Vl (* )  . Or 1 1 eneambl  e des  

p o ly n om e s  n u i  ne d é p e n d e n t  que  de x e t  a p p a r t i e n n e n t  à l ’ i ­

d é a l  411, , e s t ,  d a n s  l Ta n n e a u  £x ] , un  i d é a l  p r i n ­

c i p a l  : t o u s  c e s  po ly no m e s  s o n t  m u l t i p l e s  d Tun  d ’ e n t r e  e u x ,  

qu i  a l e  d e r r é  minimum, e t  que no u s  a p p e l l e r o n s  l e  s p u s - r é -  

s u l  t a n t  d e s  p o l y n o m e s  f  , g » c a r  i l  e s t  en  g é n é r a l  d i s ­

t i n c t  du r é s u l t a n t  . C’ e s t  l u i  que j ’ a i  u t i l i s é  comme p o l y -  

nome (x) , p a r c e  qu ’ i 1 j o u e ,  p o u r  l e  t h é o r è m e  de N o e t h e r ,  

comme nous  a l l o n s  l e  v o i r ,  un  r ô l e  a s s e z  a n a l o g u e  à c e l u i  du 

r é s u l t a n t  p o u r  l e  t h é o r è m e  de B e z o u t  .

De 1 a r e l a t i o n

* r t  p f  c  o j

r é s ü l t e

x ^ J ^ f x )  £ Ÿ \/l



e t  p a r  s u i t e ,  g r â c e  au c h o i x  du s o u a - r é s u l  t a n t  comme o o l y n o -  

me S ir  (x)  :

ç~ L j? («/Sé 9- + r - l 4  )

Si  d a n s  l ’ i d e n t i t é

$ ,  ( x ) = x ^  $  ( x ) = u  f  + v  g ( $ 3  ( 0 ) ^  0  )

no u f  r e m p l a ç o n s  y p a r  l a  f o n c t i o n  a 1 ge b r  i q ue de x  de f i  — 

n i e  p a r  une  b r a n c h e  de l a  c o u r b e  f  = 0  au v o i s i n a g e  de 0 » 

g ( x , y )  d e v i e n t  une  f o n c t i o n  de x d ’ o r d r e  é g a l  à  s + Nq 

s é t a n t  l ’ o r d r e  de m u l t i p l i c i t é  de 0  p o u r  g = 0  e t  N0  l a  

somme d e s  o r d r e s  de c o n t a c t  de l a  b r a n c h e  de f  c o n s i d é r é e  

a ve c  t o u  t e g  l e s  b r a n c h e s  de v ; de même , v d e v i e n t  une 

f o n c t i o n  de x d T o r-ì r e  au  m o i n s  é g a l  à V  e t  on a p a r  s u i t e

(5" — “v + s  + N — so

de même

G — r

Nous a vons  donc f i n a l e m e n t  l e s  i n é g a l i t é s  :

(10) s^=>6+s+N0 - *5” -  ̂- (T + r - 3 - 

d 1 où

(31) l L r - 3
En p r e m i e r  l i e u ,  on p e u t  m o n t r e r  q u ’ on a 1 Té g a ~

V . -  H . -
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1 J té

Í13 ) ^ 0“ + r -  2 -  ^

Ce t to  é g a l i t é  e a t  é v i d e n t «  p o u r  •£ == p -  3 

Supposons i  é  r  -  & # e t  montrons  que 3 »on a

f  > er + r  -  4 

c Te s t - ' - d i r e  eue 3 es  monômes v r ~3 ~£ ,,cr~¿>
<7 « «2£ V1 t • • • f

y n ' a p p e r t !  e nnen t  pas tous  à d f . Dans l e  cas  con ­

t r a i r e ,  on v o i t  a i s é m e n t  q u ’ on a u r a i t  une i d e n t i t é  de l a  

forme :

» r   ̂+ r -3  — £ _ _ g-
^ ^  = Og- f  + X67 t

Où q,r  s e r a i t  a o rd re  r  - Í  au moins en 0 . l e  p rem ier  

membre é t a n t  se u lem en t  a - o ra re  « -+ r -¿  , ,<r d e v r a i t  d i ­

v i s e r  3e polynôme homopène de des;ré minimum l dans v , ce 

qui e x i g e r a i t

6” -  ¿  ^  r  -  3 

i n é g a l i t é  i m p o s s i b l e  t pu i sq ue  <T — r

A p p l i o a t i n n

Cons idé rons  l e  cas  ( appe lé  " cas s im ó l e "  p a r  l e s

"éom èt res  i t a l i e n s )  où l e s  c o u r t e s  f  = 0 , g = 0 n - e n t

•SiL̂ L t a n g e n t e  commune pr o « n
— i~SL • I»ea polynômes homogènes de

degré r  e t  s  â ailq * a4.
e t  g é t a n t  p r em ie ra  e n t r e  e u x r

1 T 1 d e n t i  té

H

X
er -]
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x *  ( x  ) = u  f  + v g

e n t r a i  ne

(T= S + -£

d T où

^  = r  + s -  1 

r é s u l t a t  d é j à  donné p a r  N o e t h e r  .

C<Comparons m a i n t e n a n t  l e s  n o m b r e s  P e t  6T ; 

l e  p r e m i e r  e s t  un i n v a r i a n t  p r o  j e c t i  f , e t  I I  e s t  f a c i l e  de 

v o i r  q u . * i 1 n ' e n  e s t  p a s  de même du s e c o n d  f d f où r é s u l t e  

q u ' u n e  r e l a t i o n  q u e l c o n q u e  f  ( P , <r } = 0 ne  p e u t  ê t r e  v a ­

l a b l e  d Tune  m a n i è r e  a b s o l u e .

Mais  p o s o n s  :

X = x + t  y

où t  e s t  u ne  i n d é t e r m i n é e  , e t  c o n s i d é r o n s  l e  s o u s —r é s u l ­

t a n t  p a r  r a p p o r t  à l a  v a r i a b l e  X : l e  nombre  <T c o r r e s ­

p o n d a n t  e s t  é g a l  à f  , c a r  t o u t  monome de d e g r é  <r en  x 

e t  y  a p p a r t i e n t  à  , Si on s p é c i a l i s e  t  , 1 ' é g a l i t é  

“  f  s u b s i s t e  s a u f  au p l u s  p o u r  un  nombre f i n i  de v a ­

l e u r s  de t  , e t  n o u s  a v o n s ,  p o u r  l a  m u l t i p l i c i t é  de N o e t h e r ,  

l e  r é s u l t a t  a l g é b r i q u e  s u i v e n t  :

Qx é t a n t  i i x é ,  on p e u t  donc  t o u j o u r s  c h o i s i r  

.lAffxe Qy de m a n i è r e  Que 1 * o n o i t  l ’é g a l i t é
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<r = f

Cy e s t  d i t  a l o r s  no r ma 3 , e t  p o u r  q u M l  e n  s o i t  a i n s i ,

1 1  f a u t  e t  i l  s u f f  i t , d T ao r è s  ( 1Z ) , que 3 yon a i t

( 2 1 ' )  t  -  r  -  d

Ce la  é t a n t ,  s i  no us  a p p e l o n s  N l e  maximum de 

3 s  somme N d e s  o r d r e s  de c o n t a c t  d Tune  "branche de f  en  

0 , av ec  t o u s  l e s  b r a n c h e s  de 0  , 1 ’ i n é g a l i t é  ( 1 0  ) nous  

donne p o u r  P l a  l i m i t e  i n f é r i e u r e

( 1 0 f ) r  + s -  3 +  N ^  f

P o u r  é t u d i e r  c e t t e  l i m i t e  , f o n c t i o n  d ’ é l é m e n t s  

g é o m é t r i q u e s  s i m p l e s ,  i l  e s t  commode d Ta p p r o c h e r  c o n v e n a b l e ­

men t  l e s  c o u r b e s  de b a s e  p a r  des  c o u r b es  dé c om p o s é e s , ce qu i  

e s t  p o s s i b l e  p u i s q u ’ i l  s * a g i t  d ’une  é t u d e l o c a l e  . En u t i ­

l i s a n t  q u e l q u e s  t h é o r è m e s  r e l a t i f s  au c a s  où l e s  p o ly n o m e s  de 

b a s e  s o n t  d é c o m p o s é s ,  on v o i t  que c e t t e  l i m i t e  i n f é r i e u r e  

( 1 0 T) e s t  a t t e i n t e  t o u t e s  l e s  f o i s  que l e s  t a n g e n t e s  commu­

n e s  a u :-7 deu:  coui -bes de b a s e  en  Q s o n t  s i m p l e s  p o u r  f —0  ,

"' ’ a u t r e  p a r t ,  B e r t i n i  e t  7 o s s  a v a i e n t  donné 

comme l i m i t a  s u p é r i e u r e  de P 1 ' e x p r e s s i o n  s u i v a n t e  :

f  = £. -  ( r - 1  ) ( 3-1 ) = r +  8 -  3 +  5 ~



^ = ( pg 4 - ^  v j j  ) d é s i  gne  2 8  mu 3 t i  p l  3 c i  t e  do Be z o u t ,

] e s v* é t a n t  l e s  o r d r e s  de c o n t a c t  en  0  ¿ e s  d i f f é r e n t e s  
■*  il

b r a n c h e s  de f  a v e c  l e s  d i f f é r e n t e s  b r a n c h e s  de g : c e t t e  

l i m i t e  n ’ e s t  a t t e i n t e  que  d a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où  l e s  

c o u r t e s  de b a s e  o n t ,  e n  0 , au p l u s  un e  t a n g e n t e  commune,  

c e l l e - c i  é t a n t  l e  p l u s  s i m p l e  p o u r  l ’ un e  d Te l l e s  . De c e t t e  

l i m i t e  r é s u l t e  que l e  s o u s - r é s u l t a n t  e t  l e  r é s u l t a n t  ne p e u ­

v e n t  ê t r e  i d e n t i q u e s  q ue  s i  c h a q u e  p o i n t  d ’ i n t e r s e c t i o n  e s t  

s i m p l e  au m oi ns  p o u r  l ’ une  d e s  deux c o u r b e s  , e t  c e t t e  c o n ­

d i t i o n  n é c e s s a i r e  e s t  a u s s i  s u f f i s a n t e  , d ’ a p r è s  ( 1 0 f ) .

S i g n a l o n s  a u s s i  q u e ,  l o r s q u e  f  = 0 n ’ a dme t  

que des p o i n t s  m u l t i p l e s  à  t a n g e n t e s  di s t i  n e t e s , on p e u t  

i n d i q u e r  d e s  c o n d i t i o n s  s u f  f i  s a n t é s  p o u r  q u ’u n  po lynome 

a p p a r t i e n n e  à l ’ i d é a l  Mi , c o n d i t i o n s  q u i  f o n t  i n t e r v e n i r  

s e u l e m e n t  d e s  m u l t i p l i c i t é s  d ’ i n t e r s e c t i o n ,  e t  s o n t  u t i l e s  

p o u r  une  d é m o n s t r a t i o n  t o u t  à J a i t  r i g o u r e u s e  du t h é o r è m e  du 

R e s t e  ( v a n  d e r  Waenden,  Z ur  Be g r ü n d u n g  d e s  R e s t s a t z e s  n t t t  

dem N o e t h e r s c h e n  F u n d a m e n t a l s a t z  , M a t h . A n n .  1931 ,  p . 472 ) .

Bn u t i l i s a n t  t o u j o u r s  d e s  p o l y n o m e s  de b a s e  

dé composé s , on p e u t  e n f i n  r a m e n e r  l e  c a s  où  i l  y a d e s  t a n ­

g e n t e s  communes m u l t i p l e s  p o u r  l e s  deux c o u r b e s  à c e l u i  où 

l e s  deux c o u r b e s  o n t  en  0 t o u t e s  l e u r s  t a n g e n t e s  c o n f o n d u e s

H. 36
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av ec  une  même d r o i t e  # L f é t u d e  d e s  s i n g u l a r i t é s  d e s  deux 

c o u r b e s  q u i  e s t  n é c e s s a i r e  p o u r  t r a i t e r  de c a s  f a i t  i n t e r ­

v e n i r  dans  c h a c u n e  de c e s  c o u r b e s  c e r t a i n s  g r o u p e m e n t s  de 

b r a n c h e s ,  a p o e l é s  f a i  s c e a u x , e t  d i s t i n c t s  d e s  s y s t è m e s  c i  r -  

c u l  a i  r e s  : un  e n s e m b le  de b r a n c h e s  de f  e s t  un  f a i s ­

c e a u  p a r  r a p o o r t  à  g s i  deux b r a n c h e s  q u e l  c o n q u e s  de 

o n t  un  c o n t a c t  de même o r d r e  a v e c  c h a q u e  b r a n c h e  de g .

On a p p e l l e  s y s t è m e  c o n j u g u é  , y  , de Cp d a n s  g 1 T en s e m b le  

d e s  b r a n c h e s  de g q u i  o n t  l e  c o n t a c t  maximum a v e c  l e s  b r a n ­

c h e s  de . Si  l e  c o n j u g u é  de (p ne  c o n t i e n t  a u c u n  a u t r e  

s y s t è m e  c o n j u g u é ,  l e  f a i s c e a u  e s t  d i t  p r i n c i p a l  e t  s o n  s y s ­

tème c o n j u g u é  dan s  g e s t  l u i - m ê m e  un  f a i s c e a u  p r i n c i p a l  

p a r  r a p p o r t  à f  : à  c h a c u n  de c e s  c o u p l e s ,  y>i  • ï i  âe  

f a i s c e a u x  p r i n c i p a u x  c o n j u g u é s  c o r r e s p o n d  un  nombre

£ > 2  -  r  + s  -  1 + ( r^- f  s 1 ) V j + N, + N’ ,

où r ^  , s ^  d é s i g n e n t  l e s  o r d r e s  (n o m b re s  de b r a n c h e s )  

de i f  i  , e t  Y  . , ^  l To r d r e  de c o n t a c t  d Tune b r a n c h e  de 

(p j av ec  u n e  b r a n c h e  de 1 a somme d e s  o r d r e s d e

c o n t a c t  d ’une  b r a n c h e  de tp .. a v e c  l e s  b r a n c h e s  de g — 'Y 

N T, l a  somme des  o r  d ro s de c o n t a c t  d ’u n e  b r a n c h e  de y   ̂ a v e c

l e s  b r a n c h e s  de f  -  (!)_. _ Le p l u s  g r a n d,  o , d e s_nom bres

5  -j ( pu sa  p a r t i e  e n t i è r e  s i  £  n e s t  p a s  e n t i e r )  e s t

Nii1
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une  l i m i t e  s u p é r i e u r e  de P . C e t t e  l i m i t e  e s t  a t t e i n t e  en 

g é n é r a l  ; n s i  s m o y e n n a n t  ce  r t s  i n é s  c o n d i t i o n s ,  f7 p e u t  ê t r e  

é g a l  à s a  b o r n e  i n f é r i e u r e  ( 1 0 ’ ) ou à u n  nombre  q u e l c o n q u e  

c o m p r i s  e n t r e  c e t t e  b o r n e  e t  o  .

4 # -  G é n é r a l i s a t i o n s  du t h é o r è m e  de N o e t h e r  : 

c a 3  n o n  hpmorr è n e .

Nous a v on s  v u  que  l ’ i d é a l

■VH, = (f,g)

d o n t  i l  s ’ a g i t  d an s  l e  t h é o r è m e  de N o e t h e r  e s t  1 ’ i n t e r s e c -  

t i o n  d ’un  nombre f i n i  d ’ i d é a u x  p r i m a i r e s  , On d é m o n t r e  que 

da ns  d es  a n n e a u x  s a t i s f a i s a n t  à  d e s  c o n d i t i o n s  g é n é r a l e s  v é ­

r i f i é e s  p o u r  l e s  a n n e a u x  de p o ly n o m e s  , t o u t  i d é a l  e s t  l ’ i n ­

t e r s e c t i o n d 1 un  nombre f i n i  d ’ i d é a u x  p r i m a i r e s  { v o i r  l e  S é ­

m i n a i r e  de 1 9 3 4 - 3 5 )  .

L ’ a p p l i c a t i o n  de ce  t h é o r è m e  de d é c o m p o s i t i o n  

c o n d u i t  à  de s  g é n é r a l i s a t i o n s  n a t u r e l l e s  du t h é o r è m e  de Noe­

t h e r  . C o n s i d é r o n s  d ’ a b o r d ,  d a n s  1 ' a n n e a u  J \  » • • •

o'ù e s t  u n  c o r p s  a l g é b r i q u e m e n t  f e r m é ,  un  i d é a l  de

> 1 ' x n
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( M \  » -fit ) î e t  s i  i n v e r s e m e n t ,  cp e s t  un  po lynome de (J1 

on  p e u t  t r o u v e r  vp n T a p p a r t e n a n t  p a s  à J ft  e t  t e l  que

<f y  c Mi t y t f ï  )
e t  en  m u l t i p l i a n t  p a r  un  po lynome 4 * t e l  que

u y  = i ( ' p f )

i l  v i e n t
t (4H , 4y ̂ )

I l  f a u t  donc e t  i l  s u f f i t  que p o u r  t o u s  l e s

_zér o s  M. , on a i  t

p o u r

Vf C  H H .  j ï / 1 )
que app a r t i e n n e  à 3 ’ i d é a l  _ 4 H  .

infâi d é r o n s  m a i n t e n e n t  un i d é a l  t Í^_  = ( f , , . . f  )
A j  i  37

Coi

P

I l  e s t  é v i d e n t ,  en  e f f e t ,  que  ÜÎ c o n t i e n t

p f  :w  =

d i  me n s i  or. zé r o  : s e  v a r i é t é  e s t  u n  s y s t è m e  de p o i n t s  ,

M-, , M^-j  e t  on a l a  d é c o m p o s i t i o n  c o r r e s p o n d a n t e s :

M l ^ ü f  ........................n lh N . 3

Si p e s t  1 1 e x p o s a n t  de Uj e t  s i  ÿ j  d é s i g n e  l ’ i d é a l  p r e m i e r  

de t o u s  l e s  po ly nom es  n u l s  en  M  i  , n o u s  av ons  e n c o r e  :
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tou; 'ou u-s de d imens ion .  z é r o  # d s n s  l ’ ann©8â t . .  f

où l e  c o r p s  K n Ta s t  pac  a l g é b r i q u e m e n t  fe rmé • s i  /  e s t  

une  e x t e n s i o n  q u e l c o n q u e  de K r  e t  s i

dé s i g n e  l ’ i d é a l  de même base.'  dans- 1.Panneau  = Z _ t * i  * • • , x n |

on v o i t  s a n s  p e i n e  q u Tu n  polynome de J ,  ^  q u i  a p p a r t i e n t  à  

M i r  a p p a r t i e n t  à  : on p e u t  donc  a p p l i q u e r  l e s  r é -
m m m  ^

s u l t a t s  p i * é c é d e n t s  en  p a s s a n t  à  l ’ e x t e n a l o n  a l g é b r i q u e m e n t  

f e r m é e  XL de E .

Si  K e s t  p a r f a i t  {v o l  1 kommen) , donc  e n  p a r ­

t i c u l i e r  s i  ce c o r p s  e s t  de c a r s c t é r i a t 3que 0 , l e  • s o u s - r é  -

s u l  t a n t  p t  ( xi  } de 1 T i dé al  r . a o T j a r t i e n t  à  1 T s n n e a u■* J  L
. .« s a  d é c o m p o s i t i o n  e n  p u i s s a n c e s  de f a c t e u r s  i r r é d u c ­

t i b l e s  d a n s  c e t  a n n e a u  c o r r e s p o n d  b i n n i v o q u e m e n t  à  l a  décom»

p o s i t i o n  de en  i d é a u x  p r i m a i  r e s  , e t  on  p e u t  t o u j o u r s
K

c h o i s i r  l e o  c o o r d o n n é e s  de m a n i è r e  que 1 ’ e x p o s a n t  de c h a q u e  

f a c t e u r  i r r é d u c t i b l e  du s o u s - r é a u l t a n t  s o i t  é g a l  à 1 ’ e x p o ­

s a n t  de l ' i d é a l  p r i m a i r e  c o r r e s p o n d a n t  . P a r  s u i t e ,  p o u r  que 

' iK  rr s o i t  p r i m a i r e ,  i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  que l e  s o u s - r é s u l -  

t a n t  s o i t  p u i s s a n c e  d Tu n  i a e i s s i  po lynome i r r é d u c t i b l e  .

S o i t  e n ^ i n  f n  u n  i d é a l  de d i m e n s i o n  q u e l  conq ue

01 u n  c om po aa n t  p r i m a i r e  de Mi. de d i m e n a i o n  d , ^  l ’ i ­

d é a l  p r e m i e r  a p p a r t e n a n t  à  O f . O n  s a i t  d é f i n i r  p o u r  -jf} une
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r e p r é s e n t a t i o n  p a r a m é t r i q u e  Y f  t  i
5 3 ...........5d ' Sd+1 ..............  J n

Ç] ( p a r  exemp] e |  s o n t  d e s  i n d é t e r m i n é e s ,

^ d +3 * • • • »  ^ e s  f o n c t i o n s  a ] g é b r i q u e s  de ^^  * * * • • * ^ d

E f f e c t u o n s  l a  s u b s t i t u t i o n

X1 ~ >1 •■•••.* x d = \  d

d a n s  t o u t  po3ynome f  de = Y !"■* » T j^ -  &. , . . .  fX i oe qu i  donne

u n  po3ynome f» de 3 »anneau  = E ( t  V \ r x
^  1 * 3 ’ • • • * {d'  Lx d+1 » • ’xnJ 

on f a i t  c o r r e s p o n d r e  a i n s i  à 3 » i d é a l  ijj de j t  un  i d é a l  <**

de , o r a l e m e n t  p r i m a i r e  e t  de d i m e n s i o n  z é r o ,  à l » i d é s l

^  ~ ( f l .......... u n  î d é s 3  M V  -  ( t ' j ........................ f » r ) , d o n t

e s t  c o m p o sa n t  p r i m a i r e  . Si 0n p o s e  î

P y  = ( x d + l ~  £ d + 3 ------ » V ( n >

on  v o i t  que l a  cond l  1 1 on_né_ces?a i  r e  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  que 

* t  e s t  que  :

f ’ e (4h'. j ï?  )
pour  t o u t  composant p r im a i re  <y de -#L . c ’e s t  l e  c r i t è r e  

¿£..H entz _eJ.t _ ou H e n tz e l t a c h e r  Nu] 1 a te  3 Je n s e tz
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où ; a

n

Á

y

a:

A'



V . -  H . -  ¿2

5 • "  G é n é r a l i s a t i o n  du t hé orème de N o e t h e r  : 

c a s  homogène

Sous  l a  forme  non  homogène que nous  I t i j  a v ons  

d o n né e ,  l e  t h é o r è m e  de N o e t h e r  e s t  en  g é n é r a l  i n s u f f i s a n t  

p o u r  l e s  a p p l i c a t i o n s  g é o m é t r i q u e s  qu i  e x i g e n t  l e  p l u s  s o u ­

v e n t  q u ’ on s e  p l a c e  d a n s  l e  p l a n  p r o j e c t i f  .

Or  1 ’ i d e n t i  t é  

(1 ) <f = a f  + b g

r e l a t i v e  à un e  c o u r b e  (j? = o p a s s a n t  p£*r l e s  p o i n t s  d ’ i n -  

t e r s e c t i o n  à d i s t a n c e  f i n i e  de f  — 0 t g = 0  e t  y  s a t i s ­

f a i s a n t  à  l a  c o n d i t i o n  de N o e t h e r  e n t r a î n e  s e u l e m e n t -

(3)  x Qh  <b = A F + B G

pu <f> ( x ô , x j ,  x2 ) , F ,  G.............  s o n t  l e s  f o r m e s  d é d u i t e s  de

i f  ♦ f  * g » . . . e n  h o m o g é n é i s a n t ,  a l o r s  que l r i d e n t i t é  d o n t  

on a b e s o i n  e s t

(3 )  ^  =  ïï F + V G

Mais  a i  f  e t  g n ’ o n t  p a s  de p o i n t s  comnuns 

à  l ’ i n f i n i ,  (3)  s e  d é d u i t  i m m é d i a t e m e n t  de (3)  e t  l e  t h é o ­

rème de N o e t h e r  e s t  v a l a b l e  s o u s  forme  homogène . On v o i t  

s a n s  p e i n e  à l ’ a i d ë  d ’une  t r a n s f o r m a t i o n  homo- ' raphi  que q u ’ i ï  

l ’e s t  e n c o r e  quand  i l  y a d e s  p o i n t s  d ’ i n t e r s e c t i o n  à  l ’ i n -
r

f i n i  s i  <î) s a t i s f a i t  en  c e s  p o i n t s  à l a  c o n d i t i o n  de Noe­

t h e r  .



Considérons *#une manière générale f dans l’an- 

mtt« J\ (Je. corps des nombres complexes) un

Idéal homogène >1tL « (Fjt...,Ffc) c’est-à-dire un Idéal dont

îes éléments de base sont des formes , et qui se déduit par 

homogénéisation dfun Idéal ordlnslre ( fn ,... , f̂.) (Voir con­

férence de Chabauty) . Le décomposition de l’idésl /Hi. en 1- 
déaux primaires :

^  85 ^o ̂  ^3 ^ * * * * ̂

fait Intervenir les idéaux ...t Ol-̂ qui sont homogènes
ot correspondant 8ux composants primaire8 de (f^,,,,,f̂  );

leurs variétés sont des conos de somnet 0 (ou dos droites 

passant par 0) dans l’espace non oro.iectif n̂+1 * Mais

on peut avoir aussi un composant 01 appartenant a l’idéal
r °

premier 'pi 0 = ix0» X1 * • • • ’ *2 ̂ n’ayant par consé­

quent pas do varié té au point do vue projcctif . Sa présen­

ce représente une condition algébrique supplémentaire, véri­

fiée d’ello-mûmc pour les formes de degré suffisamment élevé 

puisque toute forme de degré au moins égal à 3 ’exposant
p

de Ol appartient à Ali ' donc h (Jf 
f °  f °  / 0

L’extension du théorème de Noether à telle ou

7.- E.- Zò
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t e l l e  q u e s t i o n  de g é o m é t r i e  p r o j e c t i l e  ne a é r a  donc  v a l a b l e  

r> w »es ¿ r i  c t i  o n  g ue s i  1 1 i c^ésl homogène c o r r e s p o n d a n t  su  

p r o b l è me e 3 ~G s a n s  c o m p o s a n t  i m p r o p r e  . C ' e s t  l e  c e s  d f e p r è s  

ce que n o a s  v e n o n s  de v o i r ,  p o u r  I M d é a l  (F ,G)  d é f i n i  p a r  

deux f  o raie s  s a n s  f a c t e u r  commun . P l u s  g é n é r a l e m e n t ,  S e v e r i  

s m o n t r é  q u f i l  en  é t a i t  de même p o u r  1* i d é a l  ( F* , . .  . ,  F ,  )

d é f i n i  p a r  n - d  h y p e r 3 u r f a c e s  F,  = 0 de l ' e s p a c e  p r o j e c -  

t i f  à  n  d i m e n s i o n s  l o r s q u e  1 T i n t e r s e c t i o  n de c e s  h y p e r s u r -  

f a c e s  e s t  non m i x t e  c Te s t - è - d i r e  n ’ e s t  fo rmée  que  de v a r i é ­

t é s  de d i m e n s i o n  d e x a c t e m e n t  .

G* o r  t  r-u c o n t r a i r e  p a r m i  l e s  i n t e r s e c t i o n s  t o ­

t a l e s  m i x t e s  r u ’ on t r o u v e  d e s  e x e m p l e s  s i m p l e s  d f i d é a u x  a v e c  

c o m p o s e n t  i m p r o p r e  . C ' e s t  End ,  é l è v e  de B r i l l ,  qu i  8 m o n t r é  

l e  p r e m i e r  que  l e  t h é o r è m e  de N o e t h e r  n ' e s t  p a s  v a l a b l e  p o u r  

t r o i s  s u r f a c e s  F-j = 0 , F? = 0 , F3 = 0 f s e  c o u p a n t

s u i v a n t  une  c o u r b e  e t  un  s y s t è m e  de p o i n t s  « L f i d e n t i t é

F = A. F- + A0 F-, + A.7F»i i -v >v ô ¿>

p o u r  une  fo rme F s a t i s f a i s a n t  aux c o n d i t i o n s  de N o e t h e r  

n * s  é t é  é t a b l i e  p a r  Snd q u ?e n  s u p p o s e n t  F de d e g r é  s u f f i ­

s amment  é l e v é  .

S e v e r i  a é g a l e m e n t  a t t i r é  l ’ a t t e n t i o n  s u r  l e

V . -  K.  -  ¿ 4
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i * i  t  r u ' u n e  f . K »  T « « a n n u l a n t  a »  p o i n t e  a M n t e r s e c t l  on 

a ' u n  p l e n  (£  = 0 e t  «» un e  q u a r t i q u e  g a u c h e  u n l c u r a a l e  P

n ' o o i a . r t i e n t  p a e  né c e s s a i  r e r a en t  S 3 l a é è l  ( » ^  ) * 

é t a n t  l’iaéel s t t a e h é  à  P  . I l  e n  o a i l l e u r s  o o n e l u  que  

c e t t e  a i i i i c u l  t é  e m p ê c h a i t  1 ' a p p l  5c a t i o n  à l s  g é o m é t r i e  4e 

l a  t h é o r i e  d e s  f o rm a s  a l g é b r i q u e s  de H i l b e r t  e t  t a s k e r  .

13 mU- sem blé  I n b é r o s s e n t  d ’ é t a W i r  d e s  c o n d i ­

t i o n s  m o y e n n a n t  l e s q u e l l e s  un  i d é a l  homogène V t  n ’ a d m e t t r a i t

p a s  de c o m p o s e n t  i m p r o p r e  .

C o n s i d é r o n s  p o u r  c e l a  l a  f o n c t i o n  c a r a c t é r i s t i ­

que  de H i l b e r t  X  i ' o L . l )  âe 3 , i a é s l  ^  » c ' e s t - à - d i r e  

l e  nombre  de c o n d i t i o n s  i n d é p e n d a n t e s  p o u r  q u ’u n e  forme de 

d e g r é  Z  a p p a r t i e n n e  à Ut, . S u p p o s o n s  l e s  c o o r d o n n é e s

c h o i s i e s  de m a n i è r e  que l ' h y p e r p l a n  x 0 ~ 0 p e r  e x e m p l e » 

n e  c o n t i e n n e  a u c u n e  d e s  v a r i é t é s  i r r é d u c t i b l e s  V3 ..........  Vh

d e s  c o m p o s a n t s  p r i m a i r e s  p r o p r e s  Ü1 3 .............  0 ^ h  <*e •

Les f o r m e s  F ( 0 , x 3 ...........x n  ) d é d u i t e s  de c e l l e s  de lk,  p a r

l a  s u b s t i t u t i o n  x Q= 0 e n g e n d r e n t  d a n s  l ’ a n n e a u

u n  i d é a l  <Jt a p p e l é  s e c t i o n  de <>0 . On a :

x  ( 'A. -t ) = x  ( *, n - \  i ut. l -11 + a ( ^ )

A O



fcù A I I )  « e t  un© f o n c t i o n  p o s i t i v e  ou  n u l l e , n é c e s s a i r e -  

raevit null_e_ , cornue 3 '  a m o n t r é  M. J a n e t  ( A n n .E c . N o r m a l e  , 1 9 2 4 )  

£ . °u r  3 e s  v a l e u r s de f ,  d é p a s s a n t  une  c e r t a i n e  l i m i t e  . P o u r  

que  j-ç._ n ’ a d m e t t e  p a s  de c ompoga n t  I m p r o p r e  . 13 f a u t  e t  13 

s u f f i t  que  l a  ¿ o n c t i o n  À ( t  ) s o i t  I d e n t i q u e m e n t  n u l 3 e  

( P r o p r i é t é s  des  v a r i é t é s  a l g é b r i q u e s ,  f a s c . X I I  de 3a Co 33 «c -  

t î o n  p u b l i é e  à 3a mémoi re  de J a c q u e s  H e r b r a u d  ) .

a o l t  a l o r s  iM. un  I d é a l  homogène s a n s  c o m p o s a n t  

I m p r o p r e  , p a r  ex e m pl e  3 * l d é a 3  a t t a c h é  à un e  v a r i é t é  V .

En a p o 3 i q u a n t  3e c r i t è r e  p r é c è d e n t  S. l ’ é t u d e  de l ’ i d é a l  

< m .  4  ) où ¿ e s t  u ne  fo rme  qu i  n ’ e s t  c o n t e n u e  d a n s  

a u c u n  d es  i d é a u x  p r e m i e r s  a p p a r t e n a n t  à 4 f t  , on t r o u v e  que  

3 a c o n g ?. 1 1 on n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  que  ( M 'i , $  ) 

n ’_ ad n e t  t e  p as  de compos a n t  i m p r o p r e  e s t  que  l a  s e c t i o n  ffl  

de y\ ¡ 1 s o i t  e l  ~j e ~même s ans  compo s a n t  i m p r o p r e  . Ce r é s u l ­

t a t  a u q u e l  c o n d u i  senti e s  méthode'-: a l g é b r i q u e s  , e s t  d ' a u t a n t  

p l u s  c u r i e u x  que L l g a u t , dans  s a  t h è s e ,  ava  i t  é t é  a s s e z  n a t u ­

r e l l e m e n t  c o n d u i t  , p a r  l ' e n o l o i  de m é t h o d e s  p u r e m e n t  géomé­

t r i q u e s ,  à p e n s e r  l e  c o n t r a i r e  : 13 a é n o n c é ,  d ' a i  3 l e u r s  s a n s  

d é m o n s t r a t i o n ,  dans  l e  c a s  de 1 ' i n t e r s e c t i o n  d ' u n e  c o u r b e  

g a u c h e  e t  ’une s u r f a c e  CP  , une  p r o p o s i t i o n  é q u i v a l e n t e  

à l ' a b s e n c e  de c o m po se n t  i m o r o p r e  l o r s q u e  l e  s u r f a c e  &  e s t

V# -  H , -  2  6
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d*un  d e g r é  a s s e z  é l e v é e  a l o r s  q u e ,  comme noua  v e n o n s  de l e  

v o i r ,  c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  a b s o l u m e n t  1 n d é n e n d o n t e  de Cp .

Les  i d é a u x  H t  p o u r  l e s q u e l s  MA. , £u  ( Ht , (^ ) 

s o n t  s e n s  comp osa n t  i m o r o p r o ,  s o n t  d i t s  i d é a u x  de p r o n i  è r e  

e s p è c e  . Une v a r i é t é  V de 1 ’ e s p a c e  p r o j e c t i f  Pn e s t  de 

p r e m i è r e  e s p è c e  s i  l ’ i d é a l  e t t a c h é  ô c e t t e  v a r i é t é  e s t  de 

p r e m i è r e  e s p è c e  , e t  on a l e  r é s u l t e t  s u i v a n t  : 1 e t h é o rème 

de N o e t h e r  e s t  v a l a b l e  p o u r  l ’ i n t e r s e c t i o n  d ’une  v a r i é t é  de 

p r e m i è r e  e s p è c e  e t  d ’u n e  h y p e r s u r f a c e  0 = 0  ne c o n t e -  

n a n t  a uc une  p a r t i e  i r r é d u c t i b l e  de c e t t e  v a r i é t é  . R é c i g r o -  

q u e m e n t ,  s i  l e  t h é o r è m e  de N o e t h e r  e s t  v a l a b l e  p o u r  1 ’ i n t e r -  

s e c t i o n  d ’ une  v a r i é t é  7  e t  d ’une  h y p e r s u r f s c e  p a r t i c u l i è r e  

^  * Y e s t  de p r e m i è r e  e s p è c e  . Un i d é a l  ou une  v a r i é t é  

qu i  ne s o n t  p a s  de  p r e m i è r e  e s p è c e  s o n t  d i t s  de s e c o n d e  e s ­

p è c e  .

T o u t e  I n t e r s e c t i o n  t o t a l e  non  m i x t e  ( j  de d i ­

m e n s i o n  d -  1 e s t  de p r e m i è r e  e s p è c e  . Si  n o u s  f a i s o n s  

p a s s e r  p a r  \ )  n - d  h y p e r g u r f a c e s  que l  co n q u e s  s e  r e c o u p a n t
H ’ (J I

s u i v a n t  une v e r i é t é  J  à d d i m e n s i o n s ,  *Q e s t  é i ? a l e -
JU f»

me nt  de p r e m i è r e  e s p è c e  ; de meme t o u t e  v a r i é t é  v  d é d u i t e  

de \ j  comme C/ de {/ , e t  a i n s i  de s u i t e ,  d ’ où r é s u l ­

t e  no t ammen t  que l e s  c o u r b e s  g a u c h e s  a p p e l é e s  p a r  L é g a u t
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courbes «e première e spèce  #

Considérons enfin un Idée! ?A — { 21) « • • • «̂ n-d+l ̂

ayant pour variété l’ensemble d’une variété 7 à a dimen­

sions et d’une variété 7’ à d-1 dimensions : pourvue „cet 

idéal n’ admette âs de composant impropre, 11faut et.il—suf;

que 7 soit variété complimentai re d’une variété de pre* 

ml̂ re espèce. ce qui détermine les cas où le théorème de Noe' 

tne r vaut oour les intersections totales mixtes ,

•coìvi««* p3«n* «ont

f i t


