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1.- Le théoreme d© Noethe» a Joué, comme point de
départ, un roJe important dans la theéeorie classique des
fonctions algébriques : il conduit, conue on sait, au theéo-
reme du Reato et a la construction des séries linéaires com-
plétes au moyen des adjointes (Voir p.ex. PICARD & SlivIART,
ffheorie des fonctions algébriques, t.I1lI, en particulier chpp.
1 et 37; S3YSRI~I»61'FLBR, Vorlesungen iUber algebraische Geome-
trie , chap.5) . Du point de vue de 1’Algébre moderne, le
théoréme de Noether présente aussi un intérét en lui-méme
en cherchant le préciser ou a le genéraliser, on est con-
duit a des problémes qui concernent la théorie de "élimina-
tion, la théorie additive des idéaux, et la théorie des va-
rietés algébriqgues . C’est sur ces questions que je voudrais

insister
.- Le théoreme de Noether pour deux courbes planes

Dans j anneau J\ rx,yJ f ou JL désigne le
corps des nombre*: complexes, soient f(x,y) , g{x,y) deux
polynomes tels que les courbes f =0 « g—0 soient sans
partie com une . Le théoreme de Noether exprime les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu’un poiynome @? (X,y)

s-lisfagse ? une identité de fta forme



(1) tf(x,y)=ai + bg a.'b -Ttjx.y]
donc pour que A~ appartienne £ 1*idéal "'441' — (f*é)
Pour trouver ces coudil5ons nous allons utiliser

une méthode dont le principe remonte a Noether lui-méme

(Math. Ann. ,t. 40, p.140 ou PICARD & SIMART , t. IIl, ch,l
p 1) mais nue nous modifierons en tenant compte de remarques
récentes (W.van der Wonde, TJher den Noetherschen jundamen-

talsatz, Math. Ann. 1.111, 19-35, p.435; B.L.van der ffaerden,

Sin neuer Beveis des Restsatzes , ¢AZath.Ann. 1.111, 1935

p.432 ; P.Dubreil, Thése, et remarques sur le

théoreme de
Noether , Bull.Soc.Math. 1936)

Si un polynome sati sfait a 1 identite (1) , on

peut choisir dans cette identité les polynomes a et b

d’une infinité de menaeres \ & partir d'un couple a,h

on
en obtient une infinité d’autres en posant
= a+ A : jj =19 - A
al g 1] )
ou est un polynome arbitraire . En supposant que Oy

nest paralléle s aucune des directions asymptotiques de
f —0 nous pouvons choisir les polynomes a et b de
maniére eue h soit de dee;re m3 en y , m étant le

N

Dans cette premiere partie nouo empruntons seulement a

1s théorie des idéjaz quelques deéfinitions fondamentales
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&ogré de f ; b s’obtient a partir d'un poiynome b
quelconque, comme reste de 3a division de | par f sui-
vant les puissances de vy

Soit :

5L (x) = u(r,y) f(x,y) + v(x,y) g(x,y)

un polrnome en x seul appartenant a 1fidéal m ©on
existe de tels ~olynomes puisque le résultant de f et de
g , par exemple, en est un

Siif (x,y) est un polynorae quelconque , nous pou-
vons écrire
(3) 5L W fp(x,y)=u<p,,f+v\"(.g=sf+t8
ou t est le reste de la division de v par f suivant
les puissances de vy

Si tp satisfait a 1’identité (lI) (avec b de degré

m-1 en y) , on a
A —s f +1tg = & af #:¢ by

dfou t —5Lb ; reciproquement , si, clans 3’identité

(3), t est divisible par 3\, , il en est de méme du produit

sf , donc de s , puisque f = 0 n'admet pas Oy comme
direction asymptotique . Donc
Théoreme |

La condition nécessaire et srffisanté pour qu'un po-

lynome A appartienne a 1Tideal ,,4il_ est que le reste
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t(x.y) de le division de r io par f suivant les puis-

sances do y soit divisible par 5i (x) = uf + v g

Ce théoréme fournit donc un critere simple et
élémentaire , qui a en outre 1’avantage de donner, par un
procédé rati onnel, le polynome b coefficient de g dans
1 lidentité (1)

Si nous supposons que Oy nTest paralléle a
aucune des droites joignant deux a deux lés points d’inter-
section M desdeux courbes de base, Jt- (x) est le pro-
duit de facteurs primaires qui correspondent biunivoquement

a ces différents points

% (x) = (x - Xi)*3 (x - x3)°r .... (x - xN) N

P°ur que u> appartienne a 4ii , IL faut et il suffit
que le reste t(x,y) correspondant soit divisible sépare-

ment par chacun de ces facteurs primaires (x N

nr 1’ensemble des polynomes pour lesquels

T I _—
t est diviaible par (x - Xj) 1 est visiblement un idéal
{Jj . , de sorte nue | ’idéal 'ffi, est 1’intersection”™ ™ (au

sens de la théorie des ensembles) des idéaux Uf~ relatifs

tiple



au:' différents points ©M |

M = gf n A ..n of?

z
Nous? nous proposons maintenant d’étudier ces

idéaux Of~ [/ et notamment de montrer qu’ils sont primaires

Prenons un des points -’interjection M comme
origine 0 . Désignons par ijf (- C7j) | idéal correspon-
dant , par N$ | ’idéal, premier, de tous les polynomes

nuls en 0 . Posons

(*) = x N 3] (x) S. Mo) ~ o

i¥ t Ol ,on a 1

xS J\jJ(x).U> =5s f + t g avec t = x5"ti
d’ou
(3) M.y =sMf+t3g 6 44 C A
et il vient, puisque J't}(0) £ 0 ,
if 1 -p a° nes N
De plus, d’aurées (3), 'Ol est |’ensemble des

pol.ynomes O , dont le produit par rAij(x) ap partient a

5!\4\[ + Cor:”io & 3 ne s Tarmaie oss en 0, on oeut , pour

tout entier < , trouver ur: polynome h tel que 1 on ait
X h =1+ p.

P est un polynome ne .contenant aucun terme de degré
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moindre que 9L

p<* P 01

3n multipliant par h les deuli membres de (3) %on obtient

Q = hsh f+ht]. g - y
Clest-a-d.re

t (fol *jp*)

de serte que nous avons, pour tout entier ¢

of C (Mi,fJ )
Theoreme 11

Pour <« suffisamment grand <« d*une manieére
précise, pour

K —G+r1r —1 —F£
ou r et désignent respectivement les ordres de multi-

plicité de f et .v. en 0 - on a inversement

(M ) C

donc VI - {Mi , yj*)
ce qui donne une définition simole des idéaux Qf~.
Pour demontrer cette propriété nous supposerons
en plus des hypothéses de ce genre déJé faites, que Oy n’est

psrallele a aucune des tangentes a f = 0 au point r-uple
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Un polynome

+ r 1 -t
t ( 411.

peut se mettre sous la forme
(4) U2 = a" f+ b’ g+ 0
ou 1Tordre de /A en 0 est au moins égal a <T+ r—- 1 -£

Si U? n’appartenait pas a Of , le reste t correspondant

serait divisible seulement par x~ ~ 3 A 9 ) et on
aurait

Tr 511 &) vy =8 T+ g g
t (0,y) étant un polynome non identiquement nul, ce qui en-

trai ne
t10.y) = 9 O 1)

en posant -iy) - — 0>#)-

On a d’autre part

t=x6"C g=vur-XF=v(@FT+Vg+ 0G)-AT

©)) it~ m - > x3 r(x) + cf + VvA
avec N
c=awVv -b’Ww —n

Le polynome ctF +v 0 éetant multiple de



7#H- H*- 8

X N~ et ' A 3tant en 0 <!*or<lre eu moiiis égal a 5'+r-I
toute partie homogéne de des;ré inférieur a C +r— dans le

produit c¢ f est multiple de X J , dTou résulte

0 = X tr- ¢ » J + c3

Cy étant en 0 dTordre au moins ésral a (T- 1 # et 1Ti-

dentité (5) STécrit
(6) P1= b’x r”#x) T c, f +d

en posant
>f +v A =x -~ d
iu point 0 , d est dTordre au moins égal a

r+r-1 - ((T-"0 =r+x -1 > r

d Tou
dO,y) =yr d (y)

et nous obtenons , en remplacant dans (6) , X par zéro

t3(0,y) = f3(y) ©(y) = cl(cy) yr fj(y) +yr ()

d Tou
Q (y) = multiple de yr

t (o,y)= multiple de f(0,y)

ce qui est impossible , puisque le degré du premier membre

est inférieur au clegré du second

Le plus petit entier /) tel que I’on ait



1F
est appelé le multiplicité de Noether du point dTintersec-

A . fi
m ]B C vif donc 3 [-WI

tioTi O . De ce qui précede reésulte t
(7) /I$ — 6“+ r - 3 -

et le théoreme Il nous donne, comme premiére conséquence, le

ffiiépreme de Noether (forme classique)

Pour quTun polynome of satisfasse a | fidentité
(1) j.n_faut et il p;ffit ouTen tout point d'intersection
M. de deux courbes de "base, il existe des polynomes 06\t
bT tels que la différence

if - axi f - "bli g
dévolopoée subvant les puissances de oa —Xj , vy -y,

commence -par deB termes d'ordre au moins égal a la multipli-

cité de Noether ( "condition de Noethern)
D'autre part, l'égalite
— = x

-ly_(Ml 1p )

entrai ne
(8) -f}#Cc O C p

d’ou ~sulte que (@(Ji est primaire et que A~ est | Tidéal
premier appartenant a Oj . Pour cela, il suffit de montrer

que



f A e ut

N\ L entrainent L /f
ytp I Ty

Or vy n’aplartenant pas a -jy t on peut trouver un poly—

nome i« te] que 3’on ait

| A =1+ M pBlPﬂ<°%

et de ]Ja relation

\ F¥ *F+Fpj

ou |, et oft appartiennent a (H résulte bien

Vs

SEU

I'idéal JH est donc bien I’intersection d’un

nombre fini d’idéaux primaires

AH =% n uRo....a YK

qui Correspondent au* differents pointa d’intersection
On voit immédiatement que ]’exposant i de ]"i
déal primaire uf , c’est-a-dire le plus petit entier pour
lequel on a
(9) fj] Ppc <t

n»est autre que la multiplicité de Noether



3 .- Oompléments du théoréme de Noethor pour deux

courbes pléanes

La détermination de 1*exposant f a donné lieu
a des recherches de Noether, Bertini, Voss, etc ... Gomme
ces recherches, bien qurassez nombreuses, nTavaient abouti
qu’a des résultats partiels, je me suis proposé de reprendre
la question systématiquement dans ma these

Dans ce qui précede, un r'ole important a été
joué par le polynome désigné par VI (*) . Or 11eneamble des
polynomes nui ne dépendent que de x et appartiennent a I ’i-
déal 411, , est, dans | Tanneau £x ] , un idéal prin-
cipal : tous ces polynomes sont multiples dTun d’entre eux,

qui a le derré minimum, et que nous appellerons le spus-ré-

sul tant des polynomes f , g » car il est en général dis-
tinct du résultant . C’est lui que j’ai utilisé comme poly-
nome (x) , parce qu’il joue, pour le theoréme de Noether,

comme nous allons le voir, un rdle assez analogue a celui du

resultant pour le théoreme de Bezout

De l1la relation

*r t p f c oj

résilte

xMJrfx) £ YV
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et par suite, gradce au choix du soua-résul tant comme oolyno-
me Sir (Xx)
cL P («/S€é 9-+ r -1 4 )

Si dans |’identité
$, (x) =x"$ (x) =u f + vy (s3 (o) ™ o )

nouf remplagcons y par la fonction aigebrique de x defi—
nie par une branche de la courbe f = o au voisinage de o »
g(x,y) devient une fonction de x d’ordre égal a s + Ng
s étant |’ordre de multiplicité de o pour g =10 et No la
somme des ordres de contact de la branche de f considérée
avec touteg les branches de v ; de méme

., Vv devient une

fonction de x dTor-ire au moins égal a V et on a par suite

6" — V+s + N0 — S
de méme
G — r

Nous avons donc finalement les inégalités
(@l0)) sA=>6+s+N0 - B - N_ d+r-3-

dlou
3D ILr-3

En premier lieu, on peut montrer qu’on a 1 Téga~



V.- H.- 33

1Jte
113) N o“+r-2-7
Cetto égalité eat évident« pour e« =p - 3
Supposons I é r - & # et montrons que 3»on a

f >er+r1r -4 Q

cTest-'-dire eue 3es monbmes X vr=3~£ o> v . .

y ol n'appert! ennent pas tous a df Dans le cas con-
traire, on voit aisément qu’on aurait une identité de la
forme
REMI3—E _ oy X
Ou qr serait a ordre r -I au moins en 0 . le premier
«-+r-¢ . <r devrait di-

membre étant seulement a-orare

viser 3e polynédme homopene de des;ré minimum I dans v , ce

qui exigerait
6”7 - ¢ ~r -3

inégalité impossible t puisque T —r

Applioatinn
(appelé "cas simole" par les

Considérons le cas
f=0 , g=20 n-ent

"éometres italiens) ou les courtes

S tangente commune PrQ . |.eq ﬁopynémes homogénes de
a4

degré r et s aailg * : . .
et g étant premiera entre euxr

1Tldenti té
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X * (x) =uf + vy
entrai ne
(T= S + £
d Tou
N=r+ s -1

resultat déja donné par Noether

@Gomparons maintenant les nombres P et 6T ;
le premier est un invariant projecti f, et Il est facile de
VOir qu.*il n'en est pas de méme du second f dfou résulte
qu'une relation quelconque f(P,<r} =0 ne peut étre va-
lable dTune maniere absolue.

Mais posons

X=X+ 1y
ou t est une indéterminée , et considérons le sous—+éesul-
tant par rapport a la variable X : le nombre <T corres-
pondant est égal a f , car tout monome de degré <r en X
et vy appartient a , SI on spécialise t , 1'égalité

“ o f subsiste sauf au plus pour un nombre fini de va-
leurs de t , et nous avons, pour la multiplicité de Noether,
le résultat algébrique suivent

Qx étant iixé, on peut donc toujours choisir

AAffxe Qy de maniére Que 1*on oit | égalité
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<= f
Cy est dit alors norma3 , et pour quMlI en soit ainsi,

11 faut et il suffit, dTaorés (1Z) , que 3yon ait

(21") t - r - d
Cela étant, si nous appelons N le maximum de
3s somme N des ordres de contact dTune "branche de f en
o, avec tous les branches de o , 1’inégalité (10) nous

donne pour P la limite inférieure

(10f) r+s- 3+ N~ f
Pour étudier cette limite , fonction d’éléments
géométriqgues simples, il est commode dTapprocher convenable-

ment les courbes de base par des courbes décomposées, ce qui
est possible puisqu’il s*agit d’une étude locale . En uti-
lisant quelques théoremes relatifs au cas ou les polynomes de
base sont décomposés, on voit que cette limite inférieure
(10T) &est atteinte toutes les fois que les tangentes commu-

nes au.r deu: coui-bes de base en Q sont simples pour f—o ,

autre part, Bertini et 7o0ss avaient donné

comme limita supérieure de P 1'expression suivante

f=£- (r-1)(3-1) =1+ s - 3+ 5~



N = (pg 4-™ Vvjj) désigne 28 mudtipl 3cite do Bezout,

]es v*_I étant les ordres de contact en o ¢es différentes
branches de f avec les différentes branches de g : cette
limite n’est atteinte que dans le cas particulier ou les
courtes de base ont, en 0 , au plus une tangente commune,
celle-ci étant le plus simple pour |’une dTelles . De cette
limite résulte que le sous-résultant et le résultant ne peu-
vent étre identiques que si chaque point d’intersection est
simple au moins pour | ’une des deux courbes , et cette con-

dition nécessaire est aussi suffisante , d’aprés (10f)

Signalons aussi que, lorsque f = 0 n’admet
que des points multiples a tangentes distinetes, on peut
indiquer des conditions suffisantés pour qu’un polynome
appartienne a | ’idéal Mi , conditions qui font intervenir
seulement des multiplicités d’intersection, et sont utiles
pour une démonstration tout a Jait rigoureuse du théoreme du
Reste (van der Waenden, Zur Begrindung des Restsatzes nttt

dem Noetherschen Fundamentalsatz , Math.Ann. 1931, p.472 ).

Bn utilisant toujours des polynomes de base
dé composés , on peut enfin ramener le cas ou il y a des tan-
gentes communes multiples pour les deux courbes a celui ou

les deux courbes ont en 0 toutes leurs tangentes confondues
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avec une méme droite # Lfétude des singularités des deux
courbes qui est necessaire pour traiter de cas fait inter-
venir dans chacune de ces courbes certains groupements de
branches, apoelés faisceaux, et distincts des systéemes cir-
culaires : un ensemble de branches de f est un fais-
ceau par rapoort a g si deux branches quel conques de

ont un contact de méme ordre avec chaque branche de g

On appelle systeme conjugué , vy , de Co dans g 1Tensemble
des branches de g qui ont le contact maximum avec les bran-
ches de . Si le conjugue de (p ne contient aucun autre
systeme conjugué, le faisceau est dit principal et son sys-
téme conjugué dans g est lui-méme un faisceau principal
par rapport a f : a chacun de ces couples, y>i ¢ T1i ae

faisceaux principaux conjugués correspond un nombre

g>2 - r +s - 1+ (r*-f s 1)Vj + N, + N7,

ou r~ o, sh désignent les ordres (nombres de branches)
de ifi , etY . B 7 | Tordre de contact dTune branche de
(p j avec une branche de 1 i Nj la somme des ordresde
contact d’une branche de tp. avec les branches de g —'Y

NT, la somme des ordros de contact d’une branche de y ™ avec
les branches de f - (. _ Le plus grand, o , des_nombres

59 ( pu sa partie entiére si £ n est pas entier) est



une | imite supérieure de P . Cette limite est atteinte en
général ; nsis moyennant certsinés conditions, f7 peut étre
égal a sa borne inférieure (10°) ou a un nombre quelconque

compris entre cette borne et o

4# - Généralisations du théoreme de Noether

cas non hpmorrene.

Nous avons vu que | ’ideal
mH - (.9
dont il s’agit dans le théoréme de Noether est 1l’intersec-

tion d’un nombre fini d’ideaux primaires , On démontre que

dans des anneaux satisfaisant a des conditions générales vé-
rifiées pour les anneaux de polynomes , tout idéal est | ’in-
tersection dlun nombre fini d’idéaux primaires {voir le Sé-

minaire de 1934-35)

L’application de ce théoréme de décomposition
conduit a des géneralisations naturelles du théoréme de Noe-

ther . Considérons d’abord, dans 1'anneau J\

e ee

>1 "X n

A

o'u est un corps algebriquement ferme, un idéal de



dimensior. zéro : se variété est un systeme de points :
M, , M~-j et on a la décomposition correspondantes:
M iI~of N Ihnos
Si p est llexposant de Uj et si p désigne | ’idéal premier
de tous les polynomes nuls en Mi , nous avons encore
w = pf

Il est évident, en effet, que Ul contient
( M\ »-fit ) T et si inversement, cp est un polynome de (J1

on peut trouver vp nTappartenant pas a Jft et tel que

gy ¢cM tytfi)

et en multipliant par un polynome s* tel que

uy = i ("pf)

il vient
N\
t@&H AH)

Il faut donc et il suffit que pour tous les
_zéros M, on ait

VfCOHH. ji/1)
pour que appartienne a 3’idéal 4H

Coinfai dérons maintenent un ideal tl"\r:(f_,,..fy)



tou;'ou us de dimension. zéro # dsns |’ann@8a A £ g1t .. Fxyp

ou le corps K nTast pac algébriguement fermé e« si [/ est

une extension quelconque de K r et si ( i J
désigne | ’idéal de méme base.'" dans- 1Panneau | =Z t*i *ee xn|
on voit sans peine quwiun polynome deJJ,,[’I; qui appartient a
M ir appartient a Mi K - on peut donc appliquer les ré-

sultats pi*ecédents en passant a | ’extenalon algébriﬁuement
fermée XL de E
Si K est parfait {vol 1kommen) , donc en par-
ticulier si ce corps est de carsctériat3que 0O , le esous-ré -
sul tant pt (xi*} de 1Tidéal L aoTjartient a 1Tsnneau
« sa décomposition en puissances de facteurs irréduc-
tibles dans cet anneau correspond binnivoguement a la deécom»
position de en idéaux primaires

K
choisir leo coordonnées de maniére que 1l’exposant de chaque

, et on peut toujours

facteur irréductible du sous-réaultant soit égal a 1’expo-
sant de Il'idéal primaire correspondant . Par suite, pour que
"iIK m soit primaire, il faut et il suffit que le sous-résul-

tant soit puissance dTun iaeissi polynome irréductible

Soit en”in fn un idéal de dimension quel conque

01 un compoaant primaire de Mi. de dimenaion d N -

déal premier appartenant a Of .0On sait définir pour -jf} une



représentation paramétrique Y f t [
53 5d ' Sd+1

ou Cl -a (par exemp]e| sont des indéterminées,

N d+3*eeen» n Nes fonctions a]gébriques de A" *F**ee*A(

Effectuons la substitution

X1 ~ >1 ereee* xd = \d

Ve

dans tout po3ynome f da A = ' R oe qui Honne

un po3ynome f» de 3»anneau /A' = E (t V \rx
1 *37eee*Ld" Ixd+1l »e’xnl

on fait correspondre ainsi a 3»idéal 1ijj de jt un idéal <=
de a , oralement primaire et de dimension zéro, a I»idésl
N~ (F un Tdés3 MV - ('] e, f»r) , dont
est composant primaire Si On pose i

Py = (xd+I~ £d+3--—-—-- »V (n>

on voit que la condl 11lon_né ces?aire et suffisante pour que

* ot est que

£+ e (4h. j1?)
pour tout composant primaire <y de -#L
¢.E..Hentz eJt _ou Hentzeltacher Nu] 1ate 3Jensetz

c’est le critere
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5" Généralisation du théoreme de Noether

cas homogeéne

Sous la forme non homogene que nous Itij avons
donnée, le théoréme de Noether est en général insuffisant
pour les applications géométriques qui exigent le plus sou-
vent qu’on se place dans le plan projectif

Or 1’identi té

(1) <f =af +bg
relative a une courbe (j? = o passant pE*r les points d’in-
tersection a distance finie de f —0 t g=o0 ety satis-

faisant a la condition de Noether entraine seulement-

(3) x(h <0 = AF + BG

pu < (x6, xj, x2) , F, G...... sont les formes déduites de

if ¢« f *g »...en homogeéeneisant, alors que | ridentité dont

on a besoin est

(3) A= F+ VG

Mais ai f et g n’ont pas de points comnuns
a |’infini, (3) se déduit immédiatement de (3) et le théo-
reme de Noether est valable sous forme homogene . On voit
sans peine a | ’aidé d’une transformation homo-'raphique qu’ii
| ’est encore quand il y a des points d’intersection a |’in-

r
fini si ) satisfait en ces points & la condition de Noe-

ther
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Considérons *#une maniére générale T dans I’an-
mitt« ‘J\r.*o ¥ (Je. corps des nombres complexes) un
Idéal homogene kL « (Fjt...,FD c’est-a-dire un Idéal dont
Tes élénents de base sont des formes , et qui se déduit par
homogénéisation dfun Idéal ordinslre (n,... ,F) (Voir con-
férence de Chabauty) . Le décomposition de |17idesl Aen -
déaux primaires :

ASSAOAABA****/\OtN

fait Intervenir les i1déaux 3% ---t (]—Acpi sont homogenes
ot correspondant 8ux composants primaire8 de ,,,,,.™);
leurs variétés sont des conos de somnet O (ou dos droites
passant par 0) dans I’espace non oro.iectif M+l * Mais
on peut avoir aussi un composant O]. appartenant a 1 ”idéal
premier 1:]0— IXO» X]*eee” 3PN ct n’ayant par conse-

quent pas do variéte au point do we projcctif . Sa présen-
e représente une condition algébrique supplémentaire, veri-
fiée d’ello-mimc pour les formes de degré suffisamment élevé
puisque toute forme de degré au moins égal a 3’exposant

fo
_ . R
de (f] appartient a :fci donc N q

L ’extension du théoreme de Noether a telle ou



telle question de géométrie projectile ne aéra donc valable
>w »es¢iriction gue si 11lic™ésl homogene correspondant su

probléeme es4 sans composant impropre . C'est le ces dfepreées
ce que noas venons de voir, pour IMdéal (F,G) défini par
deux foraies sans facteur commun . Plus généralement, Severi

s montré qufil en était de méme pour 1*ideal (F*,.. .. F , )

défini par n-d hyper3urfaces F, = 0 de l'espace projec-
tif a n dimensions lorsque 1Tintersectio n de ces hypersur-
faces est non mixte cTest-e-dire n’est formée que de varié-

tés de dimension d exactement

G*ort ru contraire parmi les intersections to-
tales mixtes ru’on trouve des exemples simples dfidéaux avec
composent impropre . C'est End, éléve de Brill, qui 8 montreé
le premier que le théoréme de Noether n'est pas valable pour

trois surfaces FH =0 , F? =0, F3 =0 f se coupant

suivant une courbe et un systeme de points « Lfidentité
F=AF + AR + AgFZ>

pour une forme F satisfaisant aux conditions de Noether

n*s ete établie par Snd qu?en supposent F de degré suffi-

samment éleveé

Severi a également attirée | ’attention sur le
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i*i1t ru'une f.K» T ««annulant a» pointe aMntersectl on

a'un plen (£ 0

et «»une quartique gauche unlcuraale P

n‘ooia.rtient pae necessai reraent S 3 laéel ( »hN o)

é¢tant I’1aéel sttaehé a P . Il en o ailleurs oonelu que

cette aiiiicul té empéchait 1'appl 5cation a Is géométrie 4e

la théorie des formas algébriques de Hilbert et tasker

13 mU- semblé Inbérossent d’étaWir des condi-

tions moyennant lesquelles un idéal homogéne Vt n’admettrait

pas de composent impropre

Considérons pour cela la fonction caractéristi-

que de Hilbert X i'oL.I) ae 3,iaésl ~ » c'est-a-dire
le nombre de conditions indépendantes pour qu’une forme de

degrée Z appartienne a Ut, . Supposons les coordonnées

choisies de maniére que l'hyperplan x0 ~ 0 per exemple»

ne contienne aucune des variétés irréductibles V3..... Vh
des composants primaires propres U1l 3

Les formes F(0,x3..... xn ) déduites de celles de 1k par

la substitution xQ= 0 engendrent dans | anneau AO

un idéeal <Jt appelé section de <0 . On a

X (A4)=x(*n-\iut |4+ a(")
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fcu A l1l) «et un© fonction positive ou nulle, nécessaire-

raevit null e, cornue 3'a montré M. Janet (Ann.Ec.Normale ,1924)
£.°ur 3es valeurs de f, dépassant une certaine limite . Pour
que J-¢. n’admette pas de compogant Impropre . 13 faut et 13

suffit que la ¢onction A(t ) soit ldentiquement nul3e
( Propriétés des variétés algébriques, fasc.XIl de 3a Co33«c-

tion publiée a 3a mémoire de Jacques Herbraud ).

aolt alors iM. un Idéal homogene sans composant
Impropre , par exemple 3*ldéa3 attache a une variété V .
En apo3iquant 3e critere précedent S | ’étude de | ’idéal
<m . 4 ) ou ¢ est une forme qui n’est contenue dans
aucun des idéaux premiers appartenant a 4ft , on trouve que
3a cong?lion nécessaire et suffisante pour que ( M'i, $ )
n’adnette pas de composant impropre est que la section ffl
de Wil soit el Je~méme sans composant impropre . Ce résul-
tat auquel conduisenties méthode'-: algébriques , est d'autant
plus curieux que Llgaut, dans sa thése, avait éte assez natu-
rellement conduit , par l'enoloi de méthodes purement géomé-
triques, a penser le contraire : 13 a énoncé, d'ai 3leurs sans
démonstration, dans le cas de l'intersection d'une courbe
gauche et ’une surface @ , une proposition équivalente

a l'absence de composent imoropre lorsque le surface & est



d*un degré assez élevée alors que, comme noua venons de le

voir, cette condition est absolument indénendonte de

Les idéaux Ht pour lesquels MA. , £u (Ht, ()
sont sens composant imoropro, sont dits idéaux de proniére
espece . Une variété V de 1l’espace projectif Pn est de
premiére espéce si |’idéal ettaché & cette variété est de
premiere espéce , et on a le résultet suivant : 1e théoréme
de Noether est valable pour | ’intersection d’une variété de
premiére espeéce et d’une hypersurface 0 = 0 ne conte-
nant aucune partie irréductible de cette variété . Récigro-
quement, si le théoréme de Noether est valable pour 1’inter-
section d’une variéte 7 et d’une hypersurfsce particuliere

N * Y est de premiere espéce . Un idéal ou une varieté
qui ne sont pas de premiére espéce sont dits de seconde es-
pece .

Toute Intersection totale non mixte (] de di-
mension d -1 est de premiére espéce . Si nous faisons
passer par \) n-d hypergurfaces quel conques se recoupant
suivant une veriete ‘F, a d dimensions, 45' est éi?ale-
ment de premiere espéce ; de meme toute variéte v déduite
de \j comme (@ de {/ , et ainsi de suite, d’ou résul-

te notamment que les courbes gauches appelées par Légaut
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courbes oCoJVi««* «N*  «ont «e premiére espéce #
CO \ 0

Considéerons enfin un ldee! ?A— {2)«eeecn-cHI N

ayant pour variété I’ensemble d’une variété 7 a a dimen-
sions et d’une variété 7’ a d-1 dimensions : pourvue ,et
iIdéal n’admette ™as de composant impropre, 11 faut et.il-4auf;
fit que 7 soit variété complimentaire d’une variéte de pre*
ml~re espece. ce qui détermine les cas ou le théoreme de Noe®

ther vaut oour les intersections totales mixtes ,



