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Dans les deux précédentes conférences, on a
étudié, avec les moyens de l'analyse, les corps de fonc-
tions algébriques construits a partir du corps <lej nombres
complexes pris comme corps de constantes . Nous a-lona main-
tenant revor.ir sur cette théorie 6u pc'nt vue @;gebrique
Les av?nta -ea qu’il y a a opérer ainsi sont de p*ua.eurs
espéces : 1) on met en lumiére le caractere algébrique des
notions étudiées, et on ~utilise, pour les démonstrations,
que des moyens purement algébriques ;

) on permet la généralisation, et notamment | té&*
tude des fonctions algébriques obtenues en prenant un corps
quelconque comme corps de constantes, étude qui doit etre
intéressante du point de vue de la recherche des propriétes
arithmétiques des courbes algéebriques

Avant de comnencer cette étude, nous avons be-
soin de rapoeler un certain nombre de points de la théorie

abstraite des corps

THEORIE GENERALE DES CORP3

|.- Théorie des prly”~irmes.
k "“tpv. . un ccros quelconque, on peut dévelop*

per la thécrie des polynomes a coefficients dans k par

ropnort a un certain nombre de variables xj,

*n P
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Etant donné deux polynomes , P, Q* ii existe un polynome D
qui les divise et qui est divifeible par tout diviseur commun
a Pet a Q; Dest déterminé par ces conditions a une cons-
tante multiplicative pres ; on | appelle un p.g.c.d. de P
et Q Il résul3te de la que tout polynome peut étre décom-
posé en facteurs irr6ducti'bles \c’est-A-dire en polynomes
nadmettant plus de décomposition non triviale) , et ceci
d’une seule maniere, a des constantes multiplicatives prés.
Dans le cas ou n = 1, on a de plus le fait que
D oeut se mettre sous la forme UP + VQ, U et V étant de
nouveaux polynomes . 3n particulier, si P et Q sont premiers
entre eux, on peut mettre 3, et par suite aussi n’importe

qguel polynome, sous le forme UP + \Q

f(x) etant un polynome . 8 &est appelé un zéro
do f(x) si f(a) = 0 . Dans ce cas f(x) est divisible par
x-a . S’il est divisible par (x-a)I# , mais non par (x-a)'r+2
r est appelé |’ ordre du zéro © . Si r ~ 1, on dit que 8
est un zéro multiple . Dans ce cas, a est un zéro du déri-
ve f’(x) de f(x) , défini conme étant le coefficient de

t danB f(x+t)

C,uand on opeére sur un corps quelconque comme
corps de3 coefficients, il faut distinguer soigneusement
la notion de polynome de celle de la fonction représentée®©
par le polynome : nous verrons que dans certains cas, un

polynome non nul peut prendre la valeur 0 quelles que



soient les vsleurs données aux variables

2.- 2yensions

k étant un corps, on appelle extension de k la
notion complexe composeée d'un corps K et d’une isomorphie
I de k avec un sous-corps de K, que nous deésignerons

Kk
par k* . Une extension devra donc se représenter en prin-

cipe par un symbole de la fonne (K, ) On emploie sou-
vent la notaui on défectueuse K/k ; |’ ’emploi de cette nota-
tion sera de réegle lorsqu’on supposera que i* est |’iso-

morphie identique , de sorte que Kk CI K

Les extensions (K,1") , (K’,I* ) de Kk ne se-
ront considérees comme identiques que si K = K’ et
Ik = 11k . Plus importante est la notion d’isoaorphie
les extensions nréecdentes seront dites isomorphes s’il
existe une isomorphie J de K avec ICT telle que [|IT" —J (&
Si L est un sous-corps de K contenant k , |’ ’extension
(L,I. ) sera dite contenue dans (E,I")

B étant un ensemble d’éléments do K. on dési-
gnera par Kk*(E) le plus petit sous-corps de K contenant
k* et 3 . Quand cela ne risquo pas d’entrainer de confu-
sion, ce corps pourra aussi se noter Kk(E) . On dit qu’il
resulte de 1’adjonction & k dos éléments de E , D» méme,
on dit que j *e-:tension fk* (¢s),1 ) est engendrée par les

éléments de E . Une extension est dite simple quand elle
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peut étre engendrée par un seul élément #

LMsomorphie Ik fait correspondre h tout po-
lynome f a coefficients dans k un polynome f* a coef-
ficients dans Z . Si un élément de Z est zéro de f~ , on
dit ausni (impropremont) qu’il est zéro de f . Si un élé-

ment de K est zéro d’un polynomo a coefficient dans Kk

on dit qu’il est algébrique sur k ; s’il en est ainsi de
tous les éléments de K, on dit que 1’extension (K, 1 )
est algéebrique ; sinon , qu’elle est transcendante

Nous aurons a considérer plus particuliérement
trois sortes d’extensions d’un corps k

I) les extensions transcendantes simples : on démon—
tre que tout corps po&éde une extension transcendante sim»
pie, et une seule a une isomorphie pres ;

Z) les extensions algébriques simples ; une telle
extension ost engendrée par un zéro d’un polynome irréduc-
tible dans k ; inversement, f étant un polynome irréduc-
tible dans k , on peut toujours former une extension algé-
brigue de Kk qui soit engendrée par un zéro de f . Nous
appellerons une telle extension , extension de dislocation
de f. .'Bile ost determinée a une isomorpliie pres par la
donnée de f ;

15 f eétant un polynome quelconque de degré O a

coefficients dans Kk , on peut former une extension de Kk



©ngendrée par des zéros do T et dans laquelle F se dé-
compose en facteurs linéaires . Une pareille extension est
dite ostension de décomnoaltion de ¥ ; elle est détermi-
née a une isomorphie pres par la donnée de f

3e donner une extension (IC.1") de k conduit
a considérer les eléments de k comme des opérateurs de K
(puisque les éléments de k = 1k k sont contenus dans
E) K se trouve ainsi muni d'une structure d’espace vec-
toriel par rapport a k . La dimension (finie ou infinie)
de cet espace vectoriel s'appelle le fiogr6 do - *2tonsion
ot se note (E:k) (ce nombre est bien déeterminé par les
données de E et de k™* , mais non par ce*ilios ae K et de
k ) . ITho extension de degré fini s'appelle finie . Toute
extension finio est algébrique, et est isomorphe a une ex-
tension contenue dans une extension de décomposition d’un
polynome f de k . Par contre, une extension finie n’est
pas toujours simple (cf.la suite) . Une extension de dis-
location d’un polynome irréductible f a pour degré le de
gré de f

(K, 1. ) étant une extension de k , soit (L,J")
une extension de K . Alors le symbole (LAJM.17) définit
une extension de k (cf. schéma ci-.ioint , page suivante)
Le degré (L:k) de cette extension est donné par la formule

(L:k) = (L:1Q (ICik)
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Sl (g-Ifc) est une exten-

k
fk % sion finie de kB , K considéré
K
comme un espace vectoriel par
CKIk --kiﬁ%: k*KC I raprjort & k , admet comme o-—
pirateurs les éléments de K
autrement dit, il fournit uno représentation de K . Si on

choisit une hase de E par rapport a k , on obtient une re-
présentation de E . par des matrices a coefficients dsns k.

Si A est la substitution linéaire quli correspond a un

élément de K, le polynome caractéristique f de AN
est appelé polynome caractéristique de . C*est une
puissance du polynome 1irréductible de k admettant pour
Zé ro

Le de t-crmjnont de AN s ’appelle le norme de

ol , priso de E a k . On la Sésigne par kN

On a donc

HE /fc( IS> = v 'k'0l"’ "e/k{i) .

La trace de A . s ’appelle la trace de ,
prise de K a k . On la désigne par SK/kAotA . On a
donc
SE/KN°<+ /M GELAK N+ SE/kf\t -
Si (L,Jg-) est une extension de E, et al L
on a

« P K ko SL/KiYT SKI/K(SL/KA V



3,- Extensions composées

Considérons deux extensions (K \/ et @ \/
d’un corps k . U étant un corps , supposons données des
isomorphies 1 | Jz de K ¢t do Z avec des sous-corps
1?7 , Z , de U , telles que Us ¢ U (c'est-a-dire que U
30it le plus potit corps contenant K et S ) , et que les
isomonhies Irlk et JEJk de k dans Il soient identi-
ques . Nous dirons alors que les données de U , Ig , Ig
déterminent une extension composée des extensions (E,17)

et {Z,Jy) . Nous désignerons cette extension composés par

le symbole (U,IK, J_‘,}

Les extensions composées (u. 37z et (U’ 1£,JE
seront dites isomorphes s’il existe une isomorphie G de U
avec UT telle que Glr = 1'y et Gl =JV.
K K éa ¢

Nous n’aurons a nous sorvir de la notion d’ex-
tension composée que dans le cas ou | ’une au moins des ex-
tensions  (i:;, Ik) t (ZfJ*) ost ?inio ; supposons par exem-
ple, qu’il en soit ainsi de la premiero , Il existe alors
un polynome g a coefficients dans Kk tel que |’exten-
sion (K,1?) soit engendrée par des zéros de g . Formons
alors sur Z ot sur Z des extensions (L,Ig) et (V.Jg)
, (L,1g, )
est une extension do décomposition de g sur k . D’autre

do décomposition de g . En vortu du choix do ¢

part les zéros do g dans V engendrent sur Kk .une ex-



Les CD désignent des

1JIn corps qui nfont pas
Y-Ya i recu de notation spé-
XKk <« C- Z « ciale dans le texte.
* I
; Jgr»
r-4C;
I V
I*Ite i -

(1) ¢ K
\V4 L ,
1-*' T *k
O ¢c o c IL-
tension de décomposition (I»t 1 %@o de g . Noua avons

donc deux extensions de déootnpoal tion de (@ Sur Kk : noua

savons qu’elles sont isomorphes . Or la premiere contient

une extension de k isomorphe a (K, 1) ; 11 en résulte

qu’il existe une 1somorphie H de (K. 1~) avec une exten-

<ion contenue dans g&'fiﬂkg-' Posons K = H K . et

*

% ] £ soit U - KZ le plus petit aou?--corps de 7/
contenant K et Z .Le symbole <U,H.JZ) représente une

extension composée des extensions (E,1fo) et (Zz*3™) «

D”autre port, L, V, 1 JZ étant fixés » 11
2 ? ? Z

n’y a qu’un nombre Tfini d’isomorphies H , car g n’a qu’un

nombre fini do zéros . Soient [; (A -1 — s) ces 1i1somor-
\jhies , et Ui les corps U correspondants . Nous allons



nontrer que toute extension composé« a* . I*K- * aes

LJ

extensions données est i1somorphe h 1’une des U’.Ej. 32)

Formons, en effet, sur II" une extension (VT Ju»)

de dé-
composition 8e gF . N {Y’ \/ J’7; ) est une extension

de décorporation de g sur Z , donc iamorphe a (V,J")

Il existe donc une isomorphie G de V”* avec V telle que

G Jjjt<* =" . L’extension (GIITFI™K, GIxjtlglfc) est une

extension de k i1somorphe a (K, k) et contenue dans 3*

extension (V,Jz«ic) (on notera que itk Xt = Ji1zJk PO®r hy-~

pothése) . Donc G Ju JIfk est I’une des 1i1somorphies Hj .

13 en résulte que G Ju» ©st une isomorphie entre

(Uf*lfK,JTx) et (Wi,Ei,h») ce qui démontre notre ssser-

tien .

Il en résulte que si (K, Ik) est finie , JH.

ftty a qu’un nombre fini de types aVex”™ene-cr”~.co”™jea™"

(E,IK) et {Z,J10

4#- La coractéri sti que

k otant un corps, désignons par 3 son unité

multiplicative . Deux circonstances peuvent se présenter ;

ou bien la somme de n éléments égaux a 3 n’est jamais

nulle (n entier positif) : on dit alors que le corps est

de caractéristique O ; - ou bien,

on peut avoir n.l = 0 ;

dans ces conditions, le plus petit entier positif p pour

lequel p. = 0O est un nombre premier que 1°on apoelle
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caractéristiqgue du corps . a étant un élément quelconque
du corps, 1ls somme de p elements égaux $ e est nulle ,

Deux corps dont 1'un est contenu dans 1fautre
ont évidemment méme caractéristiqgue . Tout corps de carac-
téristigue 0 contient un corps isomorphe au corps des
nombres rationnels et est par suite infini . Si p est un
nombre premier, la famille des classes de restes d*entiers
(mod.p) donne un corps fini de caractéristique p ; tout
corps de caractéristigue p contient un corps iaomorphe a
celui-la

Dans un corps de caracteristigue p , on a la
formule remarquable (a + b)) =¢e¢ + b , Jointe a la
formule évidente (ab)P = apbp , elle montre que la cor-
respondance a —" a est une isomorphie du corps Kk avec
un corps qui y est contenu . Nous désignerons par S' cette
isomorphie et nous 1fapoellerona 1fendomorphie fondamentale
die k ; si k est de caractéristique O t nous désignerons
par O la transfoi'n.ati on identique . 3 étant un ensemble

nous désignerons par 3 son image par <

5¢- Corps parfaits . Sxtensicns séparables.

Nous dirons que le corps k est parfeit si
k = k . d resulte de la que tout corps de caracteris-
tigue 0 es"; parfait ; il en est de méme des corps finis

(puisque k a autant d’éléments que k) . Par contre.
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on voit fTacilement que le corps k(Xx) qui résulte de 3*ad-

jonction a un corps k de caractéristique p ™ 0 d’une

transcondante X , n’cnt pas parlait
Une extension K/k , de degré fini, est dite

séparable si K = pK® ) . En tenant compte de ce que

/ wa ) = (K;k) , on volt que toute extension finie d’un
corps parfait est séparable
Si  K/k est une extension séparable, de degré

fini, et si L est un corps intermédiaire entre Kk et-K

les extensions E/L ot L/fc sont séparables . Pour la

premier, c"eat évident; pour la seconde, cela résulte de

la 1-onnuJo (K:k(3?0 = (fxx» >8*<A ~ er 1= (K:L) *

&k étant un élément algébrique par rapport a k
soit T(X) 1le polynome irréductible dans k admettant c*

pour zéro . Nous allons montrer gqu“une condit™onjié cessal re

et suffisante pour que Kk« } /7 Kk soit séparablJ3—-est q.ue

t 30t jzéro simple do fT&)

13n effet, si ot est zéro multiple do F(x)

on a C d ) = 0 , F étant irréductible, cela n’est pos-

sible que si fx) = 0 , c’est™-diro si TX) peut se

muttre sous la forme g@Bt™) , g étant un polynome de de-

gré plus petit que celui de Ff et p 1la caractéristique

de k , On a alors g( ot.tP) = 0 , dTou (e(x<P):K) ¢ (k(c® :K

Or, st on pose k(ot) =11 , on a kfo*P) = k(K ) : I*ex-
T
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tension K/k n’est donc pas séparable dans le cas envisage.
333X contraire, <A est zero simplo de f(x) , X-c* est
P.g.c.d. de f(x} et de (x-<X)P = xP - <P , d’ou

<< £ k(<) , et k(if) = K.

D’autre part, si une extension K/k de k , de
degrée fini, 3e mot sous la forme k(3) , une condition ne-
cessaire et suffisante pour que E/k soit séparable est
que, pour tout c< € S, Kk(S)/k soit separable . La condi-
tion est évidemment nécessaire ; inversement, si elle est
remplie, on a k(3*") = k(3) = K « comme k (E**) —«
on a aussi k.[K*) = K .

Les deux précédents résultats permettent de
reconnaitre si une extension est séparable dés qu’on con-
nalt un systéme de générateurs de cette extension. On voit
notamment que toute extension algébrique finie d’un corps
parfait est séparable . Par contre, si k n’est pas par-
fait, et ai a £ k —» k" , | ’extension k( * a )/k
nest pas separable , Par suite, une condition nécessaire
et 8uffisante pour qu’un corps soit parfait est que toutes
ses extensions finies soient séparables , On en déduit tout
de suite que toute extension algébrique (finie ou non) d’un
corps parfait est un corps parfait ,

K étant une extension finie du corps k , for-
mons la suite K = k{K <rP) , kiK*3') , k(K™ ) ..... k(K" )

........... Ces corps sont emboites les uns dans les autres
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jf+1
en resulte qu’il existe un entier t tel que k(K }=k(K )

Tous les corps do le suite a partir du rang f sont alors

identiques . L’entier f oOtant choisi 3e plus petit possi-
ble , on 1Tappelle 1Teypcssnt de | fextension K/k . | ’exten-
sion k(E” )/k est séparable : scn degrée n est appelé

degré réduit de E;ixtension K/k . On voit tout de suite que
* -y

(k.(K } o k(K ) est une puissance de p ; il en ré-
sulte que le degré de |’extension K/k est de la forme

ap X (x —o0 )

6.- Bxtensior,s simples

Une extension K/k du corps Kk eBt dite 3im-
ple si K résulte de |’ adjonction a k d’un seul élément
Nous nous proposons de démontrer le théoreme suivant 7

k/k étant une extension algébrique finie de
degré, réduit n et d’exocsant f . une condition néces-
saire et suffisante pour qu’el le scit _simple est que
(K/'k) = np~" (p étant la caracteristigue do k ; remplacer
P par 1 si p-0 )

Nous poserons su cours de la démonstration

gi
Ic(K ) - Ki 1 —i —f) KO = K . 1
1} Si K= k(ot) , On a Kj = k(<P ) . On en deduit
(Kj ) “ p et par suite (K:k) ——npf , ce qui démon-

tre que la condition est nécessaire
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3) Pour nontror qu'elle est suffisante, supposons

4*abord que Kk contienne une infinité d»éléments . Soient

< a deux éléments de K

f{x) , g(x) dans k

, zéros de polynomes irréductibles

Soient, dans une extension algébrique

convehable de k |, —et » V» cee o Fy * Nes z®ros atrs

tincts de f »h =18 * f | eeee * fjg3 ceux de
Nous allons montrer que, si kiy*>) / Kk

g
©st une extension

separable, on peut choisir un s € k tel qu’en posant

$-= + ela on ait W«t,y> ) « k (> ) . Bn effet,

choisissons a de telle monirre que les rs éléments

+ afi* a=1i-r1r. *- *~ @® soient tous dis-
tincts les uns des autres . Le polynome f( " -

le zéro y*

ax ) admet
, mais n’a aucun autre zeéro commun avec g(x)

Comme Ji est zéro simple de g(x) , X-fi est un p.g.c.d.

de f{ -ax) et de g(x) . On a donc fT t k(<?) , d’ou
al d - bA tk() ce qui démontre la proposition
Ceci dit, choisissons dans K - Kj (dans K si
f = 0) un élément pour lequel (k(o< ) : k)
grand qu’il est possible .Si Jb €

soit aussi
* | extension k("M)/fc
est séparable , et par suite Kk(<,5 ) /k est simple

, e*
vertu du choix de , il en résulte Kk(o(, ) k( ) ,
AEKf*).k(ct ) contient Kf . Montrons qu’il est impossible
qu’il existe un 1 < f tel que k(o() contienne Kj+i
mais non E, . Sn effet,

en tenant compte de ce que (K:Kj)



7.-C.- 15

égela p at de ce que ot E- . on toll que K= E3( )
- _ A 6 1+3 -pi
d*ou k(E ,«*} = E . On en déduit Kk (K o< ) =

1 [
E° , et par suite Kt = k(Ei+3.c*p ) , ce qui prouve

notre assertion . On a donc I = K C k(°0 «

Remarque . - 13 nous a suffi pour démontrer 3a réciproque
dans 3e cas ou k est de caractéristigue p ™~ o , de sup-
poser que (E : ME**")) = p ; cette condition est donc

équival ente a 3a condition (E:k) = np . 333e est notam-
ment toujours remplie si (kik~ ) = p . Par suite : si Kk
est un corps parfait, et ai x__est transcendant,sur Kk

toute extension finie de k(x) est simp3e

3) Si  k est fini, 13 en est de méme de E . Le théo-
reme résuldte a3ors de 3s proposition suivante : 3e groupe
mu3dtip3icatif E des é3émenta y 0O d’un corps fini E est

cycl ique . Choisissons en effet dans E un é3ément A~

d’ordre maximum m . Soit un u3ement quel conque de E |,
d’ordre n . g étant un nombre premier, posons m = qr m
r = gS n , avec m, n , premiers a q L’élément <Aqr/3-l\

est d’ordre g m ; en vertu du choix de m , on a s —r
Ceci étant vrai pour chaque g , on en conclut que n di-
vise m . Tous les éléments de E sont donc des zeros de

N

ar* - 1 ; K ne peut donc contenir plus de m elements , ce

qui démontre la proposition
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DITISSUR3 PH311IER3

k étant 3e corps des nombres complexes, K un
corps de fonctions algébriques sur Kk # on a vu convient on
pouvait associer a un point P de 1s surface de Riemann
de K une fonction V (x) , définie pour x ~ o dans K ,
et telle que Vp(xy) = Vp(x) + ~p(y) . Cette fonction
jouit de plus de la trés importante propriété suivante si
X, y sont des éléments do IC avec x £ 0 , vy 0, xty ~ 0

on a
"p(x+y) = borne ( p(x), p(y))

K étant maintenant un corps quelconque, nous
appellerons vyqluation de K une fonction 1) définie sur
le groupe multiplicatif K* des éléments ~ 0 de E ot
possédant les propriétés suivantes

I, Vv est une hoaomorphle de a_sur l e groupe addi
ti f des entiers ;

. Si x”~0, x” -1 , la condition (x) 30
entrai ne A (l+x) M0

On complete souvent la définition dfune valua-
tion en posant A (0) = +00 wla formule 2~ (xy) =
N (x) + \My) reste vraie avec les conventions habi-

tuelles de calcul sur 4 oo . De plus, les conditions 1,
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I, ontrainent 3’inégalite

P(x+y) - borne { w(x) t V(y)
et on volt tout de aulte que cette inégalité peut étre
transiormée en égaiite sicc. y (x) ~ \)(y)

A toute valuation d’un corps K. nous asso-
cierons un nouvel objet que nous appellerons un diviseur
premier du corps Il (cf. cependant plus loinune restriction
en ce qui concerne les corps de fonctions algébriques).

Supposons connu dans le corps K un anneau
<7 £ q , tel que ;

1) tout clément de K soit quotient de deux élé-
ments de X ;
2) le théoréme de décomposition unique des idéaux
en facteurs premiers soit vrai dans C/
Dans ces conditions, x etant un élément quel-

conque " 0 de K , 1Tidéal c¢fx se met sous la forme

Vp(x) o , . .
, le produit étant étendu aux idéaux premiers
de <T et les V- (x) étant des exposants entiers , nuls
sauf un nombre fini . Chacune des fonctions est une

valuation do K , et par suite, a chaque idéal premier
de Aj correeoond un diviseur premier de . Les valua-
tions V,» sont toutes —O0 sur \T . Inversement, si V
est une valuation de K toujours —O0 sur XX * | fonsemble

des x de tels que Vy (x) » 0 est un idéal premierXY



«0 T P étant un élément 4« 6" «ltlsIMo par $ . mais
non par A~ . tout * A0 de K se met sous 3a forme

at
p Wﬁl ) »L y Qt « eétant des éléments de Ey non conte-
nus d8ns ~* , On en déduit tout de suite que 6 = .

Ceci s’applique notamment dan? 3e cas ou IT est
un corps de nombres algébriques de degré fini . | anneau X/
des entiers du corps possede les propriétés Bbsrr'saxf.jgal ), 3)
De plus, dons ce ces, on voit tout de suite que toute va-
luation est nécesse: rornent —O0 sur XJ : 13 y a donc cor-
reSn"ir n::.ce >l-ur.i ¥-que entre les ivesus premiers de
et 3es diviseurs premiers de IZ ,

Conai '3(rona maintenant un corps k et un sur-
coros E = k{x) simplement transcendant de k . Soit
<r~ k \x'\ 3’¢.-uneau des po3ynornes a coefficients dans K.
Les idéaux premiers de 1) sont 3es *Tf , f désignant les
polynomes irroductib3os dans k , et 1T satisfait aux con-
ditions 3) , S) . A tout po3ynome irréductib3e f corres-
pond ainsi un diviseur premier de K . Si k est algébri-
guement fermé, 3es po3ynomes f sont de 3a forme x-a |,
(a £ k} et correspondent bi-univoqguement aux é€3éments de
k . Los vad3uultions que nous venons dlobtenir dans K pren-
nent 3e vs3our O sur 3e groupe Kk des constantes " 0

Inversement, si V ost une va3uation de E t nu33e sur



k* , ot si VX -0 # N~ est ~ 0 SUr 11X 0Ot corncide

avoc une des valuations que nous venons de trouver . 31 au

contraire v (X) o , est 3s valuation qui correspond

a 1»idéal premier x“3 <X* de 1’anneeu 4/ « k [x \] ;

v étant maintenant une valuation quelconque
d Tuncorps E , P le diviseur premier qui luil correspond,
1*ensemble b des x tels que 9 (X)) ~ 0O constitue
un anneau, dont les éléments s*appelent les ontiers de E
(pour P , ou pour V ). L’ensemble des x tels que (x)>0

constitue dans I1X un idéal premier Q p. 3i p est tel

que V{ =3 ,ona Ff =pt¥ * et N est le seul
idéal premier do L *anneau U satisfait évidemment
aux conditions 1), 3) . LTanneau est un corps

qu’on appelle corps des restes de E (par rapport a P ou

hN

a VvV ). Si, par exemple, E = k(x) , et si P correspond

a tin polynome 1irréductible f de Kk[x] . 3e corps des res-

tes définit une extension de dislocation de f sur k , de

degré relatif égal eu degré de T

Plus généralement , considérons un nombre Ffini

de valuations différentes t) » eeee o AN d°un corps

Y* .
Z . Soit y[J I’anneau des x tels que 1’0on ait simultané-

ment -0 , N(X) =0, .., (* “ 0 - Nous 81¢

10113 montrer eue \T satisfait aux conditions 1), 2)



Nous avons besoin pour cola du lemme suivant (Ostrowski)

Xenrmo . 13 existe un g« 3 tel que Y (1-x} y 0,

V4a(j) >0 . .... . *h(x)> 0 *

a) pour h =2 , il existe un x™ tel que (x )=0
VZ(x__) N0 . ca? sinon la valeur de ne dépendrait que

|

de celle de V. , et on aurait = PP ,oen vertu de la
condition I. 3n remplacant éventuellement Xxj r-?r son in-
verse, on peut supposer \) *(x,,)> C . De mime, il existe
un - Xy tel que \)-1(ng) > 0 n)éxJ = 0 . L’élement

: . : « L
X = Xy 4 X.g * X@1 satisfait au* conditions

b) pour h > 2 , par récurrence sur h . Le théore-

me étant supposé vrai pour h-3 , il existe x| * *2 tels

que W .(@(B-Xj)> 0 , S>3(x1)> 0 , ~i~l~ >0 P°ur i*3%

X 3(I-x_) >0 \>4_(x(_)) > 0 , Al(x ) > 0 pour i”™3;
dans le cas ou S>,(x")AO et 3N*2 N N * nous pose-

rons X = X _ X * Si (x.) ¢10 , nous poserons
T w W i

X = xj /I 1+ x-jil-x~) ; onfin , si AQAXIN oA 3(X!l O
nous poserons Xx = X, /|l + xL’a)(s-xc,) . L’é3ément x ainsi

obtenu satisfait aux conditions imposées
13 rofit~bG do - r>uo. sur le groupe mu3tip3i —
catif des x tels que v.(s) =0 pour j ~ 1 , ™ n’est

pas identi nuement nu33e . Soit g, un élément dour loquel
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A . prenne 83 plus petite raleur positiva. Les pj sont
dans (j , et tout élément do Z peut étre amené dans 'CT
par multlpl 1cation par un produit de puissancos de3 pj.

O" satisfait donc a It ; de plus on voit, en prenant un
X tel que tf.(x) =1 , nue ]’on a nécessairgnent N*(p*1=I
Tout élement x se met sous la forme i?f P AJ(X}.e ou e
est une unite de ~-KJ , c’est-a-dire un élément de 'L"dont
| "inverse est encore dans tX . L’anneau C/ satisfait donc
aus™i a Z) , et on voit de plus que tous ses idéaux pre-
miers sont principaux

D’autre part, N étant un entier quelconque,
X étant un élément satisfaisant aux conditions du lemme,
on peut choisir n assez grand pour que 1’élement

Ug =1 - (lI-xn)n satisfasse eus conditions (1-u,) —N

V-(u ) —K pour 371 e+ 2e méme, on peut, pour chaque
4 +

I, trouver un u, tel que V.(l-u.) —N et ~{u.) N

pour j i . On en déduit tout de suite le

Théoréme d’Indépendonce (0Ostrowski)

Vi . *xrx * A h étant des valuations
distinctes cl’un corps K, y* , vy, ,.. ., y" des éléments
de K, A un entier, il existe un x £ K tel que 1’on

ait simultanément NANx - yL) MA (L i; 1 € h )
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Projection d’un diviseur premier #

Nous allons maintenant étudier ce que devien-
nent les diviseurs premiers dTun corps quand on fait une
extension algébrique finie de ce corps

Soit donc un corps L , et soit K un sur-corps
de degré fini de L . Soit P un diviseur premier de K
La valuation correspondante p ne peut étre identiquement
nulle sur L. Il en résulte nu»il existe un entier o> 0
bien deétermine tel oue _EE_ soit une valuation de L . Le
diviseur premier correspondant Q s’appelle la pro.'jection
de P sur L . Le nombre e s’appelle Ifordre de ramifica-
tion de P par rapport a L

Avant de passer a | ’étude du probléme inverse,
c’est-a-dire a la question de trouver quels sont les divi-
seurs premiers de K qui se projettent sur un diviseur pre-
mier donné de L, nous avons besoin d’introduire des consi-

dérations topologiques , liées a | ’étude des valuations

Oorps complets

P étant un diviseur prertier d’un corps K , on
peut associer a P une structure topologique uniforme de K
en appelant voisinage d’indice n d’un élément x | ’en-
semble des y tels que v (y-x) — n : on vérifie fa-

cilement oue les axiomes des structures uniformes sont voO-
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riiiéeés . D’ailleurs , cette structure uni forme peut Etre
définie par une métrique , qu’on obtient en posant par

. —Ary(X'—X)
exemple.., P (x,y) - e r .On remarquera que les

voisinages de o sont des sous-groupes additifs a la fois

ouverts et fermés

On dit que le corps Il est complet par rap-
port a ? si | ’espace uniforme ainsi obtenu est complet

S’il n’en est pas ainsi, on peut le compléter
soit E— 1’espace uniforme convoiet obtenu . Il existe wune

isomorphio 1™ entre E et un sous-ensenbl e dense de Kp.

En vertu de la remarque faite sur les voisinages de O

dans 11, rP oeut étre considéré comne un groupe additif
complet Ip étant une isomorph.de additive de K dans
Kp _ le produit xy , considéré comme fonction du couple

(x,y), est une fonction uniformément continue au voisinage

de chaque point de E*H , comme il reésulte de | ’inégalité

Vp(xy-x’y’) —borne i"p(x) m*Vp(y-y '), *p(y) + "™p(x“x*)J
gui est valable des que Sp(m-yT) > ~p(y) . Il en ré-

suite que cette fonction peut se prolonger dans Ep * Kp

et que Ep recoit ainsi une structure d’anneau , Ip de-
venant une isomorphie d’anneau . La fonction 1/x est uni

fermement continue au voisinage de chaque x y 0 de E
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SN oen ¢¢Suit tout de suit® <lve £p e”l ta» corps . La sym-
%>0)a firp .Ip) représenta donc une «”“tension de I , dé-
tew'*Tnio 5 une Ssomorphi© pré.s par les donness de Ir et

de P # et qu’on appelle extension P-adi®ne de 2I' . Le
corps Cp lui-".ndie s’appelle le corpr des él Jr-ents P-cdi-
quea de K .

La fonction e P est uniiormjnent, continue
dans 71 . Bile se prolonge donc dans £p par une fonction
e~* . On voit tout de su:te que \> est une valuation de
Lp : el2g y dSfinit un diviseur premier qu’il y a tout in-
t&rét 5 ne ps' distinguer de P lui-aéne dsnr les nota-
tions : on le désignera donc encore par P . oi " est
1’anneau des entiers de K (pour P) , celui de llp est
le plus petit enseiible femeé contenant Ip X . Le corps
des restes de Ilp est donc le méme (h une isomorphie pres)

que celui de IT .

Supoosons par exemple que K= k(x) , Xx trans-
cendant sur k , et que P soit le diviseur premier nul
sur k* dé1ini par V(z\)) =1 les si 6rnents de lip

_ _ +19 o o
sont alor" Tefi sories omelies ; aj s & coefficients

0
dans k (orposants entiers et positifs sauf pour un nombre

A

+P | :
fini d’entre eux} . On a 0 (4_Uaix ) = icr Si as; N0,
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la lemraa do ESFSSL

La theorie fl<« prynoass dont les coefficients
sont dans un corps comolet comporte un résultat trés remar-
quable dd a TJensel . Pour le formuler et le démontrer |,
nous avons besoin dfétendre a une e'tension transcendante
une valuation donnée dans un corps . Soit donc E un corps,
P un diviseur premier de ITt V3 le corps des restes de E.

Soit E{t) un sur-corps simplement transcendant de E

f = z.t* etant un polriiome a coefficients dans E , po-
sons 0 T(f) = borne 4y (~.)f . f/lg étant une frac-
tion rationnelle de Z(t) , posons NT(flg) = ~NT(fF)- (9)

La fonction y T ainsi obtenue est une valuation de E(t) ;

Si P T est le corps des restes de E(t) par rapport a

>, 1l existe une isomor™hie J entre p et un sous-
corps de T, et le reste "€ qui corre-pond a t est
transcendant sur J p ;. on a wt = JP(T) , f ¢é-

tant un polpnorae de E(t) a coefficients entiers, nous dé-
signerons par T 1Tél;ment de p T qui lui correspond *
Ceci dit , nous arrivons au

Lemme de liensel

Supposons le coros E complet par rapport a__ P
Si _f est un op]*nome _i rrédjicl3bje dans E a coefficients

entiers, et si__ f peut se decomposer en le produit 'g,H



de deux po3ynomea a coefficients dans p pre ilera entre
eux t jf _¢seut se decomposer en 3e produit do deux po3y-
nomes g.h a coeff3cients ent!ers appartenarit respecti -

vement aux classes g , Il

Soient a , , ¢ les degrés de i , g , K,
13 existe par hypothése des po!)ynomes Qﬂ’ hj , a coeffi-
cients entiers, de degrés ™, ¢ , te3s que ST{f-r.h-j) = 3
et ¢gj =g , h = h . Nous a33ons construire par récurren
ce sur n po3dynomes g~ , hn a coefficients entiers ,
te3s que "> (f-gnhn) ~ n et que d° gn —a-c ,d°hn—c¢ «
Supoosons gn , hn déja conétruita ; p désignant un éle-

ment de K , tel que Vp (p) = 3 , posons rn=p”n(f-gnhn)

t, est un po3ynome a coefficients entiers de derré —a»

g et h étant premiers entre eux, nous pouvons trouver des

poljnomes un , vn a coefficients entiers te3s que

"N —S . un + N e A ¢ "es degrés de un , vn étant res
pectivenent —c et a-c . Nous poserons

Sn+3 — Sn ~ P vn -t-3 —~An " N oun
On voit tout de suite que gn+4 , hn+? | satisfont aux
conditions imposées pour n+3 . De p3us, 3es formules de
récurrence montrent que gn , h tendent # quand n aug-

mente indéfiniment, vers des po]Jynomes g, h , qui satis-



font au:s conditions ixnposées 9

Une conséquence du lemme de Fensel, que nous
allons ut? 13ser tout a ] ’heure . est la suivante

C_etant comolet, si un polynome 1rréductibl e
f de_ E_ a pour premier coefficient 1 et pour dernier
coefficient un entier, il est a coefficients enl3ers ,,

En effet, s’ 1 nlen était pas ainsi, 33 exis-

terait un exposant u te] que puf puisse se mettre sous

3a forme t g+ ph , avec i > 0 , g et h étant des
polynoraes ooefficieuts entiers , le dernier coefficient
de g n’étant pas divisible par p . Les polgnomes ‘t , ¢

seraient premiers entre eux, et on pourrait, en vertu du
lemme de Eensel, en déduire une décomposition de f , con-

trairement $ | "hypothese

firte npjjojis_finies_ _dTun corps cp/nplet

Soit L wun corps parfait par rapport a un di-
viseur preraier G , et soit If un sur—orps de degré rela-
tif fini de L . Nous allons montrer qu’il existe un divi-
seur premier et un seul de K , qui se projette en Q sur
L . x étant un élément de K , posons
I'| [lg '

On a >’ (xy) = ) (x) + VT(y) . De pius , si ~’(x) "0
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c est zéro <fun polr'nono IrrsductiblJe f(t) a coeffi-
cients entiers 6tns X dont le premier coefficient est 1
et dont le dernier e3t entier pour ~ ; il en résu3te que
tous les coefficients rie ce polrnome sont entiers < il en
est donc de méme pour 3e po3morne c&r~-cter*?»tique g de Xx

qui est une puissance de f . Or 3e po3ynorne caractéristi-

que de 3+x est g(3+t) ; 1l en resu3te que NA/N(3+X)

est entier, et que Vf(3+5:) » 0 . Si d est le p.g.c.d,
b

des valeurs prises par r t la fonction % est une va-

3uation de Z qui definit un diviseur premier P qui se
projette en Q sur I> . Les entiers de K pour P sont
les é3sments dont les po3ynomes caractéristiques sont a

coefficients entiers

13 résu3 te de 3S que si PT est un diviseur

premier que3 conque de IZ qui se projette en Q sur L , les
entiers pour P sont ausc-i entiers pour P’ ; la condition
V p —0 entraine ”“p» —O0 , ce qui n'est posci'b3e que si

p = p» . Donc

3J __est un _corps coinp3et per__ rapport_a un
divlseur premjer Q , 31y a dans un sur—orps de degré
fini de L un diviseur premier et un seul qui se prolJette
en Q sur L

Soit g wun é3ément de L te3 eue ~n(q) =1
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et p un élément de K tel que >p(P) =3 . De légalite
-0 T(q) s (K:X) resulte que le nombre d , qui s’appelle
le degré j*elati_ f de P par rapport a X , divise (E: X).
De plus, on a Vp(q) = (r:X)/d , et par suite (ZTL)
est le produ.it du degré relatif d psr 1lordre de ramifi-
cation e de P par rapport a X .

Désignons par ix | anneau des entiers de X
par rapport a Q , par <r celui des entiers de K par
rapport a P . Xe corps des restes de K est "t// p iX'.
3n prenant les classes qui contiennent des éléments de

on obtient une isomorphie du corps dés restes -c/'/ q g~ de

L dans -VI v if . On voit facilement que si des éléments
X3 * » eee » XE "0 V sont tels que leurs classes
(mod.p m soient linéairement indépendantes par rapport a

/| q-cK, ces éléments sont eu:;-mémes linéairement indé-
pendants par rapport a X . Il en résulte que le corps des
restes de K est une extension finie de celui de X .

0 étant pris é”al au degré de cette extension, on voit
facilement que les éléments p X. (Q— £-¢ , 19—c )
forment une base de <71 par rapport a O* , c’est-*"—dire
que tout élément de <X se met et d’une seule maniere sous
la forme cl’une combinaison linéaire de ces éléments a

coefficients dans <r , Il en résulte que e S — (K:X)
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ot que , par suite, 3e corps des restes “e Il est une
extension du corps de?, restes de L de decrré égal su de—
r*ré relatif d de P

D’autre part , si nous mettons un élément de
K sous le forme ~_ uj ”"p x“ # nous obtenons une topolo-
gie uniforme complete dans K en prenant pour voisinage
\% de 0 | ’ensemble des éléments pour lesouels

n
Vr (u, ) — n pour toutes les combinaisons (l1.J) -

liais cette condition est équivalente a la condition
AP (x) a nQ * H en résulte que la topologie définie par

P dans K est complete

tensions finies d’un corps cuel conque ,,
Considérons maintenant un corps L dans lequel
on conneit un diviseur premier Q et un sur-corps de degré
fini K de L . ™ornions |’extension Q-*adique {Lq,Ilq) de

L , et considéerons une extension composée (UtH_ ,JTr) des
extensions (L™, 1g) et icl> . (UH-" } est le symbole

d’une extension finie de L& . On y peut donc définir un

diviseur premier |? et une valuation correspondante V

0 o’

Le corps JE‘ e3t partout dense dans U ; il en résulte

tout de suite, que la fonction V (x) = W0 {Jje¢x) est

une valuation de IC; elle y definit un diviseur premier
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* eu! se projette en * swuri. De plus jk peut se pro-

longer par une isonorphSe entre Xp et U . leordre de ra-
mification de P par rapport & I est égal a celui de PQ

par rapport a H,L * le corps des rectes de K par rapport

a P est une extension finie de celui do 1 par rapport a Q

de degre égal au degré relati™ de PQ par rapport a Lo
Ce nombre s’appelle encore le degré relatif de P par rap-
port a 1

Deux extensions composées isomorphes donnent é-

ridemnent par ce procédé le méme diviseur premier de K .

Soit maintenant , inversement, P un diviseur

premier de Il <li se projette en Q . Soit (Ep,lp) 1 ex-

tension P-aclioue de K ; soit In le plus petit ensemble . -

fermé do Kp contenant IpX . (I™.Ip) est une extension Q-
adique de L . Soit U le sous-corps de Kp engendré par
LQ et IPK il nTy a dans U qu’un seul diviseur premier

qui se projette en G sur la et U est complet par rap-

port a ce diviseur premier . On a donc T —Kp » de sorte

que tout diviseur premier de Il qui se projette en Q peut
étre obtenu par le procéde indiqué plus haut . Il en résulte
qu'il nly a qu’un nombre :ini de diviseurs premiers de K

qui se proJettent en Q_sur__ L

Soient P2,P2 ... Pg ces diviseurs premiers.
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fiésignens par XT' I'anneai* des éléments x de K tels que

3fon ait simultanéement Ap(x) M0 {1~=1i1 "~g¢g ) , et par

XTI ] ’anneau des entiers pour Q de L . Il est clair que
contient les éléments de Il oui sont entiers par rap-
port a <T . Inversement, soit x un éelément de t zéro

d'un po3ynome f irréductible dans L dont le premier
coefficient est 1 . On obtient les extensions composées de
1(x)/L et de Lr/L en décomposant f en facteurs irré -

»
ductibli es dans L-S soit f - Jt f,uUl cette doécomosltion;
i=1

si Pj] P} e, ,P’O sont les diviseurs premiers de L(x)

qui se projettent en Q f les corps (I(xX)")™r sont des ex-

tensions de dislocation des f. sur 1q . les "0 (x) étant
[

—O0 , il en résulte que les f* sont a coefficients entiers

dans Jr r et que f est a coeffigients entiers dans L 1

<r se confond avec 1'anneau des entiers de Z par rapport

a <r
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Soient dj las degrés relatifs des Pj par rapport
X et e3 leurs ordres de ramification (l~i-g) . Nous pou-
froD" choisir a; jléirn.s X oo {I"éd* ) de K entiers pour
P3, et dont le;- classes (mod.P.) soient lin6a3rement indépen-
dantes par rapport a </*/~ . Jn utilisant le théoreme <3in-

dépendance, on voit nu'on peut cans restriction supposer que

A N , : .
| Ton a ijr( |.(|() QFp pour lé I . Choisissons
Vautre part un p. tel que V (P})) =2 , V (p*) =0 Si

6 [ PJ
j ~ 1, Posant n1 =y_| Niei » désignons par z, f zp,

| =
Y% T les élements x3 0?4 (1——§ .1—4d; , 0 —o<"e. )

\

Il est facile de voir -u’un élénent de la forme /I aizi
les 83 étant dans L , ne peut etre dans %rque si les a®
sont tous dans <" , et que les Zj sont linéairement indé-
pendants par rapport a k . On en conclut I'inégalité

) dre, & (z;k)
1
Si cette inégalité est une éegalité, les z* ~constituent une

tese de Y.L ¢ 3n vertu du choix des premiers z. , on peut
pour chaque entier m positif , trouver des a* m£ IiT (INi
nn" .
~n’) tels que (zat+)J -C 8itmzi) ~ \ U-*¢égq)
n’+l ~E-— ai ,mzi rv'

donc que  -—-—-mmmmmmemmeem soit dans 13 en résulte
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<ue <I ne posséde peo do beae finie par rapport a 1/0 .
]>onc
Une condition nécessaire et suffisante pour que tr

posséde une base finie par rapport a iS ' est que
.y

> _djei= (K:lr)

Il en est toujours ainsi, en vertu d’un théoreme
bien connu de Lille Noether, dans le cas ”"es extensions se-
parables . 13 en est encore de méme t comme on verra dans
la prochaine conférence, den3 le csa ou L est un corpa de
fonctions algébriques . Par contre, on peut donner dea exem-

ples dens lesquels la condition n’est pas réalisée

Structure dea corps completa
Soit Kun corps complet par rapport a une valuation,

, correspondant a un div'seur premier P . K8ase et Schmldt
(Crel ke, 193-3) , bu5%$, PP erout, UItt et Teischmtil3er
(Crell e, 3G30) ont montré eue ia 3bvuctare du corna K était
bien do terrainée par le donnée de celle da corps des restes
@ de E : cTest--aT re eue si deux corps complets ont des
corps de rester» isomorphes, on peut établir entre eux une
isrtorphie conservant la valuation . Les eutetrsifi cités ont
""lontro comnenb on peut construire E cuani on sonnait

Le résultat est particuliérement simp'ie dans ie cas ou K



et k( ont méme caractéristique t K est siors isomorphe su

C'ros ies séries formelles a coefficients dans

LES DIVISEURS PREMIERS DES CORPS
DE FONCTIONS ALGEBRIQUES

k étant un corps, soit k(x) une extension trans-
cendante simple de Kk , Un corps K contenant Kk(x) et
tel que | 'extension K/k(x) soit finie est appelé un corps
de fonctions algébriques sur k . Le corps k' des éléments

de K qui sont algébriques sur k s'appelle le corps dea

constantes de K . & est encore un corps de fonctions algeé-
briques sur k'. Il n'y aura dsns la suite aucun inconveénient
a supposer toujours que k —k' : c'est ce que nous ferons ,,

Dans le cas ou Kk est parfait, nous savons que l'ex-
tension K/k(x) est simple : on a K = k(x,y) , ou vy sa-
tisfait a une équation irréductible f(x,y) = 0 . Le premier

membre ne peut pas étre un polynome en x~,yN (ou. p est le

caractéristique de k ) car il serait alors une puissance
pléme ~ Donc ]’une au moins des extensions K/k(x) , K/k(y)
est seoarpble . Il en résu3te que si k est parfait, K

contient toujours des foncti ons séparantes t , c'est-a-dire

es fonctions telles que K/k(t) soit séparable . Si k n'est



pas parfait . Tl n’en est plus nécessairement ainsi

Dans 1’étude des corps de fonctions algéebriques
on se restreint systématiguement a | ’étude des diviseurs pre-
miers P correspondant a des valuations V-p prenant la va-
leur 0 sur le corps des constantes ~ 0 . Quand nous parlerons
de diviseurs premiers, nous supposerons toujours cette condi-
tion réalisée

Le corps des restes d’un corps de fonctions al-
gebriques K par rapport a un diviseur premier P est une
extension finie du corps des constantes : le degré de cette
extension est appelé le depré absolu de P . SI  x est un
élément de K tel que Nop(x) M~ 0 , le degré absolu de P
est egal ? son degré relatif par rspoort a k(x)

Le corps dee restes J\ un corps de fonc-
tions algébrioues K par rapport r un divrseur premier P
a toujours méme caracteristique que E ; et par suite K est
isomorphe a un sous-corps du corps des series formel les a
coefficients dans . Inversement, toute isomorphie de E
dans un corps de séries formelles détermine un diviseur pre-
mier de Z ( a condition qu’a un élément au moins ~ 0 de K
corresponde une série formelle a terme constant nul) . On
peut donc trouver les diviseurs premiers de E en recher-
chant les isomorphies de Z dans le corps des séries for-

melles a coefficients dans un sur-corps algjbriguement fermé
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T de & . S3 le corps k est parfait, eux élements de Kk
correspondent nécessaireinent des éléements de TE, et de plus
deux isomorphies ne donnent le méme diviseur premier que

si on peut pes83r de 1’une a | ’autre par une automorphie
du corps dea series formelles conservant k (dans son en-

semble) . Ces deux proprietés ne sont plus vraies si Kk

n'‘est pas parfait



