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Dans l e s  deux p r é c é d e n t e s  c o n f é r e n c e s ,  on a 

é t u d i é ,  a v e c  l e s  moyens de l ' a n a l y s e ,  l e s  c o r p s  de f o n c ­

t i o n s  a l g é b r i q u e s  c o n s t r u i t s  à p a r t i r  du c o r p s  <!e;j nombres  

c o m p le x e s  p r i s  comme c o r p s  de c o n s t a n t e s  . Nous a - l o n a  m a i n ­

t e n a n t  r e v o r . î r  s u r  c e t t e  t h é o r i e  ôu p c ' n t  vue  ©:; g é b r i q u e  

Les  a v ? n t a  -ea q u ’ i l  y a à o p é r e r  a i n s i  s o n t  de p * ua .. e u r s  

e s p è c e s  : 1) on met  en  l u m i è r e  l e  c a r a c t è r e  a l g é b r i q u e  d e s  

n o t i o n s  é t u d i é e s ,  e t  on ^ u t i l i s e ,  p o u r  l e s  d é m o n s t r a t i o n s ,  

que  des moyens p u r e m e n t  a l g é b r i q u e s  ;

¿)  on p e r m e t  l a  g é n é r a l i s a t i o n ,  e t  no tam m ent  l t é** 

t u d e  d e s  f o n c t i o n s  a l g é b r i q u e s  o b t e n u e s  en  p r e n a n t  un  c o r p s  

q u e l c o n q u e  comme c o r p s  de c o n s t a n t e s ,  é t u d e  q u i  d o i t  e t r e  

i n t é r e s s a n t e  du p o i n t  de vue  de l a  r e c h e r c h e  d e s  p r o p r i é t é s  

a r i t h m é t i q u e s  d e s  c o u r b e s  a l g é b r i q u e s  .

Avant  de co m n en ce r  c e t t e  é t u d e ,  n o u s  av o n s  b e ­

s o i n  de r a p o e l e r  un  c e r t a i n  nombre de p o i n t s  de l a  t h é o r i e  

a b s t r a i t e  d e s  c o r p s  ,

THEORIE GENERALE DES C0RP3

I . -  Thé o r i e  de s p r l y ^ i r m e s .

k '‘tpv. . un cc r o s  q u e l c o n q u e ,  on  p e u t  d é v e l o p *  

p e r  l a  t h é c r i e  des  po1y nomes à c o e f f i c i e n t s  d a n s  k p a r

r o p n o r t  à un  c e r t a i n  nombre de v a r i a b l e s  x-j , * n  •
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E t a n t  donné deux po ly n om es  , P ,  Q* i î  e x i s t e  un  polynome D 

qu i  l e s  d i v i s e  e t  qu i  e s t  d i v i f e i b l e  p a r  t o u t  d i v i s e u r  commun 

à P e t  à. Q, ; D e s t  d é t e r m i n é  p a r  c e s  c o n d i t i o n s  à une  c o n s ­

t a n t e  m u l t i p l i c a t i v e  p r è s  ; on l ’ a p p e l l e  un  p . g . c . d .  de P 

e t  Q II  ré  s u  3 t e  de l à  que  t o u t  po lynome p e u t  ê t r e  décom­

p o s é  en  f a c t e u r s  i r r ô  duc t  i "bl e s  \ c ’ e s  t - A -d i r e  e n  p o l y n o m e s  

n ’ a d m e t t a n t  p l u s  de d é c o m p o s i t i o n  non  t r i v i a l e )  , e t  c e c i  

d ’ une s e u l e  m a n i è r e ,  à  d e s  c o n s t a n t e s  m u l t i p l i c a t i v e s  p r è s .

Dans l e  c a s  où n  = 1 ,  on a de p l u s  l e  f a i t  que  

D o e u t  s e  m e t t r e  s o u s  l a  forme UP + VQ,, U e t  V é t a n t  de 

n o u v e a u x  p o l y n o m e3 . 3 n  p a r t i c u l i e r ,  s i  P e t  Q s o n t  p r e m i e r s  

e n t r e  e ux ,  on p e u t  m e t t r e  3 ,  e t  p a r  s u i t e  a u s s i  n ’ i m p o r t e

q u e l  po ly no m e,  s o u s  l e  forme UP + VQ, .

f ( x )  é t a n t  un  polynome . 8 e s t  a p p e l é  u n  z é r o

do f ( x ) s i  f ( a)  = 0 . Dans ce c a s  f ( x )  e s t  d i v i s i b l e  p a r
. ■*. . . . r+2

x - a  . S ’ i l  e s t  d i v i s i b l e  p a r  ( x - a )  , m a i s  non  p a r  ( x - a )

r  e s t  a p p e l é  l ’ o r d r e  du z é r o  © . S i  r  ^ 1,  on d i t  que  8 

e s t  un  z é r o  m u l t i p l e  . Dans ce c a s ,  a e s t  un  z é r o  du d é r i ­

vé f ’ (x )  de f ( x )  , d é f i n i  conme é t a n t  l e  c o e f f i c i e n t  de

t  danB f ( x + t )  .

Ç,uand on o p è r e  s u r  un  c o r p s  q u e l c o n q u e  comme 

c o r p s  d e 3 c o e f f i c i e n t s ,  i l  f a u t  d i s t i n g u e r  s o i g n e u s e m e n t  

l a  n o t i o n  de polynome de c e l l e  de l a  f o n c t i o n  r e p r é s e n t é ©  

p a r  l e  polynome : no us  v e r r o n s  que  d a n s  c e r t a i n s  c a s ,  un  

polynome non  nu l  p e u t  p r e n d r e  l a  v a l e u r  0 q u e l l e s  que
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s o i e n t  l e s  v s l e u r s  d o n n é e s  aux v a r i a b l e s  .

2 . -  2 ÿ e n s  i ons

k é t a n t  u n  c o r p s ,  on  a p p e l l e  ex t e n s  i on de k l a

n o t i o n  c o m p l e x e  composée  d ' u n  c o r p s  K e t  d ’ une  i s o m o r p h i e

I  de k a v e c  u n  s o u s - c o r p s  de K, qu e  n o u s  d é s i g n e r o n s  
k

p a r  k *  . Une e x t e n s i o n  d e v r a  donc  s e  r e p r é s e n t e r  e n  p r i n ­

c i p e  p a r  u n  sy m b o l e  de  l a  f o n n e  ( K, e m p l o i e  s o u ­

v e n t  l a  n o t a u i  on d é f e c t u e u s e  K/k  ; l ’ e m p l o i  de  c e t t e  n o t a ­

t i o n  s e r a  de r è g l e  l o r s q u ’ on s u p p o s e r a  que  ï^. e s t  l ’ i s o -  

m o r p h i e  i d e n t i q u e  , de s o r t e  qu e  k Cl K ,

Les  e x t e n s i o n s  ( K , 1^) , (K ’ , I *  ) de k ne  s e ­

r o n t  c o n s i d é r é e s  comme i d e n t i q u e s  que  s i  K = K’ e t  

I k  = 11 k . P l u s  i m p o r t a n t e  e s t  l a  n o t i o n  d ’ i s o a o r p h i e  : 

l e s  e x t e n s i o n s  n r é e c d e n t e s  s e r o n t  d i t e s  i s o m o r p h e s  s ’ i l  

e x i s t e  u ne  i s o m o r p h i e  J  de K a v e c  ICT t e l l e  que  I T ^ — J  

S i  L e s t  un  s o u s - c o r p s  de K c o n t e n a n t  k , l ’ e x t e n s i o n  

( L , I .  ) s e r a  d i t e  c o n t e n u e  d a n s  ( E , I ^ )  .

B é t a n t  u n  e n s e m b l e  d ’ é l é m e n t s  do K. on  d é s i ­

g n e r a  p a r  k * ( E )  l e  p l u s  p e t i t  s o u s - c o r p s  de K c o n t e n a n t  

k * e t  3 . Quand c e l a  ne  r i s q u o  p a s  d ’ e n t r a i n e r  de c o n f u ­

s i o n ,  ce  c o r p s  p o u r r a  a u s s i  s e  n o t e r  k(E ) . On d i t  q u ’ i l  

r é s u l t e  de 1 ’ a d j o n c t i o n  â k dos  é l é m e n t s  de E , De» même, 

on d i t  que j * e - : t e n s i  on  f k* (¿s) , I  ) e s t  e n g e n d r é e  p a r  l e s  

é l é m e n t s  de E . Une e x t e n s i o n  e s t  d i t e  s  i mp 1 e qua nd  e l l e

) On

Xfc
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t r e  que  t o u t  c o r p s  p o & è d e  un e  e x t e n s i o n  t r a n s c e n d a n t e  s i m »  

p i e ,  e t  une  s e u l e  à  u n e  i s o m o r p h i  e p r è s  ;

Z)  l e s  e x t e n s i o n s  a l g é b r i q u e s  s i m p l e s  ; u n e  t e l l e  

e x t e n s i o n  o s t  e n g e n d r é e  p a r  un  z é r o  d ’u n  po l ynom e i r r é d u c ­

t i b l e  d a n s  k ; i n v e r s e m e n t ,  f  é t a n t  u n  po ly nome i r r é d u c ­

t i b l e  d a n s  k , on  p e u t  t o u j o u r s  f o r m e r  un e  e x t e n s i o n  a l g é ­

b r i q u e  de k q u i  s o i t  e n g e n d r é e  p a r  u n  z é r o  de f  . Nous 

a p p e l l e r o n s  une  t e l l e  e x t e n s i o n  , e x t e n s i o n  de d i s l o c a t i o n  

de f .  . 'Bile o s t  d é t e r m i n é e  à u ne  i so m o  r p l i i  e p r è s  p a r  l a  

d o n n ée  de f  ;

15) f  é t a n t  u n  p o l yno m e q u e l c o n q u e  de d e g r é  Ô à 

c o e f f i c i e n t s  d a n s  k , on p e u t  f o r m e r  une  e x t e n s i o n  de k

l )  l e s  e x t e n s i o n s  t r a n s c e n d a n t e s  s i m p l e s  : on  démon—

p e u t  ê t r e  e n g e n d r é e  p a r  u n  s e u l  é l é m e n t  #

L M s o m o r p h i e  I  f a i t  c o r r e s p o n d r e  h t o u t  p o -
k

lynome f  à  c o e f f i c i e n t s  d a n s  k u n  po l ynom e f *  à  c o e f ­

f i c i e n t s  d a n s  Z . Si  un é l é m e n t  de Z e s t  z é r o  de f  ^  , on 

d i t  au  s n i  ( imp ro p r e  mont )  q u ’ i l  e s t  z é r o  de f  . Si  un  é l é ­

m e n t  de K e s t  z é r o  d ’ un  polynomo à  c o e f f i c i e n t  d a n s  k , 

on  d i t  q u ’ i l  e s t  a l g é b r i q u e  s u r  k ; s ’ i l  e n  e s t  a i n s i  de 

t o u s  l e s  é l é m e n t s  de K, on d i t  q u e  1 ’ e x t e n s i o n  (K, I  ) 

e s t  a l g é b r i q u e  ; s i n o n  , q u ’ e l l e  e s t  t r a n s c e n d a n t e  .

Nous a u r o n s  à c o n s i d é r e r  p l u s  p a r t i c u l i è r e m e n t  

t r o i s  s o r t e s  d ’ e x t e n s i o n s  d ’ un c o r p s  k :
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© n g e n d r é e  p a r  d e s  z é r o s  do f e t  d a n s  l a q u e l l e  f s e  d é ­

compose e n  f a c t e u r s  l i n é a i r e s  . Une p a r e i l l e  e x t e n s i o n  e s t  

d i t e  o s t e n s i o n  de d é c om n o a l t i o n  de f ; e l l e  e s t  d é t e r m i ­

n é e  à  une  i s o m o r p h i e  p r è s  p a r  l a  d o n n é e  de f  .

3e d o n n e r  u n e  e x t e n s i o n  ( IC.I^)  de k c o n d u i t  

à  c o n s i d é r e r  l e s  é l é m e n t s  de k comme d e s  o p é r a t e u r s  de K 

( p u i s q u e  l e s  é l é m e n t s  de k = I k k s o n t  c o n t e n u s  d a n s  

E) K s e  t r o u v e  a i n s i  muni  d ' u n e  s t r u c t u r e  d ’ e s p a c e  v e c ­

t o r i e l  p a r  r a p p o r t  à  k . La d i m e n s i o n  ( f i n i e  ou i n f i n i e )  

de  c e t  e s p a c e  v e c t o r i e l  s ' a p p e l l e  l e  f iogr6 do - *©'2 t o n s  i o n  

o t  s e  n o t e  ( E : k ) ( c e  nombre  e s t  b i e n  d é t e r m i n é  p a r  l e s  

d o n n é e s  de E. e t  de k * , m a i s  n o n  p a r  ce*i ü o s  âe  K e t  de 

k ) . lTno e x t e n s i o n  de d e g r é  f i n i  s ' a p p e l l e  f i n i e  . To u t e  

e x t e n s i o n  f i n i o  e s t  a l g é b r i q u e ,  e t  e s t  i s o m o r p h e  à  un e  e x ­

t e n s i o n  c o n t e n u e  d a n s  une  e x t e n s i o n  de d é c o m p o s i t i o n  d ’u n  

po ly n om e f  de k . P a r  c o n t r e ,  une  e x t e n s i o n  f i n i e  n ’ e s t  

p a s  t o u j o u r s  s i m p l e  ( c f . l a  s u i t e )  . Une e x t e n s i o n  de d i s ­

l o c a t i o n  d ’ un  po ly nom e i r r é d u c t i b l e  f  a p o u r  d e g r é  l e  de 

g r é  de f  .

(K, I. ) é t a n t  un e  e x t e n s i o n  de k , s o i t  ( L , J ^ )  

u ne  e x t e n s i o n  de K . A l o r s  l e  s y m b o l e  ( L ^ J ^ . I ^ )  d é f i n i t  

un e  e x t e n s i o n  de k ( c f .  s chéma c i - . i o i n t  , p a g e  s u i v a n t e )  

Le d e g r é  ( L : k )  de c e t t e  e x t e n s i o n  e s t  donné p a r  l a  f o r m u l e

( L: k) = ( L : IC) (ICïk)
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‘»fe î K
-  -k4* C  K* C  I

f k

SI (g.Ifc) est une exten­

sion finie de le , K considéré 

comme un espace vectoriel par 

raprjort & k , admet comme o — 

pirateurs les éléments de K :

autrement dit, il fournit uno représentation de K . Si on 

choisit une hase de E par rapport à k , on obtient une re­

présentation de E . par des matrices à coefficients dsns k. 

Si A est la substitution linéaire qui correspond à un 

élément de K, le polynome caractéristique f de A ^  

est appelé polynome caractéristique de . C*est une

puissance du polynome irréductible de k admettant pour 

zé ro .

o( , priso de E à k . On 1 a Sésigne par ** ^

On a donc :

prise de K à k . On 1 a désigne par SK/k^ot  ̂ . On a/
donc :

Le de t-crmjnont de A ^  s ’appelle le norme de

HE /fc (  |S> = V ' k ' 01 ’ " e/k{li) •

La trace de A . s ’appelle la trace de ,

SE/k^°<+ /̂  ̂ “ ®E,/k̂   ̂+ SE/k^ •

Si (L,Jg-) est une extension de E, et al L

on a :

S L / k i Y î S K / k ( S L / K ^  V

c KI k

k

K
%
k

k r> NE /k K K< Í  0

f3



3 , -  E x t e n s i o n s  compo s é e s  .

C o n s i d é r o n s  deux  e x t e n s i o n s  e t

d ’u n  c o r p s  k . U é t a n t  u n  c o r p s  , s u p p o s o n s  d o n n é e s  de s  

i s o m o r p h i e s  1^ , J z  de K ç t  do Z a v e c  d e s  s o u s - c o r p s  

1? , Z , de U , t e l l e s  que  U s  ( c ' e s t - à - d i r e  que U

3 0 i t  l e  p l u s  p o t i t  c o r p s  c o n t e n a n t  K e t  S ) , e t  que  l e s  

i s o m o n h i e s  I r I k e t  JE J k de k d a n s  ÏÏ s o i e n t  i d e n t i ­

q u e s  . Nous d i r o n s  a l o r s  que  l e s  d o n n é e s  de U , I g  , I g  

d é t e r m i n e n t  u n e  e x t e n s i o n  composée  d e s  e x t e n s i o n s  ( E , 1^) 

e t  {Z , J y)  . Nous d é s i g n e r o n s  c e t t e  e x t e n s i o n  co m po sés  p a r

l e  sy m b o l e  ( U , I _ ,  J _ )  .
K ¿t

Les e x t e n s i o n s  co m p o s é e s  e t  ( U ’ , I £ , J £

s e r o n t  d i t e s  i s o m o r p h e s  s ’ i l  e x i s t e  u n e  i s o m o r p h i e  G de U

a v e c  U T t e l l e  que  G I r. = î ' v  e t  G J r/ = J ’V .
K  K  ¿à ¿a

Nous n ’ a u r o n s  à  no us  s o r v i  r  de l a  n o t i o n  d ’ e x ­

t e n s i o n  composée  que d a n s  l e  c a s  où  l ’ u n e  au  m o i n s  d e s  e x ­

t e n s i o n s  (i : ,  I k ) t ( Z f J ^ )  o s t  ? i n i o  ; s u p p o s o n s  p a r  exem­

p l e ,  q u ’ i l  en  s o i t  a i n s i  de l a  p r e m i è r o  , I l  e x i s t e  a l o r s  

un  polynome  g à c o e f f i c i e n t s  d a n s  k t e l  q u e  l ’ e x t e n ­

s i o n  ( K,1^ )  s o i t  e n g e n d r é e  p a r  d e s  z é r o s  de g . Formons  

a l o r s  s u r  Z o t  s u r  Z d e s  e x t e n s i o n s  ( L , I g  ) e t  ( V . J g )  

do dé c o m p o s i t i o n  de g . En v o r t u  du c h o i x  do g  , ( L , I g , ) 

e s t  une  e x t e n s i o n  do d é c o m p o s i t i o n  de g s u r  k . D’ a u t r e  

p a r t  l e s  z é r o s  do g d a n s  V e n g e n d r e n t  s u r  k .une e x -

V » ▼

V(2(K V

V

Í. TU

(u. J Z
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«

Les CD désignent des 
corps qui n font pas 
reçu de notation spé­
ciale dans le texte.

g  .  

g

Noua avons 

sur k : noua

tension de décomposition (I»t 

donc deux extensions de déootnpoal tion de 

savons q u ’elles sont isomorphes . O r  la première contient 

une extension de k isomorphe à ( K, 1^) ; 11 en résulte 

q u ’il existe une isomorphie H de (K. 1 .̂) avec une exten- 

•ion contenue dans (V.J_JL Ï . Posons K = H K  . et

o*z

<V - J ZJ k>

soit U  -  K Z  le plus petit aou?--corps de 7

contenant K et Z . L e  symbole <U,H.JZ ) représente une 

extension composée des extensions (E,Ifc) et (Z*J^) « 

D ’autre port, L, V, I étant fixés » 11
Z  Z

n ’y a q u ’un nombre fini d ’isomorphies H , car g n ’a q u ’un 

nombre fini do zéros . Soient (1 — i — s ) ces isomor-

\jhies , et Ui les corps U correspondants . Nous allons

V . - Ö 8

%

K t

1 k)

J,

V

i
Z

L -

%> de

£

J .

E i



T.-C.- S

ftty a q u ’un nombre fini de types a V e x ^ e n e - c r ^ . c o ^ ^ j e a ^ ^  

(Ê,Ik) et {Z,Jfc) .

4# - Lâ  coracté ri sti que .

k: otant un corps, désignons par 3 son unité

multiplicative . Deux circonstances peuvent se présenter ;

ou bien la somme de n éléments égaux à 3 n ’est jamais

nulle (n entier positif) : on dit alors que le corps est

de caractéristique 0 ; - ou bien, on peut avoir n.l = 0 ;

dans ces conditions, le plus petit entier positif p pour

lequel p.l = 0 est un nombre premier que l ’on apoelle

Il en résulte que si (K, Ik ) est finie , jH.

nontrer que toute extension composé« (ï* . I*K - * aes

extensions données est isomorphe h l ’une des U ’.Ej. 3Z) . 

Formons, en effet, sur II' une extension de dé-

^ a * rf ,\i nrfl /v’ J J ’ ) est une extension composition de g . aJors iv Z

de dé corporation de g sur Z , donc i amorphe à (V,J^) .

Il existe donc une isomorphie G de V ’ avec V telle que 

G Jjjt«* = "j . L ’extension (GJlTfl^K, GJxjtlglfc) est une

extension de k isomorphe à ( K, Ik ) et contenue dans 3 * 

extension (V,Jz «Jfc) (on notera que = JîzJk P ®r h y ~

pothèse) . Donc G est l ’une des isomorphies Hj .

13 en résulte que G est une isomorphie entre

(Uf . Ifv ,JT^) et (l7i ,Ei ,lr» ) ce qui démontre notre ssser- 
' * K ^ •*

tien .

LJ

(Vf J ») 
u

V

i t k xt

Ju JfK

JU»
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c a r a c t é r i s t i q u e  du c o r p s  . a é t a n t  un  é l é m e n t  q u e l c o n q u e  

du c o r p s ,  1 s  somme de p é l é m e n t s  é g a u x  $ e e s t  n u l l e  ,

Deux c o r p s  d o n t  1 ' u n  e s t  c o n t e n u  d a n s  1 f a u t r e  

o n t  é v i d e m m e n t  même c a r a c t é r i s t i q u e  . To u t  c o r p s  de c a r a c ­

t é r i s t i q u e  0 c o n t i e n t  un  c o r p s  i s o m o r p h e  au c o r p s  d e s  

n o m b r e s  r a t i o n n e l s  e t  e s t  p a r  s u i t e  i n f i n i  . S i  p e s t  u n  

nombre  p r e m i e r ,  l a  f a m i l l e  d e s  c l a s s e s  de r e s t e s  d * e n t i  e r s  

( m o d .p )  donne  un  c o r p s  f i n i  de c a r a c t é r i s t i q u e  p ; t o u t  

c o r p s  de c a r a c t é r i s t i q u e  p c o n t i e n t  un  c o r p s  i â o m o r p h e  à 

c e l u i - l à  .

Dans u n  c o r p s  de c a r a c t é r i s t i q u e  p , on  a l a  

f o r m u l e  r e m a r q u a b l e  ( a  + b ) ^  = e + b , J o i n t e  à  l a  

f o r m u l e  é v i d e n t e  ( a b ) P  = ap bp , e l l e  m o n t r e  qu e  l a  c o r ­

r e s p o n d a n c e  a —  ̂ a e s t  un e  i s o m o r p h i e  du c o r p s  k a v e c  

u n  c o r p s  qu i  y  e s t  c o n t e n u  . Nous d é s i g n e r o n s  p a r  S" c e t t e  

i s o m o r p h i e  e t  n o u s  1 f a p o e l 1e r o n a  1 f e n d o m o r p h i e  f o n d a m e n t a l e  

die k ; s i  k e s t  de c a r a c t é r i s t i q u e  0 t n o u s  d é s i g n e r o n s  

p a r  ô l a  t r a n s f o i ' n . a t i  on i d e n t i q u e  . 3 é t a n t  un  e n s e m b l e  

n o u s  d é s i g n e r o n s  p a r  3 s o n  image  p a r  <5

5 • -  C o r p s  p a r f a i t s  . S x t e n s i c n s  s é p a r a b l e s .

Nous d i r o n s  que  l e  c o r p s  k e s t  p a r f e i  t  s i  

k = k . Cl r é s u l t e  de l à  que  t o u t  c o r p s  de c a r a c t é r i s ­

t i q u e  0 es"; p a r f a i t  ; i l  en  e s t  de même d e s  c o r p s  f i n i s  

( p u i s q u e  k a a u t a n t  d ’ é l é m e n t s  que  k) . P a r  c o n t r e .
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on voit facilement que le corps k(x) qui résulte de 3* ad­

jonction à un corps k de caractéristique p ^ 0 d ’une

transcondante x , n ’cnt pas parlait .

Une extension K/k , de degré fini, est dite

séparable si K = ) . En tenant compte de ce que

/ ) = (K;k) , on volt que toute extension finie d’un

corps parfait est séparable .

Si K/k est une extension séparable, de degré

fini, et si L est un corps intermédiaire entre k et- K ,

les extensions E/L ot L/fc sont séparables . Pour la

premier, c'eat évident; pour la seconde, cela résulte de

la i-onnuJo (K:k(3?0 = (fc< ̂  >8 *< ~ ( ̂  1 = (K:L) *

dk. étant un élément algébrique par rapport à k

soit f(x) le polynome irréductible dans k admettant c*

pour zéro . Nous allons montrer qu'une condit^onjié cessai re

et suffisante pour que k(«^ } / k soit séparablJ3— est q.ue

tj< 3o j t jzé ro simple do f ( x ) .

13n effet, si est zéro multiple do f(x) ,

on a f*( dL ) = 0 , f étant irréductible, cela n ’est pos­

sible que si f’(x) = 0 , c ’est^-diro si f(x) peut se 

muttre sous la forme g(3t^) , g étant un polynome de de­

gré plus petit que celui de f et p la caractéristique 

de k , On a alors g( ot.P ) = 0 , d T où (e(«<P ) : k) ¿_(k(c*) : k) 

Or, si on pose k( ot ) = II , on a k{ o*P ) = k(K ) : l*ex — 

t

KM

\k .a

A I er

ot

'S  '
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t e n s i o n  K/k  n ’ e s t  donc  p a s  s é p a r a b l e  d a n s  l e  c a s  e n v i s a g é .  

33 ,3X1 c o n t r a i r e ,  e s t  z é r o  s i m p l o  de f ( x )  , x - c *  e s t  

P . g . c . d .  de f ( x }  e t  de ( x - < X ) P = xP -  <*P , d ’ où 

<* £  k( <AP ) , e t  k ( ï f ) = K .

D’ a u t r e  p a r t ,  s i  u n e  e x t e n s i o n  K/ k  de k , de 

d e g r é  f i n i ,  3e m o t  s o u s  l a  fo r m e  k ( 3 )  , u n e  c o n d i t i o n  n é ­

c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  que  E / k  s o i t  s é p a r a b l e  e s t  

q u e ,  p o u r  t o u t  c< €  S ,  k ( S ) / k  s o i t  s é p a r a b l e  . La c o n d i ­

t i o n  e s t  é v i d e m m e n t  n é c e s s a i r e  ; i n v e r s e m e n t ,  s i  e l l e  e s t  

r e m p l i e ,  on  a k ( 3 ^ " )  = k ( 3 )  = K • comme k (E**) — 

on  a a u s s i  k .[K ^  ) = K .

Les  deux  p r é c é d e n t s  r é s u l t a t s  p e r m e t t e n t  de 

r e c o n n a î t r e  s i  un e  e x t e n s i o n  e s t  s é p a r a b l e  d è s  q u ’ on c o n ­

n a î t  un  s y s t è m e  de g é n é r a t e u r s  de c e t t e  e x t e n s i o n .  On v o i t  

n o t a m m e n t  que  t o u t e  e x t e n s i on a l g é b r i q u e  f i n i e  d ’ un  c o r p s  

p a r f a i t  e s t  s é p a r a b l e  . P a r  c o n t r e ,  s i  k n ’ e s t  p a s  p a r ­

f a i t ,  e t  a i  a £ k —» k' '  , l ’ e x t e n s i o n  k( ^  a ) / k  

n ’ e s t  p a s  s é p a r a b l e  , P a r  s u i t e ,  u n e  c o n d i t i o n n é c e s s a i r e  

e t  8u f f i s a n t e  p o u r  q u ’ un  c o r p s  s o i t  p a r f a i t  e s t  que t o u t e s  

s e s  e x t e n s i o n s  f i n i e s  s o i e n t  s é p a r a b l e s  , On e n  d é d u i t  t o u t  

de s u i t e  que  t o u t e  e x t e n s i o n  a l g é b r i q u e  ( f i n i e  ou non)  d ’ un  

c o r p s  p a r f a i t  e s t  un  c o r p s  p a r f a i t  ,

K é t a n t  une  e x t e n s i o n  f i n i e  du c o r p s  k , f o r ­

mons l a  s u i t e  K = k{K <rP) , kiK*3" ) , k(K ^  ) . . . . .  k (K ^  ) 

........... Ces c o r p s  s o n t  e m b o i t e s  l e s  u n s  d a n s  l e s  a u t r e s  ; i l

<Á

K'
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Tous l e s  c o r p s  do l e  s u i t e  à  p a r t i r  du r a n g  f  s o n t  a l o r s  

i d e n t i q u e s  . L ’ e n t i e r  f  ô t a n t  c h o i s i  3e p l u s  p e t i t  p o s s i ­

b l e  , on  1 Ta p p e l  l e  1 T e y p c s s n t  de  l f e x t e n s i o n  K / k  . l ’ e x t e n -  
„  f

s i o n  k ( E  ) / k e s t  s é p a r a b l e  : s c n  d e g r é  n  e s t  a p p e l é  

d e g r é  r é d u i t  de l ’ e x t e n s i o n  K/k . On v o i t  t o u t  de s u i t e  que
*“  — y  i+l
(k.(K } : k (K ))  e s t  u n e  p u i s s a n c e  de p ; i l  e n  r é ­

s u l t e  que  l e  d e g r é  de  l ’ e x t e n s i o n  K/k  e s t  de 1 a fo rme 

np  ( x — 0 ) .

6 . -  Bx t e n s  i or,s s i m p l e s  .

Une e x t e n s i o n  K/k  du c o r p s  k e B t  d i t e  3 i m- 

p l e s i  K r é s u l t e  de  l ’ a d j o n c t i o n  à  k d ’ un  s e u l  é l é m e n t  

Nous n o u s  p r o p o s o n s  de d é m o n t r e r  l e  t h é o r è m e  s u i v a n t  ï

k / k  é t a n t  une  e x t e n s i o n  a l g é b r i q u e  f i n i e  de 

degré,  r é d u i t  n  e t  d ’ e x o c s a n t  f  . u ne  c o n d i t i o n  n é c e s ­

s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  qu  ’ e l  1 e s c  i t _s impl e e s t  que

(K/'k) = np~^ (p é t a n t  l a  c a r a c t é r i s t i q u e  do k ; r e m p l a c e r

p  p a r  1 s i  p - 0  ) .

Nous p o s e r o n s  s u  c o u r s  de l a  d é m o n s t r a t i o n
g  i

lc(K ) -  K . (1 — i — f )  , K = K .
i o 1

1} S i  K = k(ot  ) , 0n a Kj = k( «* P ) . 0n  e n  d é d u i t
f

( Kj : ) “  p e t  p a r  s u i t e  (K :k )  — np , ce q u i  démon­

t r e  que  l a  c o n d i t i o n  e s t  n é c e s s a i r e  .

f+x

en  r é s u l t e  q u ’ i l  e x i s t e  un  e n t i e r  t tel que k(K }=k(K )
j f+ l
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3 ) P o u r  n o n t r o r  q u ' e l l e  e s t  s u f f i s a n t e ,  s u p p o s o n s  

4 * a b o r d  que  k c o n t i e n n e  une  i n f i n i t é  d » é l é m e n t s  . S o i e n t  

<* , a  deux  é l é m e n t s  de K , z é r o s  de p o l y n o m e s  i r r é d u c t i b l e s  

f { x )  , g ( x )  d a n s  k: . S o i e n t ,  d a n s  u n e  e x t e n s i o n  a l g é b r i q u e

c o n v e h a b l e  de k , — et » » • • • • *^r  * ^e s  z®r o s

t i n c t 3 de f  » = 1$ * f i • • • •  * f i  3 c eux  de g 

Nous a l l o n s  m o n t r e r  q u e ,  s i  k(y*> ) /  k ©s t  u n e  e x t e n s i o n  

s é p a r a b l e ,  on p e u t  c h o i s i r  u n  s  €  k t e l  q u ’ e n  p o s a n t  

$ - =  + eJ4 on  a i t  W « t , y >  ) «  k  ( >  ) . Bn e f f e t ,  

c h o i s i s s o n s  a de t e l l e  m o n i r r e  que  l e s  r s  é l é m e n t s

+ a f i*  (1 = i -  r  . * -  * ~  ®) s o i e n t  t o u s  d i s ­

t i n c t s  l e s  u n s  d e s  a u t r e s  . Le p o lyno m e  f (  <5̂  -  ax  ) a d m e t  

l e  z é r o  y* , m a i s  n ’ a a u c u n  a u t r e  z é r o  commun a v e c  g ( x )  . 

Comme Ji  e s t  z é r o  s i m p l e  de  g ( x )  , x - f i  e s t  u n  p . g . c . d .  

de f{ - a x )  e t  de g ( x )  . On a d o n c  f î  t  k ( < ^ )  , d ’ où

ce q u i  d é m o n t r e  l a  p r o p o s i t i o n  . 

C ec i  d i t ,  c h o i s i s s o n s  d a n s  K -  Kj ( d a n s  K s i  

f  = 0 ) un  é l é m e n t  p o u r  l e q u e l  (k(o< ) : k)  s o i t  a u s s i  

g r a n d  q u ’ i l  e s t  p o s s i b l e  . S i  Jb € * l ’ e x t e n s i o n  k(^î) /fc

e s t  s é p a r a b l e  , e t  p a r  s u i t e  k( <* ,/5 ) / k  e s t  s i m p l e  ; e *  

v e r t u  du c h o i x  de , i l  e n  r é s u l  t e  k( o( , ) k ( ) , 

AÉkf*) .k(c t  ) c o n t i e n t  Kf  . M o n t r o n s  q u ’ i l  e s t  i m p o s s i b l e  

q u ’ i l  e x i s t e  un  i < f  t e l  que  k ( o ( )  c o n t i e n n e  Kj + i 

m a i s  n o n  E, . S n  e f f e t ,  e n  t e n a n t  co m pte  de ce que  (K :K j )

-  b A t k(^)

a i sV
h

al d



é g e l  a p  a t  de ce  q u e  crt E- .  on  to 1 1 q u e  K = E3 ( ) ,
. ^  6 1+3 -pi

d * où k ( E  ,«*} = E . On e n  d é d u i t  k (K ,©< ) =
1 i  

E°  , e t  p a r  s u i t e  K± = k ( E i + 3 . c * p ) , ce  q u i  p r o u v e

n o t r e  a s s e r t i o n  . On a do n c  IZQ = K C. k( ° 0  «

/ Re m a r q u e  . -  13 n o u s  a s u f f i  p o u r  d é m o n t r e r  3a  r é c i p r o q u e  

d a n s  3 e c a s  où k e s t  de c a r a c t é r i s t i q u e  p ^  0  , de s u p ­

p o s e r  que  (E : M E* * ' ) )  = p ; c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  donc  

é q u i  v a l  e n t e  à. 3a c o n d i t i o n  ( E : k )  = np . 3 3 3 e  e s t  n o t a m ­

m en t  t o u j o u r s  r e m p l i e  s i  ( k î k ^  ) = p . P a r  s u i t e  : s i  k

e s t  un  c o r p s  p a r f  a i t ,  e t  a i x__ e s t  t r a n s c e n d a n t , s u r  k ,

t o u t e  e x t e n s i o n  f i n i e  de _k ( x )__ e s t  s i m p 3 e  .

3 ) S i  k e s t  f i n i ,  13 e n  e s t  de même de E . Le t h é o ­

rème r é s u 3 t e  a 3 o r s  de 3 s p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  : 3e g r o u p e  

mu 3 t i p 3 i c a t i f  E d e s  é 3 é me n t a  y  0 d ’u n  c o r p s  f i n i  E e s t  

c y c l  i que  . C h o i s i s s o n s  en  e f f e t  d a n s  E u n  é 3 é m e n t  ^

d ’ o r d r e  maximum m . S o i t  u n  u 3 é m e n t  q u e l  c o n q u e  de E ,
r  —

d ’ o r d r e  n  . q é t a n t  u n  nombre  p r e m i e r ,  p o s o n s  m = q m
— — qr T\r = q S n , a v e c  m , n  , p r e m i e r s  à  q L ’ é l é m e n t  «A /3 

e s t  d ’ o r d r e  q m ; e n  v e r t u  du c h o i x  de m , on  a s  — r  

Ceci  é t a n t  v r a i  p o u r  c h a q u e  q , on  en  c o n c l u t  que  n d i ­

v i s e  m . Tous l e s  é l é m e n t s  de E s o n t  donc  d e s  z é r o s  de
—y-, ^  ^

ar^ -  1 ; K ne p e u t  donc  c o n t e n i r  p l u s  de m e l e m e n t s  , ce 

q u i  d é m o n t r e  l a  p r o p o s i t i o n  .

7.-C.- 15
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k é t a n t  3 e c o r p s  d e s  n o m b r e s  c o m p l e x e s ,  K un  

c o r p s  de f o n c t i o n s  a l g é b r i q u e s  s u r  k # on  a vu  co n v ien t on  

p o u v a i t  a s s o c i e r  à  u n  p o i n t  P de 1 s s u r f a c e  de R ie man n  

de K u n e  f o n c t i o n  V (x)  , d é f i n i e  p o u r  x ^  o d a n s  K , 

e t  t e l l e  que  V p (x y )  = Vp (x)  + ^ p ( y )  . C e t t e  f o n c t i o n  

j o u i t  de p l u s  de l a  t r è s  i m p o r t a n t e  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  s i  

x ,  y s o n t  d e s  é l é m e n t s  do IC, a v e c  x  £  0 , y  0 , x+y ^  0 

on  a

^ p ( x + y )  = b o r n e  (  p ( x  ) , p ( y  ))

K é t a n t  m a i n t e n a n t  u n  c o r p s  q u e l c o n q u e ,  n o u s  

a p p e l l e r o n s  y q l u a  t i  on  de K un e  f o n c t i o n  ’i) d é f i n i e  s u r  

l e  g r o u p e  m u l t i p l i c a t i f  K * d e s  é l é m e n t s  ^  0 de E o t  

p o s s é d a n t  l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  :
¿t

I „ v e s t  u n e  h o a o m o r p h l e  de ___ s u r  l e g r o upe  a d d i

t i  f  d e s  e n t i e r s  ;

I I .  Si  x ^  0 , x ^  -1 , l a  c o n d i t i on  (x)  3* 0 

e n t r a i  ne  ^  ( 1 +x ) ^ 0  .

On c o m p l è t e  s o u v e n t  l a  d é f i n i t i o n  d f une  v a l u a ­

t i o n  e n  p o s a n t  ^  (0 )  = + o o  w La f o r m u l e  ^  (xy)  =

^  (x)  + \ M y )  r e s t e  v r a i e  a v e c  l e s  c o n v e n t i o n s  h a b i ­

t u e l l e s  de c a l c u l  s u r  4- oo  . De p l u s ,  l e s  c o n d i t i o n s  I ,

V.-C.- 16
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I I ,  o n t  r a i n e n t  3 ’ i n é g a l i t é
v  y \

i? ( x+y ) -  b o r n e ( v> ( x ) t V (y  )J  

e t  on v o l t  t o u t  de a u l t e  que  c e t t e  i n é g a l i t é  p e u t  ê t r e  

t r a n s i o r m é e  e n  é ga i  i t e  sic. y (x )  ^  \) (y)  .

A t o u t e  v a l u a t i o n  d ’ un  c o r p s  K. n o u s  a s s o ­

c i e r o n s  u n  n o u v e l  o b j e t  que  n o u s  a p p e l l e r o n s  u n  d i v i s e u r  

p r e m i e  r  du  c o r p s  II ( c f .  c e p e n d a n t  p l u s  l o i n  un e  r e s t r i c t i o n  

e n  ce q u i  c o n c e r n e  l e s  c o r p s  de f o n c t i o n s  a l g é b r i q u e s ) .

S u p p o s o n s  connu d a n s  l e  c o r p s  K u n  a n n e a u  

< 7  £  Ç[ , t e l  que  ;

1) t o u t  c l é m e n t  de K s o i t  q u o t i e n t  de deu x  é l é ­

m e n t s  de Xj  ;

2 ) l e  t h é o r è m e  de d é c o m p o s i t i o n  u n i q u e  d e s  i d é a u x  

e n  f a c t e u r s  p r e m i e r s  s o i t  v r a i  d a n s  C_/ .

Dans c e s  c o n d i t i o n s ,  x é t a n t  un  é l é m e n t  q u e l ­

c o n q u e  ^  0 de K , 1 T i d é a l  c f  x s e  m e t  s o u s  l a  fo rm e  

V p ( x )
, l e  p r o d u i t  é t a n t  é t e n d u  aux i d é a u x  p r e m i e r s  

de  < T  e t  l e s  V -  (x )  é t a n t  d e s  e x p o s a n t s  e n t i e r s  , n u l s  

s a u f  u n  nombre  f i n i  . C hac une  d e s  f o n c t i o n s  e s t  une

v a l u a t i o n  do K , e t  p a r  s u i t e ,  à  c h a q u e  i d é a l  p r e m i e r  ^  

de A j  c o r r e e o o n d  un  d i v i s e u r  p r e m i e r  de 1~ . Les  v a l u a ­

t i o n s  V.,» s o n t  t o u t e s  — 0 s u r  \T  . I n v e r s e m e n t ,  s i  V 

e s t  une  v a l u a t i o n  de K t o u j o u r s  — 0 s u r  X X  * l f o n s e m b l e  

d e s  x de t e l s  que  V) (x)  ^  0 e s t  un  i d é a l  p r e m i e r XY



î e

«o Î P é t a n t  u n  é l é m e n t  4« 6 ^  « Î t Î s I M o p a r  $  . m a i s  

n o n  p a r  ^  . t o u t  *  ^  0 de  K s e  m e t  s o u s  3a fo rme

'tft |at) ,y
p f  »L y  Qt  « é t a n t  d e s  é l é m e n t s  de U  n o n  c o n t e ­

n u s  d 8 n s  ^  , On e n  d é d u i  t  t o u t  de s u i  t e  q u e  tî = •

Ceci  s ’ a p p l i q u e  n o t a m m e n t  dan?  3e c a s  où IT e s t  

u n  c o r p s  de n o m b r e s  a l g é b r i q u e s  de d e g r é  f i n i  . l ’ a n n e a u  X/ 

d e s  e n t i e r s  du  c o r p s  p o s s è d e  l e s  p r o p r i é t é s  B’srr'saxf.jgal ) , 3 )  

De p l u s ,  dons  ce  c e s ,  on  v o i t  t o u t  de s u i t e  que  t o u t e  v a ­

l u a t i o n  e s t  né c e s s e :  r  ornent  — 0 s u r  XJ : 13 y a donc  c o r -  

r e S n"ir ■ : :.ce >>1 -ur . i  *r - qu e  e n t r e  l e s  i  v.e s u s  p r e m i e r s  de 

e t  3 e s  d i v i s e u r s  p r e m i e r s  de IZ ,

Conai  '3£ r o n a  m a i n t e n a n t  u n  c o r p s  k e t  u n  s u r -  

c o r o s  E = k{ x)  s i m p l e m e n t  t r a n s c e n d a n t  de k . S o i t  

< r ~  k \ x '\  3 ’ ¿.-uneau d e s  p o 3ynornes à  c o e f f i c i e n t s  d a n s  k .  

Les  i dé aux p r e m i e r s  de i )  s o n t  3 e s  *LTf  , f  d é s i g n a n t  l e s  

p o l y n o m e s  i r r o d u c t i b 3 o s  d a n s  k , e t  i f  s a t i s f a i t  aux  c o n ­

d i t i o n s  3) , S )  . A t o u t  po3ynome i r r é d u c t i b 3  e f  c o r r e s ­

pond  a i n s i  u n  d i v i s e u r  p r e m i e r  de K . S i  k e s t  a l g é b r i ­

q u e m e n t  f e r m é ,  3 e s  p o 3 ynomes  f  s o n t  de 3 a forme x - a  ,

( a  £ k} e t  c o r r e s p o n d e n t  b i - u n i v o q u e m e n t  aux é 3 é m e n t s  de 

k . Los  v a 3 u ü t i o n s  que  n o u s  v e n o n s  d 1o b t e n i r  d a n s  K p r e n ­

n e n t  3e v s 3 o u r  0 s u r  3e g r o u p e  k d e s  c o n s t a n t e s  ^  0 

I n v e r s e m e n t ,  s i  V o s t  une  v a 3 u a t i o n  de E t n u 3 3 e s u r
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k*  , ot si V  (x) — 0 # ^  est ^ 0 sur i X  ©t coïncide

a v o c  u n e  d e s  valuations que nous venons de trouver . 31 au 

c o n t r a i r e  v (x) 0 , est 3s valuation qui correspond

à  1 »idéal premier x “3 <X' de l ’anneeu 4/ « k [x J .

v> étant maintenant une valuation quelconque 

d Tuncorps E , P le diviseur premier qui lui correspond,

1 * ensemble des x tels que 9 (x) ^ 0 constitue

un anneau, dont les éléments s *appelent les onti ers de E  

(pour P , ou pour V  ). L ’ensemble des x tels que (x)>0 

constitue dans i X  un idéal premier Q  p. 3i p est tel 

que V (p) = 3 , on a f  = p tï * et ^  est le seul 

idéal premier do L * anneau Ü  satisfait évidemment

aux conditions 1), 3) . L T anneau est un corps ^

q u ’on appelle corps des restes de E  (par rapport à P ou 

à V ). Si, par exemple, E = k(x) , et si P correspond 

à tin polynome irréductible f de k[x] . 3e corps des res­

tes définit une extension de dislocation de f sur k , de 

degré relatif égal eu degré de f .

P l u s  g é n é r a l e m e n t  , c o n s i d é r o n s  u n  n o m b r e  fini 

de v a l u a t i o n s  d i f f é r e n t e s  t) , » • • • •  • ^ ^  d ’ u n  c o r p s

Y* .

Z . Soit y[J l ’anneau des x tels que l ’on ait simultané­

ment - 0 , ^¿(x) — 0 , ... , “ 0 • Nous 81 “ 

10113 montrer eue \ T  satisfait aux conditions 1), 2) .

p

. ( *
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Nous a v o n s  b e s o i n  p o u r  c o l a  du lemme s u i v a n t  ( O s t r o w s k i )  : 

X,enrno .  13 e x i s t e  un t e l  que \)  ̂ ( 1 - x } y  0 ,

V 4 ( j )  >  o . . . . .  . * h ( x ) >  0 *

a) p o ur  h = 2 , i l  e x i s t e  un x^ t e l  que (x  )=0

V ( x  ) ^ 0 . caj? s i n o n  l a  v a l e u r  de ne d é p e n d r a i t  que
Z ï

de c e l l e  de V - , e t  on a u r a i t  = v> p , en v e r t u  de l a
• ■* 

c o n d i t i o n  I .  3n r e m p l a ç a n t  é v e n t u e l l e m e n t  x-j r-.?r s o n  i n ­

v e r s e ,  on p e u t  s u p p o s e r  \)  ̂ (x-, ) >  C . De mûme, i l  e x i s t e  

un x.. t e l  oue \) -, ( x 0 ) >  0 , n) J x J  = 0 . L ’é l é m e n tü  ̂ 1 & £s

x  = x ,  /  x ,  + Xo s a t i s f a i t  au* c o n d i t i o n s  .i 1 J Cm
b) p o u r  h > 2 , p a r  r é c u r r e n c e  s u r  h . Le t h é o r è ­

me é t a n t  s u p p o s é  v r a i  p o u r  h -3  , i l  e x i s t e  x l  * *2 t e l s

que V> . ( 3 -Xj ) > 0 , S>3 (x1 ) >  0 , ^ i ^ l ^  > 0  P°ur i‘> 3 *»

X) ,  ( l - x _ )  > 0  , \ > _ ( x 0 ) >  0 , ^ ( x  ) > 0 p o u r  i ^ 3 ;
J  a  4  •j  1  w

dans  l e  c a s  où S > , ( x ^ ) A O  e t  3^*2  ̂  ̂ * nous  p o s e ­

r o n s  x  =  x  _ x  • s  i ( x . )  ¿1 0 , n o u s  p o s e r o n s
J w  ¿w i

x = x-j /  1 + x - j i l - x ^ )  ; o n f i n  , s i  ^ 2 ^ x l^ “  ^

n o us  p o s e r o n s  x = x / l  + x ^ ( 3 - x c,) . L’ é 3 é m e n t  x a i n s i
^  U0

o b t e n u  s a t i s f a i t  aux c o n d i t i o n s  i m p o s é e s  .

13 rofît   ̂ bG do - r>uo. s u r  l e  g r o u p e  m u 3 t i p 3 i  —

c a t i f  d e s  x t e l s  que v* . ( s ) = 0 p o u r  j ^ i , >̂-j n ’ e s t

p a s  i den t i  nuement  nu 3 3 e . S o i t  tî, un é 1 ém en t  ‘oou r l o q u e l
i

J* j L J

3 ( Xo !I 0
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^  . p r e n n e  83  p l u s  p e t i t e  r â l e u r  p o s i t i v a .  L e s  p j  s o n t

d a n s  ( j  , e t  t o u t  é l é m e n t  do Z p e u t  ê t r e  amené d a n s  'CT

p a r  mul t l p l  1 c a t i o n  p a r  u n  p r o d u i t  de p u i  s s a n c o s  de3  p j  .

O "  s a t i s f a i t  d o n c  à l t  ; de p l u s  on  v o i t ,  e n  p r e n a n t  u n

x  t e l  qu e  t f . ( x )  = 1 , n u e  ] ’ on  a né c e s s a i  r e n e n t  ï ) * ( p * î = l
n  ^ j ( x }

T o u t  é l e m e n t  x  s e  m e t  s o u s  l a  fo r m e  J { p . e  où  e
i = l

e s t  u n e  u n i t é  de  ~KJ , c ’ e s t - à - d i r e  u n  é l é m e n t  de 'L ^  d o n t  

l ’ i n v e r s e  e s t  e n c o r e  d a n s  tX  . L ’ a n n e a u  C/ s a t i s f a i t  do n c  

a u s ^ i  à  Z ) , e t  on v o i t  de  p l u s  qu e  t o u s  s e s  i d é a u x  p r e ­

m i e r s  s o n t  p r i n c i p a u x  .

D’ a u t r e  p a r t ,  N é t a n t  u n  e n t i e r  q u e l c o n q u e ,  

x  é t a n t  u n  é l é m e n t  s a t i s f a i s a n t  aux  c o n d i t i o n s  du lemme,  

o n  p e u t  c h o i s i r  n  a s s e z  g r a n d  p o u r  que  1 ’é l é m e n t  

Uq =  1 -  ( l - x n ) n  s a t i s f a s s e  e u s  c o n d i t i o n s  ( 1 - u , ) — N

V - ( u  ) — K p o u r  3 ^ 1  • 2e  même, on  p e u t ,  p o u r  c h a q u e
tj  +

i ,  t r o u v e r  u n  u ,  t e l  q u e  V . ( l - u . )  — N e t  ^ { u . )  ^  N

p o u r  j  i  .  On e n  d é d u i t  t o u t  de  s u i t e  l e  

Thé o r ème d ’ l n d é p e n d o n c e  (0 s  t  rows  k i )

V i . * * * * ^  h  é t a n t  d e s  v a l u a t i o n s

d i s t i n c t e s  cl’u n  c o r p s  K , y  ̂  , y-, , . .  . , y ^  d e s  é l é m e n t s

de  K , A un  e n t i e r ,  i l  e x i s t e  un  x  £ K t e l  qu e  1 ’ on  

a i t  s i m u l t a n é m e n t  ^   ̂( x -  y . ) ^  A (1 i; i  ê  h  )
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P r o j e c t i o n  d ’ un  d i v i s e u r  p r e m i e r  #

Nous a l l o n s  m a i n t e n a n t  é t u d i e r  c e  qu e  d e v i e n ­

n e n t  l e s  d i v i s e u r s  p r e m i e r s  d Tun  c o r p s  q u a n d  on  f a i t  une  

e x t e n s i o n  a l g é b r i q u e  f i n i e  de ce c o r p s  .

S o i t  donc  un  c o r p s  L , e t  s o i t  K u n  s u r - c o r p s  

de d e g r é  f i n i  de L . S o i t  P u n  d i v i s e u r  p r e m i e r  de K.

La v a l u a t i o n  c o r r e s p o n d a n t e  p ne  p e u t  ê t r e  i d e n t i q u e m e n t  

n u l l e  s u r  L. I l  e n  r é s u l t e  nu» i l  e x i s t e  u n  e n t i e r  o > 0
p

b i e n  d é t e r m i n é  t e l  oue  — — s o i t  u n e  v a l u a t i o n  de L . Le
e

d i v i s e u r  p r e m i e r  c o r r e s p o n d a n t  Q, s ’ a p p e l l e  l a  p r o . ' j e c t i o n  

de P s u r  L . Le nombre  e s ’ a p p e l l e  I f o r d r e  de r a m i f i c a ­

t i o n  de P p a r  r a p p o r t  à L .

A v a n t  de p a s s e r  à  l ’ é t u d e  du p r o b l è m e  i n v e r s e ,  

c ’ e s t - à - d i r e  à l a  q u e s t i o n  de t r o u v e r  q u e l s  s o n t  l e s  d i v i ­

s e u r s  p r e m i e r s  de Kl q u i  se  p r o j e t t e n t  s u r  un  d i v i s e u r  p r e ­

m i e r  donné de L,  n o u s  a v o n s  b e s o i n  d ’ i n t r o d u i r e  d e s  c o n s i ­

d é r a t i o n s  t o p o l o g i q u e s  , l i é e s  à  l ’ é t u d e  d e s  v a l u a t i o n s  ,

Oorps  c o m p l e t s

P é t a n t  u n  d i v i s e u r  p r e r ü i e r  d ’ u n  c o r p s  K , on  

p e u t  a s s o c i e r  à  P un e  s t r u c t u r e  t o p o l o g i q u e  u n i f o r m e  de K 

e n  a p p e l a n t  v o i s i n a g e  d ’ i n d i c e  n  d ’ un  é l é m e n t  x l ’ e n ­

s e m b l e  d e s  y t e l s  que  "v ( y - x )  — n  : on  v é r i f i e  f a ­

c i l e m e n t  oue  l e s  a x i o m e s  d e s  s t r u c t u r e s  u n i f o r m e s  s o n t  v ô -



r i i i é s  . D’ a i l l e u r s  , c e t t e  s t r u c t u r e  u n i  f o r m e  p e u t  Ê t r e  

d é f i n i e  p a r  u n e  m é t r i q u e  , q u ’ o n  o b t i e n t  e n  p o s a n t  p a r
. - ̂ ry ( X' -X )

exempl e . . ,  P  ( x , y )  -  e r  . O n  r e m a r q u e r a  q u e  l e s

v o i s i n a g e s  de 0  s o n t  d e s  s o u s - g r o u p e s  a d d i t i f s  à l a  f o i s

o u v e r t s  e t  f e r m é s  .

On d i t  q u e  l e  c o r p s  II e s t  c o m p l e t  p a r  r a p ­

p o r t  à  ?  s i  l ’ e s p a c e  u n i f o r m e  a i n s i  o b t e n u  e s t  c o m p l e t  .

S ’ i l  n ’ e n  e s t  p a s  a i n s i ,  o n  p e u t  l e  c o m p l é t e r  

s o i t  E— 1 ’ e s p a c e  u n i f o r m e  convoi e  t  o b t e n u  . I l  e x i s t e  u n e  

i s o m o r p h i o  1 ^ e n t r e  E e t  u n  s o u s - e n s e n b l  e d e n s e  de  Kp.  

En v e r t u  de  l a  r e m a r q u e  f a i t e  s u r  l e s  v o i s i n a g e s  de  0

d a n s  II, r  o e u t  ê t r e  c o n s i d é r é  comne  un  g r o u p e  a d d i t i f  
P

c o m p l e t  , I p  é t a n t  u n e  i s o m o r p h . d e  a d d i t i v e  de  K d a n s  

Kp _ l e  p r o d u i t  x y  , c o n s i d é r é  comme f o n c t i o n  du  c o u p l e  

( x , y  ) ,  e s t  u n e  f o n c t i o n  u n i f o r m é m e n t  c o n t i n u e  a u  v o i s i n a g e  

de  c h a q u e  p o i n t  de  E * H , comme i l  r é s u l t e  de  l ’ i n é g a l i t é  

V p ( x y - x ’ y ’ ) — b o r n e  i ^ p ( x )  ■+• *Vp ( y - y  ’ ) , ^ p ( y )  +  "^p( x “x  * ) J

q u i  e s t  v a l a b l e  d è s  q u e  S> p(  77- y T ) >  ^ p ( y )  . I l  e n  ré  -

s u i t e  q ue  c e t t e  f o n c t i o n  p e u t  s e  p r o l o n g e r  d a n s  Ep *  Kp ,

e t  q u e  Ep r e ç o i t  a i n s i  u n e  s t r u c t u r e  d ’ a n n e a u  , I p  d e ­

v e n a n t  u n e  i s o m o r p h i e  d ’ a n n e a u  . La f o n c t i o n  1 / x  e s t  u n i  

f e r m e m e n t  c o n t i n u e  au v o i s i n a g e  de  c h a q u e  x  ÿ  0  de  E :

V , “  C + D «  ■» ¿#«3
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.->n e n  ¿ ¿ S u i t  t o u t  de s u î t ®  <lve £ p  e ^ l  ta» c o r p s  .  La sym- 

%>o)a firp  . I p )  r e p r é s e n t a  donc  une  « ^ t e n s i o n  de I. , d é -  

t e w ' * î n i o  5. u n e  Ssomorph i© prè.s  p a r  l e s  d o n n e s s  de Ir e t  

de P # e t  q u ’ on  a p p e l l e  e x t e n s i o n  P - a d î ^ n e  de 2T . Le 

c o r p s  Cp l u î - ' . n â i e  s ’ a p p e l l e  l e  c o r p r  d e s  é l  J r - e n t s  P - c d  i -  

q u e a  de K .

La f o n c t i o n  e e s t  u n i i o r m j n e n t ,  c o n t i n u e

d a n s  71 . B i l e  s e  p r o l o n g e  donc d a n s  £ p p a r  un e  f o n c t i o n  

e ~ *  . On v o i t  t o u t  de s u :  t e  que  \> e s t  un e  v a l u a t i o n  de 

: e l  2 g y d S f i  n i  t  un  d i v i s e u r  p r e m i e r  q u ’ i l  y a t o u t  i n -  

t& r ê t  5 ne p s ' d i s t i n g u e r  de P l u i - a ê n e  d s n r  1 e s  n o t a ­

t i o n s  : on l e  d é s i g n e r a  donc e n c o r e  p a r  P . o i  ^  e s t  

1 ’ a n n e a u  d e s  e n t i e r s  de K ( p o u r  P) , c e l u i  de IIp e s t  

l e  p l u s  p e t i t  e n s e i ï b l e  f e m é  c o n t e n a n t  I p ■iX' . Le c o r p s
Jm

d e s  r e s t e s  de II-p e s t  donc  l e  même ( h u n e  i s o m o r p h i e  p r è s )  

que  c e l u i  de IT .

S u p o o s o n s  p a r  e x e m p l e  que  K = k ( x )  , x t r a n s ­

c e n d a n t  s u r  k , e t  que P s o i t  l e  d i v i s e u r  p r e m i e r  n u l

s u r  k * dé -■ i n i  p a r  V (z\) = 1 l e s  s i  ôrnents  de Iip
± 1 9 i

s o n t  al  o r "  î ef î  so r i  e s  o m e  l i e s  ; a j s: «*> c o e f f i c i e n t s
o

d a n s  k ( o r  p o s a n t s  e n t i e r s  e t  p o s i t i f s  s a u f  p o u r  u n  nombre
+Prj î .

f i n i  d ’ e n t r e  eux} . On a 0 ( /  a . x  ) = i _ s i  a< ^  0 .
T—  i u J o

*p

Lp
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La t h é o r i e  fl«« p ^ y n o a s s  d o n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  

s o n t  d a n s  u n  c o r p s  c o m o l e t  c o m p o r t e  u n  r é s u l t a t  t r è s  r e m a r ­

q u a b l e  dû à  Î J e n s e l  . P o u r  l e  f o r m u l e r  e t  l e  d é m o n t r e r  , 

n o u s  a v o n s  b e s o i  n  d f é t e n d r e  a u n e  e.' t e n s i o n  t r a n s c e n d a n t e  

u n e  v a l u a t i o n  d o n n é e  d a n s  u n  c o r p s  . S o i t  do nc  E u n  c o r p s ,  

P u n  d i v i s e u r  p r e m i e r  de  !T t y3 1 e c o r p s  d e s  r e s t e s  de E.  

S o i t  E { t )  u n  s u r - c o r p s  s i m p l e m e n t  t r a n s c e n d a n t  de E .

f  = z . t*  é t a n t  u n  p o l r i i o m e  à c o e f f i c i e n t s  d a n s  E , p o ­

s o n s  0 T ( f )  = b o r n e  -j y ( ^ . ) f . f / g  é t a n t  u n e  f r a c ­

t i o n  r a t i o n n e l l e  de  Z( t )  , p o s o n s  ^  T ( f / g  ) = ^ T ( f  ) -  ( g ) 

La f o n c t i o n  y T a i n s i  o b t e n u e  e s t  u n e  v a l u a t i o n  de E( t )  ;

Si  P T e s t  l e  c o r p s  d e s  r e s t e s  de E ( t )  p a r  r a p p o r t  à  

’ , i l  e x i s t e  u n e  i s o m o r ^ h i e  J  e n t r e  p  e t  u n  s o u s -  

c o r p s  de T , e t  l e  r e s t e  "€ q u i  c o r r e - p o n d  à  t  e s t  

t r a n s c e n d a n t  s u r  J  p  : o n  a V*t = J  P  (T) , f  é -  

t a n t  u n  p o l p n o r a e  de E( t )  à c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s ,  n o u s  d é ­

s i g n e r o n s  p a r  T  1 Té 1 ¿ m e n t  de p  T q u i  l u i  c o r r e s p o n d  * 

C e c i  d i t  , n o u s  a r r i v o n s  au 

Lemme de l i e n s e  1

Sup p o s o n s  l e  c o r o s  E c o m p l e t  p a r  r a p p o r t  à__ P .

_Si _f  e s t  u n  o p ]^  nome _i_rré dj.ic 1 3 b j e d a n s _E à  c o e f f i c i e n t s

e n t i e r s ,  e t  s i ___f  p e u t  s e  cl é c o mp o s  e r  e n  1 e p r o d u i t  'g ,H

G+a, -  ¿5

la



de d e u x p o 3ynomea à c o e f f i c i e n t s  d a n s  p  p r e  il e r a  e n t r e  

eux  t _jf _ ¿ e u  t_ s e  d é c o m p o s e r  e n  3 e p r o d u i  t  do deux po3 y -  

nome s  g . h  à c oe f  f  3 c i e n t s  e n t !  e r s  a p p a r t e n ar i t  r e s p e c t i  -  

v e m e n t  aux c l  a s  s e s  g , Il

S o i e n t  a , "b , c l e s  d e g r é s  de i  , g , K ,

13 e x i s t e  p a r  h y p o t h è s e  d e s  po!) y  nome s , h-j , à c o e f f i ­

c i e n t s  e n t i e r s ,  de  d e g r é s  "b , c , t e3  s que  S> T { f - r . h - j  ) = 3 

e t  g-j = g , h^ = h . Nous a3 3ons  c o n s t r u i r e  p a r  r é c u r r e n  

ce  s u r  n  po3yn omes  g^ , h n à c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s  , 

t e 3 s  que  ">)’ ( f - g nh n ) ^  n  e t  que  d° gn  — a - c  , d ° h n— c «

S u p o o s o n s  gn  , h n  dé j à  c o n ë t r u î  t a  ; p d é s i g n a n t  u n  é l é ­

m en t  de K , t e l  que  Vp (p)  = 3 , p o s o n s  r n = p ’”n ( f - g nh n )

t ' e s t  u n  po3ynome à  c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s  de d e r r é  — a» n

g e t  h  é t a n t  p r e m i e r s  e n t r e  e u x ,  n o u s  p o u v o n s  t r o u v e r  d e s  

p o l j n o m e s  u n  , v n  à c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s  t e 3 s  que 

"?n — S . u n + ^  • ^ n  ♦ ^ e s  d e g r é s  de u n  , v n  é t a n t  r e s  

p e c t i v e n e n t  — c e t  a - c  . Nous p o s e r o n s

S n + 3  — S n  ~ P v n  ^n-t-3 — ^ n  "* ^ u n

On v o i t  t o u t  de s u i t e  que  gn + -j , h n +  ̂ , s a t i s f o n t  aux 

c o n d i t i o n s  i m p o s é e s  p o u r  n+3 . De p 3 u s ,  3 e s  f o r m u l e s  de 

r é c u r r e n c e  m o n t r e n t  que  g n , h t e n d e n t  # quand  n  a u g ­

m e n t e  i n d é f i n i m e n t ,  v e r s  d e s  p o ] ynomes g ,  h  , qu i  s a t i s -

7 . - C + D . -  ¿ S

g]



f o n t  au:s c o n d i t i o n s  ixnposées  9

Une c o n s é q u e n c e  du 1emme de F e n s e l , que  n o u s  

a l l o n s  u t î  1 3 s e r  t o u t  à. ] ’h e u r e  . e s t  l a  s u i v a n t e  :

Ç__é t a n t  comol e t ,  s i  u n  p o l y n o m e  1 r r é d u c t i b l  e

f  d e __E _a p o u r  p r e m i e r  c o e f f i c i e n t  1 e t  p o u r  d e r n i e r

c o e f f i c i e n t  u n e n t i e r ,  i l  e s t  à  c o e f f i  c i e n t s  e n 1 3 e r s  „

En e f f e t ,  s ’ 1 n 1 e n  é t a i t  pas  a i n s i ,  3 3 e x i s ­

t e r a i t  un  e x p o s a n t  u  t e ]  que  p u f  p u i s s e  s e  m e t t r e  s o u s  

3a f o r me  t  g + ph , a v e c  i >  0 , g e t  h  é t a n t  d e s  

p o l y n o r a e s  o o e f f i  c i e u t  s en  t i  e r s  , l e  d e r n i e r  c o e f f i c i e n t  

de g n ’ é t a n t  p a s  d i v i s i b l e  p a r  p . Les  po 1 gnomes  “t  , g 

s e r a i e n t  p r e m i e r s  e n t r e  e u x ,  e t  on  p o u r r a i t ,  e n  v e r t u  du 

1 emme de E e n s e l , en d é d u i r e  une  d é c o m p o s i t i o n  de  f  , c o n ­

t r a i r e m e n t  $ l ’ h y p o t h è s e

.ffy- t e nj-p Jj oj i s _f i n i e s_d T u n  co r p s  c p/npl e t

S o i t  L un  c o r p s  p a r f a i t  p a r  r a p p o r t  à  un  d i ­

v i s e u r  p rerai  e r  Ç, , e t  so i  t  If u n  s u r —c o r p s  de d e g r é  r e l a ­

t i f  f i n i  de  L . Nous a l l o n s  m o n t r e r  q u ’ i l  e x i s t e  u n  d i v i ­

s e u r  p r e m i e r  e t  u n  s e u l  de K , q u i  s e  p r o j e t t e  e n  Q s u r  

L . x é t a n t  u n  é l é m e n t  de K , p o s o n s

| l |  ||g  i'Iilll
On a >> ’ ( xy ) = \) ’ ( x ) + V T ( y ) . De pi  u s  , s i  ^  ’ (x ) ^ 0

-  4 7
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c  e s t  zé ro  <?.fu n  p o l r ’nono  I r r s d u c t i b J  e f ( t )  à  c o e f f i ­

c i e n t s  e n t i e r s  ôt,ns  X d o n t  l e  p r e m i e r  c o e f f i c i e n t  e s t  1 

e t  d o n t  l e  d e r n i e r  e 3 t  e n t i e r  p o u r  ^  ; i l  e n  r é s u 3 t e  que 

t o u s  l e s  c o e f f i c i e n t s  rie ce  p o l r n o m e  s o n t  e n t i e r s  • i l  en  

e s t  donc  de même p o u r  3e po3morne  c & r ~ - c t e r * ?• t i q u e  g de x 

q u i  e s t  une  p u i s s a n c e  de f  . O r  3e po3 ynorne c a r a c t é r i s t i ­

q u e  de 3+x e s t  g ( 3 + t )  ; î l  e n  r é s u 3 t e  que  N ^ / ^ ( 3 + x )  

e s t  e n t i e r ,  e t  que  V f (3+5:) »  0 . S i  d e s t  l e  p . g . c . d ,
.V»

d e s  v a l e u r s  p r i s e s  p a r  r t l a  f o n c t i o n  Z. e s t  un e  v a -
d

3 ua t i  on  de Z q u i  dé f i  n i  t  un  d i v i s e u r  p r e m i e r  P q u i  s e  

p r o j e t t e  en  Q s u r  I> . Les  e n t i e r s  de K p o u r  P s o n t  

l e s  é3 s m e n t s  d o n t  l e s  po3 ynomes  c a r a c t é r i s t i q u e s  s o n t  à  

c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s  .

13 r é s u 3  t e  de 3S que  s i  P T e s t  u n  d i v i s e u r  

p r e m i e r  que3 co n q u e  de IZ q u i  s e  p r o j e t t e  e n  Q s u r  L , l e s  

e n t i e r s  p o u r  P s o n t  ausc- i e n t i e r s  p o u r  P ’ ; l a  c o n d i t i o n

V p — 0 e n t r a î n e  ^ p »  — 0 , ce  qu i  n ' e s t  p o s c: i 'b3e que  s i  

p  = p» . Donc :

3J___e s t  u n  _co rp  s c oinp3 e t  pe  r _____ r a p  p o r  t _à un

d i v 1 s  eu r  p r emj e r  Q. ,_3_1 y_a_ d a n s  u n  s u r —co r p s  de d e g r é

f i  n i  de L u n  d i v i s e u r  p r e m i e r  e t  un  s e u l  qu i s e  p ro  Je t  t e  

e n  Q. s u r  L .

S o i t  q u n  é 3 é m e n t  de L te3 e ue  ^ n ( q ) = 1



V.-C+D.- ¿S

e t  p u n  é l é m e n t  de K t e l  que  l> p ( P ) = 3  . De l é g a l i t é  

-o T(q )  s  (K:X) r é s u l t e  que  l e  nombre d , q u i  s ’ a p p e l l e  

l e  d e g r é  j * e l a t i _ f  de P p a r  r a p p o r t  à  X , d i v i s e  ( E : X ) .  

De p l u s ,  on  a V p (q)  = ( r : X ) / d  , e t  p a r  s u i t e  (Z îL)  

e s t  l e  p r o d u . i t  du d e g r é  r e l a t i f  d p s r  1 1 o r d r e  de r a m i f i ­

c a t i o n  e de P p a r  r a p p o r t  à X .

D é s i g n o n s  p a r  ix  l ’ a n n e a u  d e s  e n t i e r s  de X 

p a r  r a p p o r t  à  Q , p a r  < r  c e l u i  d e s  e n t i e r s  de K p a r  

r a p p o r t  à P . Xe c o r p s  d e s  r e s t e s  de K e s t  " t / /  p iX '  .

3 n  p r e n a n t  l e s  c l a s s e s  qui  c o n t i e n n e n t  d e s  é l é m e n t s  de 

on  o b t i e n t  un e  i s o m o r p h i e  du c o r p s  d é s  r e s t e s  -c/"/ q <j~ de 

L d a n s  - V !  v i f  . On v o i t  f a c i l e m e n t  que  s i  d e s  é l é m e n t s  

x 3 * » • • •  » x £  ^0 V  s o n t  t e l s  que  l e u r s  c l a s s e s

(m od .p  m  s o i e n t  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  p a r  r a p p o r t  à 

/  q - c K , c e s  é l é m e n t s  s o n t  eu:; -mêmes l i n é a i r e m e n t  i n d é ­

p e n d a n t s  p a r  r a p p o r t  à X . I l  e n  r é s u l t e  que l e  c o r p s  d e s  

r e s t e s  de K es  t  une  e x t e n s i o n  f i n i e  de c e l u i  de  X .

0 é t a n t  p r i s  é ^ a l  au d e g r é  de c e t t e  e x t e n s i o n ,  on v o i t  

f a c i l e m e n t  que  l e s  é l é m e n t s  p x .  (Q—i £-e , 1—J— c> ) 

f o r m e n t  une  b a s e  de < ï p a r  r a p p o r t  à  O* , c ’ e s t - ^ —d i r e  

que  t o u t  é l é m e n t  de <X s e  met  e t  d ’u n e  s e u l e  m a n i è r e  s o u s  

l a  fo rme  cl’ une  c o m b i n a i s o n  l i n é a i r e  de c e s  é l é m e n t s  à 

c o e f f i c i e n t s  da n s  <r , I l  e n  r é s u l t e  que e S  — ( K:X)
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o t  que , p a r  s u i t e ,  3e c o r p s  d e s  r e s t e s  ^e  II e s t  une  

e x t e n s i o n  du c o r p s  de?, r e s t e s  de L de decrré é g a l  s u  de — 

r*ré r e l a t i f  d de P .

D’ a u t r e  p a r t  , s i  n o u s  m e t t o n s  un  é l é m e n t  de

K s o u s  l e  f o r m e  ^__u.j ^p x^ # n o u s  o b t e n o n s  u n e  t o p o l o -

g i e  u n i f o r m e  c o m p l è t e  d an s  K en  p r e n a n t  p o u r  v o i s i n a g e

V de 0 l ’ e n s e m b l e  d e s  é l é m e n t s  p o u r  l e s o u e l s  n
V r ( u ,  .) — n  p o u r  t o u t e s  l e s  c o m b i n a i s o n s  ( l . J )  •

l i a i s  c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  é q u i v a l e n t e  à  l a  c o n d i t i o n

^ P  (x ) à  nQ • H  e n  r é s u l t e  que  l a  t o p o l o g i e  d é f i n i e  p a r

P d a n s  K e s t  c o m p l è t e  .

t e n s i o n s  f i n i e s  cl ’u n  c o r p s  c u e l  c o n q u e  „

C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  u n  c o r p s  L d a n s  l e q u e l  

on  c o n n e i t  u n  d i v i s e u r  p r e m i e r  Q, e t  u n  s u r - c o r p s  de d e g r é  

f i n i  K de L . "“ornions l ’ e x t e n s i o n  Q-*adique { Lq , I q ) de 

L , e t  c o n s i d é r o n s  une  e x t e n s i o n  co m p o sé e  (Ut H_ , J Tr) d e s

e x t e n s i o n s  ( L ^ , I q ) e t  ic/l> . (U.H-^ } e s t  l e  sy m b o l e

d ’ une  e x t e n s i o n  f i n i e  de Ln . On y p e u t  donc d é f i n i r  un
Q

d i v i s e u r  p r e m i e r  |? e t  un e  v a l u a t i o n  c o r r e s p o n d a n t e  V .o o
Le c o r p s  J T̂  e 3 t  p a r t o u t  d e n s e  d a n s  U ; i l  e n  r é s u l t e  

L.
t o u t  de s u i t e ,  que  l a  f o n c t i o n  V ( x )  = V?0 {Jjçx) e s t  

u ne  v a l u a t i o n  de IC ; e l l e  y d é f i n i t  u n  d i v i s e u r  p r e m i e r



* e u !  s e  p r o j e t t e  e n  * s u r i .  De p l u s  p e u t  s e  p r o ­

l o n g e r  p a r  une  i s o n o r p h S e  e n t r e  Xp e t  U . 1 • o r d r e  de r a ­

m i f i c a t i o n  de P p a r  r a p p o r t  &■ I* e s t  é g a l  à c e l u i  de P Q 

p a r  r a p p o r t  à  H,L * l e  c o r p s  d e s  r e c t e s  de K p a r  r a p p o r t
"“ W

à P e s t  une  e x t e n s i o n  f i n i e  de c e l u i  do 1- p a r  r a p p o r t  à Q, 

de d e g r é  é g a l  au d e g r é  r e l a t i "  de P Q p a r  r a p p o r t  à  .

Ce nombre s ’ a p p e l l e  e n c o r e  l e  d e g r é  r e l a t i f  de P p a r  r a p ­

p o r t  à  1  .

Deux e x t e n s i o n s  composé es  i s o m o r p h e s  d o n n e n t  é -  

r i d e m n e n t  p a r  ce  p r o c é d é  l e  même d i v i s e u r  p r e m i e r  de K .

S o i t  m a i n t e n a n t  , i n v e r s e m e n t ,  P u n  d i v i s e u r  

p r e m i e r  de II <}ui s e  p r o j e t t e  e n  Q . S o i t  ( E p , I p )  1 e x ­

t e n s i o n  P —acl ioue de K ; s o i t  1>n l e  p l u s  p e t i t  e n s e m b l e  . - 

fe rmé  do Kp c o n t e n a n t  I pX . ( I ^ . I p )  e s t  une  e x t e n s i o n  Q- 

a d i q u e  de L . S o i t  U l e  s o u s - c o r p s  de Kp e n g e n d r é  p a r

L e t  I  K : i l  n Ty a d a n s  U q u ’ u n  s e u l  d i v i s e u r  p r e m i e r  
Q, P

qu i  s e  p r o j e t t e  e n  Ç, s u r  , e t  U e s t  c o m p l e t  p a r  r a p ­

p o r t  à. ce  d i v i s e u r  p r e m i e r  . On a don c  TT — Kp » de s o r t e  

que  t o u t  d i v i s e u r  p r e m i e r  de II qu i  se  p r o j e t t e  e n  Q. p e u t  

ê t r e  o b t e n u  p a r  l e  p r o c é d é  i n d i q u é  p l u s  h a u t  . I l  e n  r é s u l t e  

q u ' i l  n 1 y a q u ’u n  nombre  : i n i  de d i v i s e u r s  p r e m i e r s  de K

qu i  se  p r o  J e t t e n t  e n  Q,_s u r ___L .

S o i e n t  P 2 ,P2 ........... Pg c e s  d i v i s e u r s  p r e m i e r s .
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f i é s î g n e n s  p a r  X T ' l ' a n n e a i *  d e s  é l é m e n t s  x de K t e l s  que 

3 f on a i t  s i m u l t a n é m e n t  ^ j ( x )  ^  0 { 1 =̂- i ^  g ) , e t  p a r  

XT' ] ’ a n n e a u  d e s  e n t i e r s  p o u r  Q de L . I l  e s t  c l a i r  que  

c o n t i e n t  l e s  é l é m e n t s  de II o u i  s o n t  e n t i e r s  p a r  r a p ­

p o r t  à  <T . I n v e r s e m e n t , s o i t  x  u n  é l é m e n t  de t z é r o  

d ' u n  po 3 y nome f  i r r é d u c t i b l e  d a n s  L d o n t  l e  p r e m i e r  

c o e f f i c i e n t  e s t  1 . On o b t i e n t  l e s  e x t e n s i o n s  c o m p o s é e s  de

1 ( x ) / L e t  de Lr  / L e n  d é c o m p o s a n t  f  e n  f a c t e u r s  i r r é  -
g»

duc t i b ü  e s  d a n s  L - S  s o i t  f  -  J t  f , Uî c e t t e  d ô c o m o s l t i o n ;
i = l

s i  Pj  , P j .......... , P ’ s o n t  l e s  d i v i s e u r s  p r e m i e r s  de L( x  )
O

q u i  s e  p r o j e t t e n t  e n  Q, f l e s  c o r p s  ( l ( x ) ^ )  ^  r s o n t  d e s  e x ­

t e n s i o n s  de d i s l o c a t i o n  d e s  f . s u r  1q . l e s  "0^, (x)  é t a n t
i

— 0 , i l  e n  r é s u l t e  que  l e s  f* s o n t  à c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s

d a n s  Jjr r e t  que  f  e s t  à c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s  d a n s  L ît
< r  s e  c o n f o n d  a v e c  1 ' a n n e a u  d e s  e n t i e r s  de Z p a r  r a p p o r t

à  <r .
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S o i e n t  d j  l a s  d e g r é s  r e l a t i f s  d e s  Pj  p a r  r a p p o r t

X e t  e 3- l e u r s  o r d r e s  de r a m i f i c a t i o n  ( l ~ i - g )  . Nous p o u -

îroDi" c h o i s i r  à;  j l é i r n . s  x ,  . {l ^ é d *  ) de K e n t i e r s  p o u r•* * tl
P 3 , e t  d o n t  le; -  c l a s s e s  ( m o d . P . )  s o i e n t  1 i n 6 a 3 r e m e n t  i n d é p e n ­

d a n t e s  p a r  r a p p o r t  à </"/ ^ . J n  u t i l i s a n t  l e  t h é o r è m e  <3’ i n ­

d é p e n d a n c e ,  on v o i t  n u ' o n  p e u t  c a n s  r e s t r i c t i o n  s u p p o s e r  que

l Ton  a ^  ( ^ i  i ) — Q-p p o u r  i . C h o i s i s s o n s
Fjfr • « P

V a u t r e  p a r t  un  p .  t e l  que  V ( P j )  = 1  , V ( p* )  = 0  s i
6 i P J

j  ^  i , P o s a n t  n 1 = y_ ^ i e i » d é s i g n o n s  p a r  z,  f zp , . . .
i = l

% . l e s  é l é m e n t s  x . o ?4 ( 1 —i —g , 1—j —d.  , 0  — o < ^ e .  ) n T 3 , ^ 1  o • *r j »
\

I l  e s t  f a c i l e  de v o i r  - u ’un  é l é n e n t  de l a  f o r me  /  a i z i

4rl e s  83 é t a n t  d a n s  L , ne  p e u t  e t r e  d a n s  v  que  s i  l e s  a^ 

s o n t  t o u s  d an s  </" , e t  que  l e s  Zj s o n t  l i n é a i r e m e n t  i n d é ­

p e n d a n t s  p a r  r a p p o r t  à  k: . On en c o n c l u t  l ' i n é g a l i t é

) d ^ e ,  é: (z;k)
1

Si  c e t t e  i n é g a l i t é  e s t  une  é g a l i t é ,  l e s  z* c o n s t i t u e n t  une

t e s e  de Y.jL • 3n  v e r t u  du c h o i x  d e s  p r e m i e r s  z .  , on  p e u t

p o u r  ch aq ue  e n t i e r  m p o s i t i f  , t r o u v e r  d e s  a* m£ iT ( l ^ i
n  ̂ •

~ n ’ ) t e l s  que  (z_at +J - Ç  8 i t mz i ) ~ \  U - * é g)  .

^ n ’+ l  ~£--i— a i ,mz i rv ' 
donc que --------------------------------  s o i t  d an s

I

lé

13 en résulte
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<?ue <r ne possède peo do beae finie par rapport à i/0' .
]>onc :

Une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  que 

p o s s è d e  une  b a s e  f i n i e  p a r  r a p p o r t  à iS ' e s t  que

b i e n  connu  de Li l l e  N o e t h e r ,  dans  l e  c a s  ^ e s  e x t e n s i o n s  s é ­

p a r a b l e s  . 13 e n  e s t  e n c o r e  de même t comme on v e r r a  d an s  

l a  p r o c h a i n e  c o n f é r e n c e ,  den3 l e  c s a  où L e s t  un  c o r p a  de 

f o n c t i o n s  a l g é b r i q u e s  . P a r  c o n t r e ,  on p e u t  d o n n e r  dea  exem­

p l e s  d e n s  l e s q u e l s  l a  c o n d i t i o n  n ’ e s t  p a s  r é a l i s é e  .

S o i t  K un  c o r p s  c o m p l e t  p a r  r a p p o r t  à une  v a l u a t i o n ,

, c o r r e s p o n d a n t  à un d i v ' s e u r  p r e m i e r  P . K8ase  e t  S c h m l d t

c o r p s  de rester» i s o m o r p h e s ,  on p e u t  é t a b l i r  e n t r e  eux une

Le r é s u l t a t  e s t  p a r t i c u l i è r e m e n t  s imp' ie  d a n s  ï e  c a s  où K

tr

„S..
> _ d j e i =  ( K : l r )

I l  en  e s t  t o u j o u r s  a i n s i ,  en v e r t u  d ’un t h é o r è m e

S t r u c t u r e  dea  c o r p s  c o m p l e t a  .

( Crel l! e , 193-3 ) , bu 5 $ , r»üuP e^out, uitt et Te i s chmtil 3 e r
(Crell e , 3 Ç-3.Ô ) ont montré eue i a 3 bvuc tare du corna K était
bien do terrai née par le donnée de celle da corps des restes 

(ff de E : cTes t--àî re eue si deux corps complets ont des

i s r.tno rph i e conservant 1 a valuation . Les eutetrsifï cités ont 

"iontro comnenb on peut construire I£ cuanü on sonnait
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e t  o n t  même c a r a c t é  r i  s t i  que  t  K e s t  s i  o r s  i s o m o r p h e  s u

C ' r o s  i e s  s é r i e s  f o r m e l l e s  à c o e f f i c i e n t s  d a n s

LES DIVISEURS PREMIERS DES CORPS 

DE FONCTIONS ALGEBRIQUES

k é t a n t  un  c o r p s ,  s o i t  k ( x )  u n e  e x t e n s i o n  t r a n s ­

c e n d a n t e  s i m p l e  de  k , Un c o r p s  K c o n t e n a n t  k ( x )  e t  

t e l  que  l ' e x t e n s i o n  K / k ( x )  s o i t  f i n i e  e s t  a p p e l é  u n  c o r p s  

â e  f o n c t i o n s  a l g é b r i q u e s  s u r  k . Le c o r p s  k '  d e s  é l é m e n t s  

d e  K q u i  s o n t  a l g é b r i q u e s  s u r  k s ' a p p e l l e  l e  c o r p s  d e a  

c o n s t a n t e s  de  K  . & e s t  e n c o r e  u n  c o r p s  de  f o n c t i o n s  a l g é ­

b r i q u e s  s u r  k ' .  I l  n ' y  a u r a  d s n s  l a  s u i t e  a u c u n  i n c o n v é n i e n t  

à  s u p p o s e r  t o u j o u r s  q u e  k — k '  : c ' e s t  c e  q u e  n o u s  f e r o n s  „ 

D an s  l e  c a s  o ù  k e s t  p a r f a i t ,  n o u s  s a v o n s  q u e  l ' e x ­

t e n s i o n  K / k ( x )  e s t  s i m p l e  : o n  a K  = k ( x , y )  , o ù  y  s a ­

t i s f a i t  à u n e  é q u a t i o n  i r r é d u c t i b l e  f ( x , y )  = 0 . Le p r e m i e r  

membre n e  p e u t  p a s  ê t r e  u n  p o l y n o m e  e n  x ^ , y ^  (où. p e s t  l e  

c a r a c t é r i s t i q u e  de  k ) c a r  i l  s e r a i t  a l o r s  u n e  p u i s s a n c e  

p l è m e   ̂ Donc ] ’ une  au m o i n s  d e s  e x t e n s i o n s  K / k ( x )  , K / k ( y )  

e s t  s é o a r p b l e  . I l  e n  r é s u 3 t e  q u e  s i  k e s t  p a r f a i t ,  K  

c o n t i e n t  t o u j o u r s  d e s  f o n c t i  o n s  s é p a r a n t e s  t  , c ' e s t - à - d i r e  

'’ e s  f o n c t i o n s  t e l l e s  q ue  K / k ( t )  s o i t  s é p a r a b l e  . S i  k n ' e s t

K



p a s  p a r f a i t  . î l  n ’ e n  e s t  p l u s  n é c e s s a i r e m e n t  a i n s i  .

Dans 1 ’ é t u d e  des  c o r p s  de f o n c t i o n s  a l g é b r i q u e s  

on s e  r e s t r e i n t  s y s t é m a t i q u e m e n t  à l ’é t u d e  des  d i v i s e u r s  p r e ­

m i e r s  P c o r r e s p o n d a n t  à des  v a l u a t i o n s  V-p p r e n a n t  l a  v a ­

l e u r  0 s u r  l e  c o r p s  des  c o n s t a n t e s  ^  0 . Quand nous  p a r l e r o n s  

de d i v i s e u r s  p r e m i e r s ,  nous  s u p p o s e r o n s  t o u j o u r s  c e t t e  c o n d i ­

t i o n  ré  a l  i sé e .

Le c o r p s  de s  r e s t e s  d ’un  c o r p s  de f o n c t i o n s  a l ­

g é b r i q u e s  K p a r  r a p p o r t  à un  d i v i s e u r  p r e m i e r  P e s t  une 

e x t e n s i o n  f i n i e  du c o r p s  des  c o n s t a n t e s  : l e  d e g r é  de c e t t e  

e x t e n s i o n  e s t  a p p e l é  l e  d e p r é  a b s o l u  de P . SI  x e s t  un  

é l é m e n t  de K t e l  que ^  p ( x )  ^  0 , l e  d e g r é  a b s o l u  de P 

e s t  é g a l  ? so n  d e g r é  r e l a t i f  p a r  r s p o o r t  à  k (x )  .

Le c o r p s  d e e r e s t e s  J\, ’un  c o r p s  de f o n c ­

t i o n s  a l g é b r i o u e s  K p a r  r a p p o r t  r- un  d i v r s e u r  p r e m i e r  P 

a t o u j o u r s  même c a r a c t é r i s t i q u e  que  E ; e t  p a r  s u i t e  K e s t  

i s o m o rp h e  à un s o u s - c o r p s  du c o r p s  de s  s é r i e s  formel  l e s  à 

c o e f f i c i e n t s  dans  . I n v e r s e m e n t ,  t o u t e  i s o m o r p h i e  de E

dans  un  c o r p s  de s é r i e s  f o r m e l l e s  d é t e r m i n e  un d i v i s e u r  p r e ­

m i e r  de Z ( à c o n d i t i o n  q u ’ à un é l é m e n t  au mo ins  ^  0 de K 

c o r r e s p o n d e  une  s é r i e  f o r m e l l e  à  t e rm e  c o n s t a n t  n u l )  . On 

p e u t  donc t r o u v e r  l e s  d i v i s e u r s  p r e m i e r s  de E en  r e c h e r ­

c h a n t  l e s  i s o m o r p h i e s  de Z dans  l e  c o r p s  des  s é r i e s  f o r ­

m e l l e s  à  c o e f f i c i e n t s  dans  un  s u r - c o r p s  a l  g j b r i q u e m e n t  fermé

V .  • C - f B .  -  3 6 '
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T  de & . S3 l e  c o r p s  k e s t  p a r f a i t ,  eux é l é m e n t s  de k 

c o r r e s p o n d e n t  né c e s s a i  r e in e n t  d e s  é l é m e n t s  de TE , e t  de p l u s  

deux i s o m o r p h i e s  ne d o n n e n t  l e  môme d i v i s e u r  p r e m i e r  que 

s i  on  p e u t  p e s 8 3 r  de 1 ’ une  à l ’ a u t r e  p a r  une  a u t o m o r p h i e  

du c o r p s  deà s é r i e s  f o r m e l l e s  c o n s e r v a n t  k ( d a n s  s o n  e n ­

s e m b le )  . Ces deux p r o p r i é t é s  ne  s o n t  p l u s  v r a i e s  s i  k 

n ' e s t  p a s  p a r f a i t  .


