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Ce tta soconde conférence tcra eonsccrSe a deu— proble-
ncs importent» de la théorie des groupes
Probleme A .- Recherche des groupes de Lie isomorphes d’un
groupe de Lie donné
Probl fane B. - Recherche des sous—¢Troupe3 de Lie dfun groupe

de Lie donné

A.— Groupel isomorphes d’un groupe donné

Nous aVons dé introduit Ja notion ”~’isomorphisme
en partant de 1 notion de prol on®eraent (ho3oédrique ou mé -
riédrique) d?un groupe . Deu:; groupes G1 et G sont iso-

&

morphes holoédriques s’ils admettent deu.x prolongements holo-
édri eues semblables ; le groupe G est isomorphe mériédrique
de GV s’il exi3te un prolonge ent méri égrique cle GJ semblable
5 un "iroj ongetac nt holoédrique de G .11 i1importe de remarquer
ici la nécessité de distinguer un ;AomorAhisme mi riédrique
propre et un isomorphisme mériéd*rique imnropre . Considérons
pur exemple le groupe de Lie G

X = X , Y =y 4 f(x) , Z = z + f1(x)

ou ff:t) ¢ pi”®ne une 'onction analytique arbitraire et i’ (X)

sa dirivje . Soit Ch le troupe qui indique comment G trans
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forme x et 'y , et Gp le groupe qui indique comment (6

transforme x et z .G est un prolongement holoédrigue de

G et un prolongement meriédrique de G~ ; il en résulte a-

lors que G est isomorphe mériédrioue de G . Mais rlrautre

part G] et G? ont les mémes équations de définition (X=x

as | oour & ; X=x = 1 pour % ) : ils doivent donc
3y 1
€tre regardés aussi comme isomorphes holoédriques ; nous di-

rons dans ce cas que ] ’isomorphisme meriédrique est impropre.
C’est pour cette raison ou’il peut y avoir des groupes simples
propres et des groupes simples impropres

Avant d’aborder la solution du probleme A, il sera
bon de dire quelgues mots du prolongement normal d’un groupe

normal G ( cTest-a-dire d’un groupe dont les équations de

définition sont du premier ordre . Soient xA+1, xn les
invariants de G et

(1) du)i = . cjjir to3 \ij+ ak}:i) cok <ij (i ) .an
ses équations de structure . le prolongement normal est celui
qui indique comment G transforme les variables xl, x2,...xn
et les quantités u , u ,..e*, u gui entrent dans les coef-
ficients des formes wo . Nous avons déja vu que les équa—

ti ons
g™hi(x,u,dx) = U) (xtu,dx)

conduisent aux égquations
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e 1 oJk(x»u«dx) 17O~ (x,utdxtdu) - A(x,u,dx,du)l -0
Ko L J

Mm% comment 6n en déduit

AN (X,u, dx,dd) - 65 (s,u,ax,du) = b~Mfc t u
avec <r3 + 3 G3 + ... + n Gn variables arbitraires t A

Ces équations peuvent s’écrire
(C2 ~)* (x,u,Vidx,du) = (Ca°*) (x,u,v ,dx,du)
en posant

- )* - sreft+ < k r*0>*

En écrivant maintenantW * au lieu de (75 ) , le groupe

prolongé est celui qui laisse invariantes les formes (a)

et &5 . On a du reste
o nw~r Ff *C* k <aP 1 a0*. kh, ., X\, X
(@) d C5 =1 N R kA N "kud LA

les Y * étant de nouvelles formes linéairement indépendantes
par rapport aux dv * mais en realité on peut profiter de

| indétermination relative de ces formes pour annuler le plua

grand nombre possible des autres coefficients

Notons encore que les formules @ peuvent s'obtenir

en résolvant de le msniere la plus générale les équations ob-

tenues en annulant les différentielles extérieures des seconds

membres des équations (lI) , ce qui est un probléme purement
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elgébrique.
On démontre facilement que 3e systeme de Pfaff ays—

tatique du groupe prolongé, a savoir

t,wk = o ( =1.2___p I A=1.3,...5)+i1Cgt])

est identique a celui de G. Par suite les invariants essentielle

a»un groupe normal se conservent par le prolongement nonnal_.

la recherche des groupes de Lie isomorphes dTun grou-
pe de Lie donné G, qu'on peut toujours supposer normal, repo-
sent sur le lemrne suivant, dont nous ne donnerons pas la de-
monstration ;
Lemme. - Si Gl et @& sont deuil groupes normaux tels
gue G admette comme prolongement holoédrique, le groupe
Q, adnet riciproqueaent comme prolongement holoédrique un dea

prolongements holoédriques normaux succesr.iis de_ G*

, couplé.”
té au besoin par l1l*adjonction de plusieurs variables transfor-
mées identiquement

Gela posé, soit G un groupe normal donné , G* un

groupe isomorphe (holoédrique ou mériédrigue) de G . Par dé-

finition il existe deux groupes semblables ! j et 13 , | 7un

f° prolongement holoédrique de G, | "autre L 2 prolongement

(holoédrique ou meériedrique) de On peut supposer 1~
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(et par suite i ) normal . D’aprés le lemme, le groupe 1 1

admet comme prolongement un prolongement normal GT de G

eomplété au besoin en <t par l»adjonction de variables

trans-
fermées transitivement . Psr suite. G*, par un changement de
variables convenables, est un prolongement de J 1 d’ou le
theoreme
Théoreme fondamental . - Tout groupe ~ isomorphe_jiol oédrj-~

gue ou meériédrigue d'un groupe normal donné G admet comme pro-
longement un des prolongements normaux successifs de G, com*
piété au besoin par Il'adjonction de variables transformees_

Identiguement

En définitive, le probléme transformé se ramene a

trois autres

jo- former les prolongements normaux successifs d'un grou-
pe normal donné ;

2°— Trouver tous los~ groupes admettant pour prolongement
un groupe normal donns ;
3®- Reconnaitre dans le cas ou un groupe normal G est le

yrolongornent 4'un groupe , Si ce prolongement est holoé-

drigue ou meériédrique.
Nous avons donné des indications suffisantes sur 1©

premier probleme . Occupons-nous du second
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Pechercho des groupos admettant pour prolongernent
un groupe normal donné
Soit G un groupe normal nTayant que des invariants

essentiels, mais aux variables x duquel on pourra adjoindre

un nombre indéterminé de variables y transformées identi-
guement (invariants non essentiels) . Soit un groupe ad-
m ettant G pour prolongement . Les variable* transformées par

seront certaines fonctions dos variables x, y, et on
pourra toujours supposer quTelles comprennent tous les inva-
riants , essentiels ou non de G, quitte a se débarrasser en-
suite de ceux d'entre eux qui ne seront pas essentiels pour
ler variables transformees par ~ , autres que ses in-
variants, peuvent Gtre considérées comme les intégrales pre-
mieres d'un systeme de Pfaff que nous supposerons reéductible c
la forme
(3)\/ %i :LPI + }\ WS+k +m Vk _
(i=0 .,a; k=0 s - -,N-1)
Le groupe ~ est celui oui indique comment G transforme entre
elles ces intégrales premieres et les y~N ; mais comme G lais-
se Invariantes les formes i et dyk et doit d'autre part
laisser invariant le systeme précédent (puisque G transforme
entre elles les variables de >£ ), c'est que les coefficients
et N ne dépendent que des invariants do G et des

k i k

yfc; on peut donc supprimer.dans les équations (3) les termes
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dy ot réduire ces équations a la forme
35y $S55 W + = @ =0

(1=3.3....a ; k=1.3.....n-1)

Les coefficients dir. étant des Invariants de G et de
# ©n peut les regarder comme des invariants indépendants,
guitte ensuite a établir entre ces invariants , si cela est

nécessaire, certaines relations

Lo calcul de d 0 *
d8 = duft + oLd dcoStk & a® A3BH
1 *K
donne , en remplacant dCo ot d to par leurs valeurs,

et tenant compte des équations (3), une expression contenant

des termes de la forme

ek 9h . akw 3th e w 3tk W ath

dot,1 co3+k . eksrp . w3+k SjT.

Le systéme (3') auquel on joint dyh = 0 , d*E. =0
est complétement intéerablo . Il faut donc

+k +h
S COS

le) que | fensemble des termes en CO soit lden-

tiguement hul ;
3°) que Il'ensemble des termes en wu> 35 r SOIit identi—

guement nul
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Ces conditions se¢ traduisent, par des relations algébriques
entre les o(”™ et les coefficients de structure de G . On pourra
imaginer des relations résolues de maniere \ exprimer les cx:% en
fonctions déterminées des invariants essentiels de G et des parametres
zk qu’on pourra provisoirement regarder comme de nouveaux Invariants
indépendants. Cela fait les transformations qui indiquent comment
G transforme entre elles les intégrales premieres du systeme @)
constituent un groupe G 1somorphe de G , avec coime iInvariants
les invariants essentiels de G et les i1nvariants =z . On formera
alors le systéme systatique de G , obtenu en annulant les dérivéesnm
partielles des 06.q par rapport aux fermes ao stk et X3 .

Les premiers membres des équations de ce systeme sont linéaires oar
raoport aux 01 et aux dz» . Les iInvariants essentiels de

s’en déduisent.

La méthode précédente oeriet donc, oar des calculs purement
algebriques de former les équations de structure des grouoes G ad-

mettant G pour prolongement et n’ayant que des i1nvariants essentiels.

Si le grouoe G est fini, 1l n’a pas d’invariant essentiel
et est simplement transitift ; soit r son ordre . Tout groupe
isomorphe \ n + h variables et h Invariants, ne pourra exister que
pour n~r ; si n=r G n’apas d’invariant essentiel et se

confond avec G .
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Exemple | .-

Prenons le groupe G simplement transitif des trans-

lations du plan

& = X + a , Yy =y + t
On a ici
u> - dx - dy 5 d~1= 0 , a hS* = 0
le seul cas qui se présente est celui d’un groupe
'C a i+l variables dont h invariants . On posera suivant

la méthode générale

6]1: WI +2ya , d’ou di:()l1 = dz Co2
le s3steme systati que est dz = 0 ; z west un invariant
essentiel . la variable do G autre que z ust
X + zYy = X , et on a pour équations de G
3L = X+ a + bz , 2> = z
On pourrait auaai prendre pour -z une constante , mais alors

3ora.it isomorphe mériédrique do G

Exemple 11.-
Soit le groupe simplement transitif
X = ax : y = ay + b

avec
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Le seul cas a considérer est celui de 3=1 ( h+1 variables
dont h inx’aridnts) . Si dTabord on prend = 401 , on a
un systeme 1- 0 complétement intégrable avec 1’intégrale
premiere X ; dans ce cas " n’a pas d’invariant essentiel

et a pour équation X = ax : il est isomorphe mériédri que
de G »

Bons le cas général on posera
9 a = + z cO01 , avec d 9n = ( + dz) .
le S37/Stémo ;jrstatique de 2 est 0 + dz =0 ; 3linva-
riant z n’est pa:z: essentiel et on peut donner a =z 3a va-

leur O < Lg variab3o unique de G est 3 ?integra3de premiére

3 . o ta *

y do u> = 0 ; 1YQg.uation de G est
y = ar + b

et est isomorphe holoédrique de G .
Sxemple 111.-

Prenons pour G le groupe 3niini d’une variable x t
avec

Ca>'3 = u #&x , a’yl = 3 _

Sn changeant de nofetion ot en formant 3es pro3 ongements nor-

maux successifs noua aurons par différentiations extérieures

3 | a
60> — WO

Q,

_m S
>

u - u> §
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- /X
aoj” = dj3w4+ w’ 03
d " _ u/* 0>+ 3 Ca> Ca>

dco5 = U)1u>3+ 3-02 u>5+ 3 Ui 3 UJ4

X X XX X ¥ BN ¥ 3

Le 3eme prolongement normal de G e pour équations
de structure 2’ensemble des 541 premieres équations de la
sui te

On peut obtenir facilement les formes oU successives

on a
1 _

cCoO™ = u dx

to = - &y e

w3 = -9V 4y dx
u

et = - M MV W £ dx
u =

avec les équations finies

X = FX) = X(X)

Xt w2
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— W *v X" 1 XT N2 X2
X» u xr2 u X»2 u X»3
Bornons-nous a lu recherche des groupes G a h+3
variables dont h invariants . Il faudra prendre pour 97
et G 2 deux combinaisons linéaires des formes co , soit
9l = + P, JPe. .+ W + Pz 6

B3 = <o#i+ q 3uf +..* + g2 Co3 + @ tO = o

Si o< >11d contient le terme co™ tuWlWB+1qui ne peut
se réduire en tenant compte des égquations du systeme, il faut
donc c< = i ot par suite le systéeme est de la forme

S = eud¥ + PGg—4" + e P2 k* ~ 0
N D'une maniere générale le teme (-3) dont les variables
de sont les intégrales premiéeres est invariant par le grou-
pe de stabilité linéaire de G, comme le montre un raisonnement
géometrigue simple : ici le groupe de stabilité de G (B ) est
rdujP: Ta)1 : les équations U'e: 0% —0 ne doivent donc pas
Tt a

changer quand on remplace oj par uj + un multiple arbitrai-

re de co3 «
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On sg rend compte facilement que 3»exposant e* ne peut dépas-
ser 4 n n'y a donc eue trois cas possibles

3°) On prend

el = wl =0 |, e3 = u>3= o0
avec

dg83 =919 Z , d9a t= 010J33;
3e systeme systatigue sc réduit a O = 0 ; il n'y a pas dfin-
variant essentiel . Les variables du groupe ? sont X et

u et 3Ton a

X — X
Z°) On prend

©: 5 oJl= o . G2 s co3 + <=
avec
a 93= 93vh3, a93=«l 9’ 83+ e’ w4 + (a*-«*2 93- &) w 3

Lo systeme S7/Ststique est ici
Q1 =0 duU 81 - 8~ =0 ;

13 n'y a donc pas d'invariant essentiel et on peut faire

040 . Los variables do G sont les intégrales premiéres
X et v du systéme GO = co™=0 . Les équations finies
sont

F=x |, v = Z - *1
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et 3Ton a

ditf= el 13 j9a =elw4 . eaw3

3°) On pr~nd

Ols <=8= 0 02 = @4 +40/+|3(U¢ s O,
avec

a C?= t1: u>¢

d §a= -0**>3 0u3+o;, 91 eS+ 93 Co5H[dai +(A.*?) 91j W3

+(a/S-40 a +f«ilidl ) u>g

ii faut donc a( = O et 1*on a

d92 =93 U>5 4" 93 U)3 + (/3 -392)u?2

Le systeme ayatatigue eat

91 =0 ’ d”™-302=0.
13 n*y a donc aucun invariant essentiel . Le coefficient 3
peut étre pria nul avec
d G1 = 9: u>3 : d8a =81 w5 - 282 w2

Les variables transformées par (A

les premieres du systeme uJ3
A3 .2 f , i .
uw -2 -V — ¢ Les équations finies

X =X T =

sont les intégra-

=W 2= O . a savoir X et

sont

1 - 2~ + 3 X™a
Xié E 7?3 3 xfa



IV.-H-1 5

On reniarquora que tous ces groupes sont sans invariant essen
tiel : mais on peut trouver un groupe \U isomorphe de G a
six variables f dont un invariant essentiel . On trouvera dans

le mémoire de M .B.Cartan 3f> liste des groupes a trois variables

ainsi qu'un certain nombre d'autres exemples . Citons seule-
ment le groupe suivant, isomorphe au groupe x = X(x) ,
y = Y(¥) :

X = X(x)

y = yy)

T = t _z X _ 1 Yu

Jx*Y’ XAX*Y' oz YT\jX'Y’

Remarque

le probleme que nous venons de résoudre est au fond
la détermination des différents objets géométriques (analyti-
gues) au sens de 0,Veblen et J.A.Schouten . Les derniéres for-
mules définissent par exemple un étre geéometrique a deux com-
posantes z et t f envisagé par rapport au groupe infini
x = f(x) , y = fE>(y) ; les deux derniéres formules indiquant
la loi suivant lacuelle se transforment ces deux composantes

par une transformation quelconque du groupe de base . L'objet
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géom étrique classique est la f*rme différentielle quadratique

gjj dat ast * définie par ses composantes g ij I*as gj3 sa
transfornent psr un groupe isomorphe au groupe général de n
i | ir
variables . Si l'on pose o> = u Kk d x et que 1 »on for-
/ 1t2 ., 2.3 , nh.2 o
me (u > ) + ( Ck ) + L« o+ {<*>) , les coefficients
\ i i .
uk uh se 1transforment entre eux suivant le groupe
cherché =
Reconn afitre si le groupe ~ admet G pour prolongement holo-

édrigue ou m ériédrique

Nous ne dirons que quelqgues mots de ce second pro-

bléme dont on trouvera la solution détaillée dans le Memoire
de M ,E,Cartan . Voici le principe de cette solution
Supposons, ce qui est permis, cu’on ait, s’il y e
lieu, ajouté aux invariants essentiels de G les invariants
essentiels do . On peut alors supposer que les variables

¢f sont les intégrales premiéres des éguations obtenues
en annulant les S premiéres formes co* qui entrent dans
les éqguations do structure de G . Soient x3, x3 ............... aca CeS
variables « On a des relations de la forme
= AU <*J o ig) ta* (i=k=1,a...,s)
les ~ étsnt des quanti té3 iIndependan-tes des G o) .

Cela posé, cherchons quel]les sont les transform ations de G
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gui correspondent a la transformation identique de Hi m

) P )
Comme elles laissent les formes co invariantes , on aura

pour ces transformations de G

8 (s1,..,*3, C3,,,--, ]lg) = a* (x3f.._,xa.

On peut toujours supposer que les coefficients a ™ sont ¢

fonctions indépendantes do C 1 ,...C g . On vOit donc que

toute transformation de G qui correspond a la transformation

identique de w, laisse invariantes non seulement les variables
XN X2

, XS ., mais encore les variables AT S

Or, ces derniéres, jointes aux premieres, constituent les

intégrales premieres des équations obtenues en annulant les

N N A 1%
formes toI ot 'es formes -:?-g—q—-tcjf—) encore D —q—-lil—'e—)

1) (dx ) b co
(1,k = | b) ; on a, on effet

jaii-isll = -~ 4 d C h (mod. «J. w3
17) (d Xk) N S
On congoit gu’en procédant ainsi de proche en proche on arri-
ve a trouver toutes les variables de G (ou plutdét toutes les

fonctions do ces vaiaables) qui sont invariantes par les

transformations do G correspondant a la transformation

iden -
tigue do , Si 1"on arrive ainsi a trouver autant de fonc-
tions indéoundantes qu?:i y a de variables, le groupe G est

un prolongemont acloédiiqua de G ;. sinon le prolongement
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est nidriedrique . La connaissance des seules équations de
structure permet dans chaque cas de déterminer ce qu’il en
est et méme fournit le structure du sous-groupe invariant de
G qui correspond”™ la trensfornation identique do . Pour
plus do détails sur la méthode , voir le i.emoire de 15.Car-
tan (Annales Ecole Normale, 1905).

Dans le cas ou G est le groupe infini d’une vsriable

X , 1’lsomorphism®© est tou‘ours hoJoédrique car a la transfor-
mation identique de correspond touiour? la transfonnation
X = X

Dans | exemple 1 traité plus haut, on a

dé” = a/;z c:j3
Si Z n’est pas une constante n, mais un lInvariant,
NO N 2

--------------- = co * a 2a transformation lIdentiaue de corres-
7 dz ) o)
pondent dans G les transformation? qui laissent invariantes
les intégrales premiéres do 9% 0 et <jjg: 0O , c’est-a-dire
X et vy ; Llisomorphirmt est holoédrique.Si z est une
constante , 1’isomorphasme est merié drique

Banf 11lexemple 11, avec uib seule variable (l’in-
variant non essentiel y4 étant éfral a zéro), on a d 91

—~ = * Ne systeme

01 = =0 , w =20
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montre que ] fisomorphjsme est holoédrique

3.—Sous-~"roupes de Lje d*un groupe donné

Nous nous proposons de chercher tous les sous-grou-

pes de Lie d'un groupe donné . Noue a”ons déja remarqué que

certains sous—groupes évidents comme le sous—groupe des trans-
form ations du groupe donné oui laissent fixe un point, ne

sont pas toujours des groupes de lie lorsque le groupe donne

est infini ; nous ne nous en occuperons pas
*in principe on obtiendra un sous—groupe de Lie g
gue de ceux-la) d’un groupe de Lie

de G de nou-

( il ne sera plus question

donné G en ajoutant aux équations de définition

vel jes équations de maniéere que le nouveau systeme d’équations

définisse un groupe de Lie . La difficulté est de savoir
guelles équations il convient d’ajouter . Nous pouvons d’a-
bord supposer nue le goronpe G est normal car s’il ne | ’est pas

on peut le prolonger hgloéedriquement de maniere a le rendre

normal, le sous-groupe g se prolongeant automatiguement en

méme temps que G . Les équations de définition de G étant a-

lors du premier ordre, les équations de definition de g

pourront étre el les-momes du premier ordre ou d’un ordre su-

perieur
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Quoi qu’il en soit, supposons qu?aux équations de
iéflnl tion de G 13 y ait 3ieu d’ajouter pour obtenir celles
de g un certain nombre d’équations finies . D’apreés de qui
a éte vu dans 1’exposé pricédent, cela signifie que le groupe
g admettra comne invariants non seulement les invariants de
G, mais encore de nouveaux invariants dont il y aura autant
d’indépendants qu’on a ajouté d’équations finies indépendantes
entre les variables primitives et les variables transformeées.

Il peut arriver gqu’on ait ainsi toutes les éequations de défi-

nition de ¢ . Dans ce premier cas, g se preéesente comme | ’en-
semble des transformations de G qui iaig¢sent .Invariantes un
certain nombre do fonctions indépenddntsd des variables . Ces

fonctions peuvent étre appelées les invariantd caractéristi-
gues du sous-groupe ¢

Supposons maintenant que pour obtenir g Il failie
ajouter de nouvelles équations aux deérivées partielles du
premier ordre aux equations de définition de G . Revenons a
la définition de G coni'Tit ensemble des transformations qui

laissent invariantes n formes de P faff ;

Col = af (x.u) dxk <i1=1.3... ,n ; k=1.3....p)

I maniéere dont les variables u se transforment par G est

fournie par les équations
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u* (3T.u) dxk * (x,u) dxte

U encore

a* (x.u) * = afc
On sait que ce3 équations on au4 ..... up li«nt compatibles
toutes les fois que les 3T se déduisent des x par une
transformation de G . Cela veut dire que | ’élimination des
K entre les rr équations procedentes donne les équations

de définition du groupe G (les u no fi/2uront plus dans le

résultat de | ’élimination) . Si maintenant on suppose que les

X se déduisent des x par une transformation de g , c’est

gu’il y aura lieu d’ajouter de nouvelles relations entre les
_—m

x . les X et los Nemeee . oar suite il y aura des rela-
. .

ticns finied3 entre les x , les &, les u__et les u

Autrement dit, si on considére le prolongement normal G do
G (opérant sur les variables x et u ) et le prolongement
g3 do g correspondant , le groupe g admettra de nouveaux
invariants fonctions des x et des u , qui s Tajouteront
aux invariants éventuels déja obtenus, fonctions dos seules
variables x. La propriéeté d’une transformation de G d’ad-
mettre ces invariants est équivalente a la propriété de cette
transform ation de satisfaire aux équations finies et aux ¢é-

guations aui. dérivées partielles du premier ordre qu’on a
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ajoutées aux équations de définltlon a<] (* pour obtenir tout

OU partie dos équations de définition de g.

Si les équations ajoutées ont fourni toutes les ¢é-
quations de définition de G . ce oOui suppose qQque ces ¢€éruations
de définition sont lim itées au premier ordre ot forment un
systeme en involution, lo groupe g est défini par la pro-

priété d'adm ettre comme invariants un certain nombre de fonc-

tions des variables de G o370 n'en est pas ainsi, on
poursuivra 3e procédé en considérant les variables v qu’in -
troduit le prolongement normal G2 de G3 ; I "addition de
nouvelles équations de définition ( qui seront du second or-
dre par rapport sui variables prim itives de g ) fournira de
nouveaux invariants de g , fonctions des s, u, Vv , et ainsi
de suite , Nous arrivons donc au théoréme suivant -

Thé oreme fondamental .— 5tant donné wun sous—groupe g
d’un groupe normal G . 11 existe unnprolongoment normal g/[™_]|

tel que le sous-groupe correspondant prolongé de

g soit défini par 1’ensemble des transfo itnatlons de G~*F qui
laissent invariantes un certain_nombre du fonctions des varia—
blés transformées par G ~* , Ces fonctions sont les invariants
caractéri stlgues du sous-groupe 81

Co theoréme est la généralisation d’un théoréme bien

connu sur les groupes de substitution . la démonstration méme
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conduit a distinguer des invariants caractéristiques de dif-

férents ordres , ces ordres formant une suite ininterrompue

d’entiers commencant par un entier p - 0 ( P étant 1’ordre

minimum des equations de définition qu’il a fallu ajouter a

celles de G pour obtenir celles de g ) et se terminant a h.

Ces ordres sont relatifs au groupe G initial Par rapport au

groupe G ~ , tous ces invariants sont d’ordre zéro.
Plusieurs problémes se présentent maintenant a | ’es —
prit
Le premier est le suivant : Peut-on se donner arbi-

trairement les invariants caractéristigques d’un sous-groupe?

Nous indiquerons tout a |’ ’heure la méthode a suivre, mais re-

marquons dés maintenant que si | ’on se donne certaines fonc-

tions comme invariants caractéristiques d’un sous-groupe, il

est nécessaire que les transformations de G qui laissent in-
variantes ces fonctions ne puissent laisser touiioa la fois

invariante une autre fonction indépendante des premieres e

Cela limite le choix des invariants caractéristigues
Un autre probleme important est la détermination des

différents types de sous-groupes d’un groupe donné et celle

dTun représentant de chaque type Deux sous—groupes appartien -

nent eu méme type s’ils sont homologues dans le groupe total,

c’est-a-dire s’ils peuvent étre transformés | ’un dans 1 Tautre



IV, -H.-24

par une transformation du groupe total . On peut toujours
supposer auMI existe un prolongement normal G' \ du grou-
pe G toi rjue les invariants caractéristigues des deux sous-
groupes soient des fonctions des variables transformeées par
G"*1) N Les deux sous-groupes sont alors homologues, s Tils
ont le méme nombre dTinvariants caractéristigues indépendants
et s'il existe une transformation de G(”) transformant tout
invariant caractéristigue du premier cous-grou~>e dans un in-
variant caractéristique du second . Si | ’on revient au grou-
pe Initial G, on voit que les invariants caractéristigues in-
dépendants dTordre zéro des deux sous-groupes doivent étre de
méme nombre et transformables les uns dans les autres par une
transformation do G ; les invariants caractéristigues dTordre
zéro et un devront étre de méme nombre et transfonnablea les
uns dans les autres par une transformation de G (1), et ainai
de suite , DToutre part | Tensemble des transformations de G

qui laissent invariants les différents invariants caractéris-

tigues d'ordre zéro dTun sous-groupe g de G forme un

sous-groupe g * , dont g est lui-méme un sous-groupe

v/ *=
Soit Y ITensemble des transformations de G qui transforment
entre eux les invariants caractéristiques de g , C’0st-

a-dire qui laissent invariant le sous—groupe ¢ ; pour que

&
deux sous-groupes de g soient homologues dans G. il faut
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et il suffit quTila soient homologues dons Y
Supposons alors au'on sache O0éterminer les différents
types de sous-groupes de G dont tous les invariants caracté-
ristigues sont d’ordre zéro ainsi ruTun représentant de chaque
type , et supposons enfin qu’on sache déterminer pour chacun
de ces représentants g_x* le plus grand sous—groupe %7 de
G qui le laisse Invariant . La résolution des problémes ana-
logues pour les sous-groupes dont tous les invariants carac-
téristigues sont d’ordre 1 (et zéro) se fera par les mémes
m jthodes, en partant de chacun des représentants gif' obtenus
et en remplagcant pour chacun d’eux le groupe total G par Y
(ou plutdt par le groupe qui se déduit de Y par le premier
prolongement normal de G) . On aura ainsi une méthode régu-
liere pour trouver successivement tous les rbypes de sous-grou-
pes d’un groupe donné et , pour chacun de ces types, un re-
présentant
En definitive, nous sommes ramenés aux problemes

sui vants

1 °) Etant donné un groupe normal G, détermkiﬂner,.dlffé rent
systemes délnvariants caracté ristigues d’ordre zéro d’un sous-
groupe

2°) Reconnaitre si deux systemes d’invariants caractéris-

gues d’ordre zéro sont homol _ogrues
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30) Pour chaque t;Tpe de systéemes d'invariants caracteris-
tigues d'ordre zéro, trouver un sous-groupe correspondant
4°) Ce représentant du type consideré étant connu, trouver
3e plus grand sous-groupe de G cul 3e laisse Invariant
Tous ces problémes peuvent étre réso3us en partant
uniguement des équations de structure du groupe G ; 3es inva-
riants caractéristiques seront donnés comme 3es intégra3des
premiéres d’un systéeme de Pfaff convoiétement intégrab3e ; 3es
équations de structure de chaque sous-groupe g et aon p3us
grand sous-groupe | qui 3e 3aisse invariant seront obtenues
par des procédés purement a3gébriques
Voici que3ques indications générales sur 3a methode
Supposons gurun sous groupe g admette s invariants carac-
téristiques d'ordre zéro indépendants (en dehors des inva-
riants du groupe G lui-méme ). 13s pourront étre regardés
comme des intégrales premieres d*un systeme de P faff qu'on

pourra réduire a la forme
(1) 9 = Q] + 0J 3+ -0 (1=1 3; k=1,4,.,, n-s)

Toute transfonnation de G, et par suite de g, laissant inva-
riantes les formes 'X>, et les transformations de g laissant

évidemment invariant le systeme (lI) , il en résulte que les
i

coefficients otk sont des invariants de g , <c'est-a-dire
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des intégrales premieres de (3) . D’autre part, les sont
des combinaisons linéaires des différentielles dl . ai3
dl3 des invariants caractéristiques, tuais comme g

laisse invariante chaque forme © les coefficients des dl
sont eux-mémea invariants et par suite les différentielles
d ©”~ peuvent s Texprimer au moyen de” seules formes 9
les coefficients étant encore des invariants . Si s=1,
(A =0 Le calcul de d 9 conduit comme nous lravons
dé .la vu auparavant, a des ”“~ormes extérieures du second degre

cuil peuvent 3 Texprimer comme combinaisons linéeaires des pro-

duits
& 9h , 9k uwat+h , ws+k u.8+h , a«* cos+k
W aaP, a@aarfap -
Comme 3ea d sont des combinaisons linéaires des S

avec coefficients fonctions des invariants, nous poserons

, o , . h
W« ¢yh. 3
13 faudra a3ors exprimer 3a possibilité de choisir pour les
des combinaisons 3inéaires des B~ et des 0c? de ma-
niéere que d 6~ prenne 3a forme y Yux’\I S 9 e Il en reésul-

tera en geéenéral des relations finie? entre les coefficients

rl Q: ces relations seront al”~rébrioues entieres et définiront

aans 1Tespace a (n —fo)~* dimensions des X une ou plusieurs
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variétés indécomposables , Pour chacune variété V, on pourra
exprimer les coordonnées xik d'un point en fonction de para-
Ir

meétres fl , qui seront encore des invariants, et on aura des

relations linéaires entre leurs dérivées covariantes /a”.h

(coefficient de 9 h dans d ~3k) et les il k . Ces relations
devront naturellement étre compatibles . Si I'élimination des
_ t

yi .h donnait de nouvelles relationr entre les /3 , on se-

rait ramené encore a une variété algébrique contenue dans V
et qui pourrait encore étre decomposable ,

Supposons que cette derniere particularité ne se
présente pas . Les différents sous-groupes correspondant a
une méme variétée V sont—ls homologues entre eux ? Soient
13 (x) F(x) les invariants de 1'un d*eux ; J3(x),.».,

S . .- .
J (x), ceux d'un autre ; les équations

ocOo- 11 & , coS+h  (x,u,dx) = COS+t]JI (x,u,dx)

(i=1,3,,., « h=1,2,..,n-3)
entrainant
u/ (x,u,dx) = §¢ji (x,u,dx) (i=1.¢,..,8)
Si le systeme ainsi obtenu est compatible, il existera évi-

demment une transformation de G transformant le premier grou-
pe dans le second. Quant aux transformations de G qui lais-
sent invariant un sous-groupe donné, c'est-a-dire qui trans-

forment entre eux lec Invariants caractéristigues de ce sous—
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groupe . «e seront celles qui lalasoron-fc i1nvariants Iss coef-

ficients xik . c"est-a-dJre l1l«s invariants (ik . Si ces 1inva-

riants sont au nombre de s indépendants. ce nu’on pourra

reconnaittre a’apres les renseignements ou"on a sur lesfJ-_h

le sous groupe g ne sera lInvariant que dans lui-mene; sinon

il sera i1nvariant dans un "ous-groupe plus grand

Pour sortir de ces généralités nécessailrement un peu

vaguea, prenons quelques exemples

Exemple 1

Prenons 1le groupe de translations du plan
X = X + a , y =y + 1
avec
& d* . 0U3 = dy S dwi =0 . JWS - o
Le seul cas a considérer est celui d"un sous-groupe
5. vin parametre ; prenons donc
* 1 2. 1 .
§ = ui + to ;
nous a‘rons
J d <& <ju ,
11 faut donc d~ = 0 . le coefficient * est une constante
m . du reste quel connue;

I"invariant du sous-groupe est

y + m X et les équations du sous-groupe sont

X =2+ a , y =y -

m a

Deu:: sous-groupes correspondant a deu-> valeurs dif
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férentes”ne sont pds homologues, car une transformation de G

ne peut transformer l'équation QN + m co =0 en l'équa-
tion u)y™ + mT =0 Si m* m . D'autre part, chaque
sous-groupe est invariant dans le groupe total, cai? toute

transformation du groupe loiseéant invariante I'équation

U + a yju = O , ou m =est une constante donnée

Exemple 11

Soit le groupe

X = a X , y = ay + h
avec
ujs = — :X-éli ; d (o1=0 , dU3 =Gmacol
Il faut encore ici supposer s =1 *
Prenons d'abord
6N = <N = 0 avec d$ =0
On a un sous-groupe caractérisé par l'invariant x , C'est un

sous—groupe invariant car toute tranefonnation de G lais-se

invariante 1'équation to = 0 , Ses équations finies sont

( x étant l'invariant)

X = x3 , y s y + tj

Prenons ensuite

91 2 U} 3 + ol UOa ;
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on a

d9'1= ( 94+ de*) Cu3 S

52 faut donc prendre d <& -+ = 0 # Autrement dit, «*
est 1’invariant du sous—groupe, et 13 est défini comme solu-
tion de l1l'équation completement intégraile

i« + W +ol U>I =0
13 'y a une infinité de solutions . DTou une Infinité de sous-
groupes . 13s sont homologues entre eux, car si o( et A sont

deux solutions le systeme

ft ("*y) = < (x.y) . co3(>.y,dx,dy) = u> (x,y,dx ,dy)
entraine
Oj2 (x,y,dx,dy) = (X,y,dx,dy)
et ce systeme, différencié extérieurement, se révele comme
completement intégrable a cause des équations de structure
0 v

du groupe . La valeur géneéerale de c¢* est — — | équation

~)~(p"L = Q>Z7L f ou 3'on remplace X' par ex et y par ay+b

donne offectlvoient Gf = aC + ', ce qui fournit bien une

infinité de transformations de G permettant de passer de C

a C* . . H
Snfin, 1'un des sous—groupes obtenus n'est invariant

que dans lui-méme, car toute transformation du groupe laissant
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invsrjanfco équation 0 =0 laisse par cola m&ue invs»
riante 3a fonction o* . DI 3e appartient donc au sous-groune.
Le3 équations du sous-groupe sont, eu remplacant b

par (3-a)C

X = as Y -C = a (y-0)
Pour 0 =0 on a un représentant du type consideéré
X = ax : r = a?

gxemple 111.

Soit 3e groupe

=8 . b
ex + d

qui prolongé (voir exposé 3) conduit aux formes

W —u hx , go0% = —d—ﬁ---——‘é d3@;

Go M dv + 2 . du + — 27~ dx
u2 u 2. u

avec 3es equations de structure
1 VA 1 i o i n % 2.
d Ci =Co” U)’, dou = ol u, dco = Ut @
Cherchons d'abord 3es sous-groupes a deux parametres
Posons
X ] 7
s + af 0OJ + to

on a

a (a2 A ) ] + d<C) " + (ol & + dft) ©O*
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Le second membre devant étre identiquem«nt nul. on a
P = 1 dex + €a=0

de sorte que ]'invariant caractéristi.que oi &est solution de

1 Teguation compiexternent integrab!e

]
o

doC 4 u> + Gk * Q0

@

La encore tous lee sous-groupes correspondantssont homologues:

il suffit de considérer le systéme
c* {x,U,v) = C* (x,u,v)

»-0 (3f*u,v,dx ,du,dv) = ix? (xfu,v,dx,dufdv)

gui est complétement integrable et dont la solution générale

depend de deux constantes arbitraires « Quant a 1’un de ces

sous—grouoes il n’est invariant que dans lui-mene, car toute

transformation de G qui laisse g invariant laisse invarian-
te 1’équation de Pfaff qui définit o< , et par suite aussi les
coefficients c* , 3 ot? de cette éouation

Les equations de structure du sous-groupe sont

CA® — co”™ Co3 : d <xjrr — (ci — oC ex?2) to3 -

['invariant c¢& nlétant psa essentiel, ce groupe est semblable
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au groupe obtenu en faisant, dans les éqguations précédentes

o4=0 =« dc* =20 , Cc’est-a-dire
i ¢ 2
d — lo gog ( dCo —0O
L’équation qui donne s’intégre facilement et on
trouve
<*F= * 4 — |-

Si | ’on prend , par exemple, . , les équations
ir
X — t u = u(cx+d)'v v = v(cx +d+ vc(cs+d)
conduisent aux équationa suivantes du aous-groupe c=0 , d4
X = ax + b

Cherchons maintenant les sous—groupes a un parametre

Posons

on a

do0o3= (B3 + o 8 3+ do”) U) 3

do2= B393+(S//CE93-0098+ d”~) cu 3

13 faut donc prendre

dd + cé G~- 0 d +3/3 0 —o 0 =0
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systéeme conp3etement intégrable ~
13 y a ici a distinguer suivant que les invariants

o. et fb sont indépendants ou non ; cela dépend de la quan—
2

ti té «t + 3 B :

i°) sa o(a+ 3fl R= - ] N # on a la seule

1
o

re3 oti on

dal + ot B Ow = d a( + CO*"+ °v (o~ + oT * —a

G*

ru 3, Jointe a 9 =0, fournit un systéme comp3eternent inté -
grat3e . Tous 3es sous—groupes ainsi obtenus sont homologues
entre eux . Mais 3es transformations de G nui 3a3ssent un de

ces sous—gflmupes invariants 3aiosent invariant 3*invariant

du sou?-groupe T mais par nécessairement 3rautre : i3s lais-
sent simplement invariante 3’équation Q =0 qui fournit
cet autre invariant : 3e rou -groupe ¢ est donc invariant

dans un sous-groupe a deur parameétres de G . On peut prendre

pour «t 3a fonction déja déterminée ; 3’autre inva-
ué6
riant est donné par |uLu = 0 . L’équation de g est a3ors
X = h + a

3°)sioc~r +Zil £0

3e p3an des doux variab3es o et , 3es deux régions |li-

, 33 y a 3ieu do distinguer dans

mitées par 3a ps-rabo3e v + 2 = 0 . Les sous—groupes cor-
respondant a chacune de ces deux régions sont homologues en-

tre eux . Les deux types de groupes homographigues obtenus
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correspondent, l'un, aux sous-groupes formés des homographies
ayant deux points doubles donnés réels, l'autre, aux sous-
groupes formés des homographies ayant deux points doubles
imaginaires conjugués . Chacun de ces sous-groupes n'est in-
variant que dans lui-mdme, tandis que les sous-groupes du
cas 1°) formés des homographies paraboligues de point double
donné sont invariants dans le groupe de toutes les homogra-

phies qui laissent fixe ce point double

Exemple 17«
Prenons pour G le groupe infini d’une variable

Rappelons les éqguations de structure

i i . ?
d Ou = Gu <F>-*

d 3 0u 3
d 003= eu3 VO u)™ Co 3
d u) 4= u>5+ 2 ;02

d w’—wit 1aj%+ 3 DD ci® W

avec
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0J 3 = - {jZ. + w dx
QU4— -QV\-'+V—dY\—-W—.du”r s dx
u un

31 noua prenons pour G le groupe oui transforme Ila
seule variable X , un sous-groupe ne peut admettre un in-
varient caractaristique d’ordre zéro que s’il laisse x fini.
Il se réduit alors a la transformation identique

Soit oi | ’’ordre minimum des Invariants caractéristi-
gues de ¢ T 31 77 en a évidemment un seul de est ordre et il

est fourni par une équation de la forme

® s cor+3+ prj U> 4+ co “*|+ ... + p~rU>3+ Pjcj3 = 0
mais on peut ici supposer p_ = 0 en tenant compte du groupe
linéaire de stabilité G ' qui est § Uo°<+”= ¢ OU3 . On
vérifie immédiatement que ne peut pas dépasser 3 e« sit
par exemple ot = 4 |, on aurait dans do le terme 3 Ceb

guTll serait Impossible de réduire avec un autre
Trois cas sont donc possibles

1°) ol = 1 . On peut donc supposer

0 = Q03
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avec
d9 * (X? co3 = tur ¢3

(co3 ioua le rSle de forme W pour le groupeG (1 )}

- 3
13 faudra donc que soit Ici de la forme A O , Tous les

sous-groupes ainsi obtenus sont ho v>lo”~rues entre eux, car Ssi
on considére deus d’entre eux, on pourra trouver une trans-
formation de G transformant 3linvariant du premier en une

fonction de 3’invariant du second ; 13 suffira d’intégrer

CO (5,u,dx) = CO (x,u,dx)

g 5.5 o)

<Jj {x,iyl3.,du) = CO*(x,u, dx, du)
et 3es équations dlfférentieer extérieurement montrent qu*e3 3es
constituent un systeme completement intégrable (& cause de la
re3 ati on co3 CO3 =0 vraie pour les deux sous-groupes )

Chacun de ces sous-groupes est invariant dans 3e groupe défi-

ni par
d CO3= Co”co2
d C03=0
L’équation co =0 est de 3a forme — - v dx = 0 ;

son intégra3de premiére est de 3a forme — e = :
H(x)

on a immeédiatement les équations de définition du sous—groupe
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caractérisé par 1l*invariance de 1la forme

U>] = u dr. = I H(X) dx

et comme I est un invariant , le sous-groupe est défini par
H(x) dx = H(x) dx

On a un groupe liomologue en prenant H(x) — 1 . dlou

X = X + a
Le plus grand groupe qui laisse le sous—groupe inva

riant est caractérisé par 1»invariance des deux formes

, du Ff(x .

u dx et — ~E'f‘x‘?’ ’

si 1*on pose X = X(X) t on a les équations de définition
X" + HT(X) x, _ H»(x)
XT [(X) H(x)

cTest-a-dire

X" - 0 Si H(x) = 1

go) oC = -i . Nous pouvons poser

8 — g‘L*’3 H Ok &’3
arec
d 0 = 9 +ol u? U> d Q CO 3
en posant

n = (5 = A <0™+- B «j63+ C 9
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d 0 = (B+00 0J1 Ou3+ cu”™ 8 + u>3( 9+ *«*>
d’ou
B = - OL , cC =0 d o< = ©
Co * CO ~dU? cos
|l "éauation
d d_'CD3 + Ol
6tant ainsi complétement intégrable. on constate facilement

que tous les sous-groupes obtenus sont homologues et que <cha-

cun n’est invariant que dans Ilui-m éme

Les équations de structure d’un de ces acms-groupea

sont

d col- oul Co
d <IB3= U)I1(8 -et & )

Il invariant ot n’'étant pas essentiel, on peut supposer c (-0
ce qui donne

11 T O 2
d = © @O dd =20

Le calcul de c¢* est facile; |’équation a intégrer est

d ol + — +  cs( - (« + oi v) dx = 0

c
c

elle donne

al - H(x) - v dtou v - h(x)
u
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tes équations de définition de g s’obtiennent en exprimant
Il "invariance des deux formes
3_  _ du dx _ _ df + H(x) dx o< u dx
W U U

comme c¢cX est un invariant, 3a seconde forme peut étre rem pla-
cée par

(Isz)* = - + H(x) dx
On aura

_ 7 v
x = X u ‘F

pUiS | "équation de définition du sous-groupe 7

1?2l1L- + E (X ). X f = $(x)

X»

Si 1'on prend E(x) =0 on obtient X7 =0
ou X = ax + b

) ci. — 3 Nous pouvons poser
9 =U )4 +o(cU3 + (Lu)2
d*ou
d 9 = CuUMO5+ 2 GB (9 - U>3) + GOl ( 8-«ito3-~ CO5)
+¢wF Co 3 +A D3+ da co + d O
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la considération de ]'ensemble des termes qui no contiennent

pas CO montre que « o « et 1. reste

a 9 = CO L5 #Ail <jJ* <I>3+ (A49 * 4p ) . o
d *ou

dp =30 : eu:. sjub = W. (X>*

I'lnvariant fb est donc donné par | ’équation

d/3 =2Z U>4+ Z (h COs

Tous les groupes obtenus sont homologues et chacun
d*eux n’est invariant que dans lui»méme * Les équations de
structure de . fun dTeux sont

d O Js

d Cid= UJs U)s

d OJ3= 0J.ci™ tus (3. d )
mais | ’invariant /3 n’étant pas essentiel, ob peut faire
dans les équations préecédentes 13 = o et on retrouve les

équations de structure du groupe homographique

Le calcul de /3 est facile <+ on doit intégrer 1*é¢-
quation

dfl + Z - Z Vv +3(A—+ A75')du - 3(3 +/3V)dX = o
I u un u u
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co qui donne, pour | ’invariant oaracté ristigue cherché
Lin 2w H (x)
_—~ _ +/\ +II3T_
3n exprimant 1Tinvariance de cettc fonction, on trouve les

équations de deéefinition du sous-groupe
Z - 3 + H(X).X*a = H{x)

Remarque

Nous venons de résoudre |le probléme suivant : Trou-
ver tous les groupes de Lie a une variable ; en dehors du
groupe infini général, il n'y a que des groupes finis a 1,

2 ou 3 parame¢étres . C’est un résultat classique
Dans chaque type de groupes finis & une variable,
les transfomations qui indiguent comme G transforme | 'inva-

riant caractéristigue dos différents sous-groupes du type

considéré forment un groupe fonctionnel, les ¢éléments trans-
formés étant des fonctions: on fait, dans chaque <cas, Il 7in -

variant est caractérisé par une fonction H(x) , et les for-
mules qui donnent la fonction transform ée H = H(X) , jointes
a x = X, fournissent précisément les différents groupes

a deux variables ( x et H) isomorphes au groupe G, comme

on peut s’en rendre compte facilem ent
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BIBLIOGRAPHIE

Pour |l a premiere partie de cet Exposé, on consultera
le Mémoire de M.E.Cartan des Annales de 1’Ecole Normale (1905)
et pour la seconde partie, le Mémoire sur les sous-groupes des
groupes infinis (Annales de | "Ecole Normale 1908) , On trouve-
ra dans ce dernier mémoire la détermination effective de tous
les groupes de Lie a deux variables . considérés Comme SOUS-
groupes du groupe genéral a deux variables

Un dernier mémoire sur les groupes Infinis (Annales
Ecole Normale 1910) est consacré a la détermination des grou-
pes simples . Les groupes infinis proprement simples se dis-

tinguent en groupes simples transitifs et groupes simples in—

transi tifs

Il y a quatre grandes classes de groupes simp

transitifs , classes déja signalées par S.Lie

1°) le groupe général a n variables

2°) le groupe des transformations de jacobiens égal a 1 ;
3°) le groupe des transformations de contact de 1'espace a
n dimensions ;

4°) le groupe qui laisse invariant la forme différentielle
extérie ure dxldx2+ ... + dxB@ dxa X

Les groupes simples intransitifs correspondent aux

groupes simples transitifs (infinis ou finis) . Ce sont
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1°) le groupe X1 fi(x1 ... xnyl ... yp)

Vk = yk (fi fonetions
arbitraires)
2°) le groupe précédent avec D(x41...x-n) =1
D(x1...xn)
3°) le groupe laissant invariante |'équation

dz - pldx1 - ....- pndxn = 0 (mod. dyl ... dyp)

ou les yk sont des invariants
4°) le groupe laissant Invariante | a forme

dxldx2 + ... + dx2n-1dx2n ( mod. dyl.... dyp )

ou les yk sont des invariants

5°) un groupe simple fini quelconque , ou les parametres
sont regardés comme des fonctions arbitraires do p varia-

bles indépendantes



