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Jo mO propose d*expoaor dans cette conférence et
dans la suivante les grandes lignes de la théorie des groupes
continus, finis et infinis, que j’ai développée dans deux
mémoires des Annales de | ’Seole Normale (1904-1905 et 1908).
Les groupes dont il s’agit sont ceux qu'a considérés S.Lie;
ce sont des groupes de transicrmations analytigues portant
sur un nombre fini de variables et caractérisés par la pro-
priété que la transformation la plus générale du groupe est
la solution générale d’un systeme d’égquati ons aux dérivées
partielles donnant les variables transformées comme fonc-
tiond inconnues dos variables primitives . Les groupes finis
et continus de Lie rentrent dans cette classe générale car
tout systéme de fonctions de n variables et dTun cei?tain
nombre de constantes arbitraires constitue la solution géné-
rale a»un systeme complétement intégreble . Mais le groupe
indigué par S.Lie lui-méme

x» = f(x) y* * f(y)
ou f(x} west une fonction analytique arbitraire de son ar-
gument, n’est pas un groupe de Lie au sens précédent . Du
reste, dans les applications qu’on peut faire do la théorie
des groupes aux systéemes différentiels, n'interviennent ja-
mais en réalité que 13s groupes do Lie,

La générallsation aux groupes infinis de la théorie

de la structure dec groupes finis due a Lie et fondée sur la
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confié'iratJon 3es transiormationr, infinitésimales, s’est
montrée tres f'ficile, pour ne pas dire impossible, malgré
aes travaux con aérés a cette question par S.lie, F.Sngel,
Medolaghi, etc... Celle qui va étre exposée part d’un prin-
cipe tout différent : c’est dans los équations de définition
du groupe mises sous une forme convenable, qu’on peut trou-
ver un point de départ pour la theéorie, qui utilise la théo-
rie dos problémes dTéquivalence exposée dans une conférence
précédente et la théorie des systémes en involution

La notion de groupe abstrait ne se présente pas ici avec la
méme pureté que dans le cas des groupes finis , ot cela tient
a la difficulté de trouver une caractériS9tion analytique
simple de la notion dTisomorohisme . Il est tres remarquable
gue simultanément, M. Vessiot, dans ses beaux travaux sur les
fonctions automorphea, et moi-méme, ayons été conduits a une
méme définition nouvelle de l'isomorphisme de deux groupes
de Lie . définition qui est du reste équivalente a la défi-
nition classiqgue dans le cas des groupes finis . Cette défi-
nition repose sur la notion de pro3ongement d’un groupe
Stant donné un groupe G opérant sur n variables X |, X
............ » Xil « un groupe G’ sera dit un prolongement de G

s’il opére sur les mdmes variables x , x™» ..... x*1 , mais
on méme temps sur d’autres variables y™» |, y=* t .... , y»

do telle sorte qu’il transforme entre elles les variables x
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et de incme maniére que le troupe G. A une transformation

de G correspond donc au moins une transformation de GT ; le
prolongement est dit holoédrique s’il ne lui en correspond
gu'une, et dans ce cas, il y a correspondance biunivoque
entre les transformations des deux groupes ; dans le cas
contraire, le prolongement est dit meriédrique . Il est clair
gue dans le premier cas, il y a isomorphisme holoedrique, au
sens classiqgue du mot , entre G et G ; dans le second cas

G est isomorphe mériédrique de GT.

Cola posé, deux groupes G} et Gg sont dits
isomorphes (holoédriques) s’ils admettent deux prolonge-
ments holoédriques semblables (c*est-a-diro un méme nombre
de variavles et réductibles | ’un a | ’autre par un changement
de variables) ; s’il existe un prolongement holoédrique de &K
semblable a un prolongement meériédrique de 62 . hous dirons
gue G« est isomorphe mériédrique de G1 . On démontre sans
difficulté que deux groupes isomorphes holoédriques d’un
troisieme, sont isomorphes, et que si G est isomorphe hol o—
édrique de G et G, isomorphe mériédrique de G3’ alors 62

2 2

est isomorphe mériédrique de Gg*

Le théoreme fondamental

Le théoréme qui est a la base de la théorie des groupes de
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Lie est le suivant

Tout groupe de Lie G admet un prolongement holo —
édri que oporant sur un ceitain nombre r de variables x
et défini comae .1’ensemble des transformations qui laissent
invari antes

10- un certain nombre de fonctions dos x ;

20- r formes de Pfaff Co (x,y,dx) linéairement indé -
pend ante & par rapport aura différentiel les dx___ et dont les
coefficients Trouvent dépendre d*autres variables auxiliaires
Ye 5 enfin 3G prolyppgrement congidégé - ses,cquatjons de défis

nition du premier ordre

Lee hypotheses faites sur 3e groupe prolongé montrent
gue ce groupe prolongé est un groupe de Lie * nous verrons
gu’on peut toujours supposer défini par un systeme d’équations
aux deérivées partiel 1es du premier ordre

Passons a la démonstration . Par définition le grou-
pe donné, étant un groupe de Lie, est constitué par | rensemble

des solutions dTun systéme dféruations aux dérivées partielles

(éqguation de deéfinition) , qu’on peut toujours supposer en in-
volution . Soient X* ., x> X rL les variables initia-
les , X , 27 2% les variables transformées . Les é-

auciti ond do définition contiendront dTabord éventuel 3ement

un certain nombre n —V de relations finies entre les X
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et les X, relations qu’on peut supposer résolues par rapport
a yn-1? +1 Xn

(1) Xv+fc_ pk (xI ... XX, 2» ) (k;=] __nvJ

Nous aurons ensuite des équations aux dérivées partielles du
premier ordre ouTon pourra toujours écrire sous la forme d’un

systeme de Pfaff
Kk
(3) dX =Co (x,X,u,dx) = a~fx.X.u) dx (1=3,2... V)

ou les coefficients an sont des fonctions analytiques de
x[;‘, . xri, XT, XA et de p. variables u en suppo-
sant que les équations du premier ordre puissent étre reésolues
par rapport a nV —p~ d’entre elles en fonction de p°
autres des x et des X. Si le systeme contient des équations

du second ordre on pourra les écrire sous la forme

(3) k K .
du =t X, u dx (K=1,2, _ pn)
en faisant intervenir p nouvelles variables v , et ainsi
de suite . Nous aurons ainsi une série de systemes (1),{3),
(3) ... ; si le groupe G est fini, le dernier systéme dTé—

guations b-introduira aucune variable nouvelle
Rem rouons avant tout, que les équations (1) peuvent

etre simpa i-iccs . Effectuons en e”'fet sur les X une trans-
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formation déterminée du groupe et soient H les variables

transformées . On pourra naturellement passer des x aux X
par une transformation du groupe et | ’on aura par suite
(4) iI'"fe(x:,..,Xxn,x:1,..tx'}= Fk(x’,...xn,x\ .. X¥*)
(k=1 ,3..., k)
ces relations deviennent des identités en x.j ............ S n,Xi
X si | ’ony remplace les x par leurs valeurs, sinon en

effet, on aurait au moins une relation non identique

Or il existe toujours une transformation du groupe faisant
passer de valeurs arbitrairement données aux x a des va—
leura arbitrairement données de X 2~ . .... X , Cce qui
conduirait a une contradiction. Ajoutons que les fonctions
j72 (x,X) considérées comme fonctions des x t sont indépen-

dantes s sanon, en effet, des équations (:) on pourrait dé-

N N+l

N\
duire au moins une relation non identique en X' ,....,X X "'t
..., XnNn. ce qui est absurde

De ces remarques résulte que ai | ’on donne aux X

des vaieura numériques fixes X0 (pas trot) particuliéres )
les relations (4) montrent que les fonctions
1 ( ,Xn,XQ,,. ., XN ) sont des invariants du groupe, en

nombre égal a n- 'O o On peut alors supposer choisies les
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variables , de maniére que ces invariants soient +3 *n
de sorte que les équations (1) prennent la forme
(1%*) X.OJrk = X 0tk (k=T n-"> ;>)
Ces préliminaires étant posés, imaginons que dans le
systeme différentiel {!),(£),(3) __  on fasse un changement

de variables indépendantes, a savoir le changement défini par

une transformation déterminée S du groupe G , soit

(5) X :<fl{X’-X2 _____ (#+1 s *»+1 R xa S+3 y *n)

Le systeme (1), (2), (3) ... conserve nécessairement la méme
forme avec ces nouvelles variables indépendantes puisque si
| ’on considere une transformation quelconque T du groupe fai-
sant passer des x aux X la transformation T S~ fera pas-
ser des 5 aux X ; seulement dans les nouvelles équations
inter/iendront des dérivées partielles (u,v...) qui seront
changées . Nous aurons évidemment les relations , tirees de

3) _
(6) al|< (x,X.u) az2L.,.. = 4 (x,Xtu)
~x 13

On peut regarder ces relations comme des équations en u

D . ) 2
u (il faudra supposer remplacés les xf et les par
~ fc VXx*
le Y3
p8r leurs valeurs u? (x) et —--—-—) . Nous regarderonsrana

T Ax*
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dans ces équations les X , les X et les u comme des
arguments indé pendants . Il est fecile de voir que ces éequa-
tions , en nombre V n p.. inconnues u sont compatibles
Sinon, en effet, il existerait au moins une relation non iden-
tique

y (x,X.u) = o0 ;

cette relation devrait avoir lieu quelles que soient les va-
N A

% N\
leurs numeriques données aux arguments Xx ,....xn , X ,...X
J _ GOl N t*« f ( ) o ) )
u *.,.,u J * en effet, il eriiste toujours dans G au moins

une solution du systéeme (1} ,(3),(3) ,.* correspondant a des
valeurs initiales arbitrairement données de ces n 4 "N H P
guantités . les équations (-5 sont donc résolubles par rap-
port aux 'u

(7) Uk = tyk(jc,X.u)

On pourre continuer le raisonnement en passant des

équations (3J au:-, équations (3) , ce qui donnera des formules
(8) vh = Xh(x.X.u,v)

et ainsi de suite . Nous avons donc ainsi adjoint aux équa-

tions (5) les équations (7) et (8 . On peut méme enfin ad-

joindre les relations
(-

0) 1 1 X1 (A= :,5....» )

Toufeps transioraiation S du s;roupe G peut donc étre
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nsfo nna-

prolongée, d’une manieére et d*une seule en une tra
tien portant sur ler variables X. X, u, v. et dffi-
préS la maniére méme dont ce prolongement a été eoffec tuée |,
cette transformation pro10ngé € jouit des OroOrig¢gtgs suivantes

10~ aile 1ai5&© invariante les variables x\h-I n
afe 'M ...

~°- glie __laiBse invariant le sygtémo__différentiel (3 ),
(. « etc-... des éouationa de deéfinition du groupe G.

Réciprogquement, prenons une transformation IIL jouis-
sant des propriétés précédentes , L’invariance des dX=* d "un®©
part, du systéme différentiel (3), (3), d autre part, mon -
tre guo laisse invariantes les formes Ci i a,lé,(x.,\)(*u .dx’\l
par suite, toute différentielle d x e st uno combinaison i -
néaire des d x , et les variables transformées ne dépen-
I o] n
dent qgue des X , X , , X & définit donc une transforma-
tion de termine®© S sur les x. Cette transformation appartien
au groupe G . En effet 3a transformation A laissant inva-
riantes les équations de définition de G, toute transforma-
tion T ( x— i X) du groupe G se transforme on une autre trans -
formation T (x —*X) de G ; par suite, la trans formati on S
60tent égale a T T appartient a G . I e st clair que I a
transformation résulte du prolongement de 3 tel qu il
a été construit plus haut
flE. ./JITQUP° G peut donc é&tre prolongé holoédriguement
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en un groupe | transformant ler; variables x. X, u, y ,.s,

ot défini par les propriétés d’invariance énoncées ci-dessus.

Il resto maimesta maintenant & montrer queun gradt un
de Lie et que ses équations de définition sont du premier or-
dre . Le premiére propriété découle de la théorie des proble-
mes d*éouival ence » !311le est évidente si les équations de dé-
finition de G sont du premier ordre , puisque 1 est | ’ensem-

ble des transformations qui laissent invariantes les variables

X V XN XN L, ainsi que les formes u> (x,X,u ,dx)
i . n+k , O+k
auxquelles on peut ajouter les n—V formes wg — ax

Faisons la démonstration dans le cas ou les équations
de définition de G sont du second ordre . formées par consé-
guent par les équations (1), (3), (3) . Le groupe 1 lais-
sant les V formes 00~ invariantes laissera invariantes leurs
différentielles extérieures dto : chaque terme de
QO* — a* (x,X,u ,dx™J contenant une différentielle dx , la
forme d Co* pourra s’écrire

d U1l = U>kla I1<
ou les formes 2T ~ sont linéaires par rapport aux dx*

4 Ir 4 .
dX et du * ces "ormes S5 ne sont déterminées du reste
k k
gu’a dos combinaisons linéaires pres des Co ; pour chaque
valeur de i , les coefficients des combinaisons linéaires

des U ou’on oeut ajouter aux HTk forment un tableau sy—
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métrique. Quoi qu’il en soit, pour tout» transformation ;__

de 1 on aura
U 1@TtX,u .dx") = gj*x.X.u ,dxkl

d *ou

to k| TEi (x.'S,u - dx,d2,du) -3S 3(x,X.u + dx.dX.duM » O
» kK k J

donc on e, pour ciisque coup]e d'indices 1T,k #
ZTk(x,X,u;dx,dX.du) = A k(x,X,u-dx,dX,du) (mod.dx )

13 est clair que p_ des formes 35" L sont linéairement In-
dépendantes par rapport aux du . Choisissons des p for-

mes ¢ chacune d'elle pourra s’écrire

c. duh + dXk (mod. t»>1 ) (ch. <h

n « *

m

ou encore, en se reportant aux équations (Z) et (&)

ch  duh - hA(x . X.u.¥)dx? |+ Y h(dXk -u>k) (mod, u>*)

la forme analogue exprimée avec les variables x, x. u, Vv
devra atre égale a la précédente fmod. dxk ) mais comme fe
groupe L laisse invariantes les équations (3) et (3), et
que chacune des deux formes considérées est une combinaison
linéaire des premiers membres de ces équations, les deux for-

mes no seront pas seulement congruentes (mod. dx ), mais éga—
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les . ¢prions « AR AR S les p~ formes
ainsi obtenues . On voit que 3e groupe i_ _laisse invariantes
_ A3 n 3 A _
non seul ement les variables x__ .... »J } X ... \ 2. T™MASL
encore les n+p expressions de Pfaff OJ . 'STO*, linéaire-

ment indépendantes par rap )ort aux différentielles des varia-
tles x, X, u avec coefficients dépendant des variables au-
xiliaires v . Co~D

Si les équations de definition de G étaient du troi-
sieme ordre, on poursuivrait le raisonnement de la méme ma-
niere . de*sorte que le théoréme fondamental est tout-° —fait
geneéral : Tout groupe de Lie admet un prolongement holoedri —
gue L défini comme 1lenserable des transformations laissant
invsriantes _un certa:n_nombre de variables et un certain nom—
bre dee?presasons de Pfaff_en méme nombre que les variables
et lineairement indépendantes par rsvjort aux différentielles
de ces variables

Ajoutons une remarque tres simple mais importante
Les variables x ..... x11 de G sont transformees entre elles

i—i 2 N

il
par le groupe L : comme les variables X

...... X de |

sont invariantes , on ne changera pas la maniere dont 1

transforme x' ...., x° en donnant partout aux X° des va-
leurs numeériques fixes . On peut donc supposer pue les for-

mes  oj et N oinv riantes par rapport a 1 ne contiennent
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plus ni les X . ni les dX # On voit ainsi que les variables
u ajoutées eux variables x pour former les variables trans-
formées par 1 * ne sont autres que les valeurs que prennent

en un point fixe (X ) , les deérivées partielles des fonctions
¥ des x dans les transformations du groupe qui amenent (X)
en (XQ) < I ’ensemble des variables (x,u) constitue l*ana—

logue d’un repere dans la theorie des grouoss finis¥*
Les équations de structure
et le second théoreme fondamental

Plscons—aoug encore dans le cas ou les équations de

definition, supposées en involution, de G, sont du second or-

dre . Nous avons prolongé holoédriguement G en un groupe
aui variables x, u, caractérisé par | ’invariance ae X
.m.,x*1 et de n+p_ formes *, "5¢* . Les équations

V+1 -1 — n

X = X X = X

c1= w1 . = 37?2**

sont un certain sens les équations de définition de G, mais
écrites d’une autre maniére qui a | ’avantage d’étre tout—a—
fait symétrique par rapport aux deux séries de variables

initiales et transformées . Ces égquations forment donc un sys
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téeme en involution , mais on peut les considérer aussi comme

équations de définition du groupe | eux variables x, et u;

de ce point de vue, on voit que le groupe | a ses éguations

de définition du premier ordre . Noue appellerons normal™ un

groupe de Lie dont les équations de définition sont du pre-

mier ordre , de sorte que tout groupe de lie admet un prolon-

gement holoédrique normal . Si le groupe de Lie est fini, Ile

prolongement boloédriqgue normal est a r+h

variables , si T

est le nombre de parametres du groupe et h le nombre de ses

invariants : il est donc a r parameétres si le groupe est

transitif: il est semblable au groupe simplement transitif

des parametres

Prenons maintenant un groupe G normal a n

variables
. - _ H*- ~ 4*3 T 0 a ' A D«a
xi, dont n-V sont invariantes X X .
ractéri sé par la propriété dfinvariance de ces n-/ varia-
] o I, Y rom-~> +k
blés de n formes linéaires u> (x,u;dx) Ndonc u>
axn~ " 1 ai,a différentielle extérieure d U)l , comme nous

1’avons dé ,ia remarqué, pourra Ss’écrire

d CO= con 33 7~

les USE étant linéaires par rapport aux p différentielles

amﬁi .............. dup , mais déterminées seulement a des combinaisons
linéaires pres des dx™™ , c’est-.~-dire des W * Prenons p
des formes 73 1 linéairement indépendantes par rapport aux
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duk et appelons-les zZS”™, <T™ ; Ta foirae d U

sera une expression construite d'une maniére déterminée avec
N — oL . . j—it—0 ( . .

les U et les oa ; eip. ajoutant aux tO des combinaisons

linéaires a coefficients indaterminés des CI”™ , on pourra

profiter de ces indéterminées pour annuler 3e plus grand nom-

bre possib3e des coefficients des formes d 23" . Cela fait
on aura
(30) d A —an_u * 4 g- cjch OJk oJ h
, i
N kh “ ~ °hk: *

Les coefficients restants sont évidemment des invariants et
par suite des fonctions de XAN Xn . Ce résultat est
la généralisation du second théoréme fondamental de Lie . On
peut remarquer que rien n’empéche de faire sur les (% une
substitution linéaire a coefficients fonctions des invariants
du groupe : les équations (10) conservent la méme forme, mais
les différentiel les dx M+  Fe* * dxn deviennent maintenant
des combinaisons linéaires des C O a coefficients fonctions
des invariants

13 faut enfin tenir compte de 3'hypothése dtapres
3aouel 1e les equations de définition de G sont du premier or-

dre, ce qui revient a dire que le systéme

. A . r
4&45 X +3 = xs)+I x o= x" o = d)i
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est en Involution . Or la different3atlon extérieure de ces

équations donne

(13) a* wifq - ErP) = 0

«r
Les coefficients a,  forment donc un tableau involutif
D’spres la théorie des s.”ste-.es en involution, on peut recon-

naitre nuTil en est ainsi en calculant les caracteéres ¢rl*

2))
rc-n du systeme (13) et en cherchant le nonbre d’ar—
bitraires dont dépend 116]J]oneht intégral le plus général a
n dimensions . Le S"Stem« sera en involution si ce nonbre
d’arbitrai ro3 est égal a GTl+I- a <T¢+- ... + r &B'r ; ce nom-

bre d’arbitraires n’'est autre du reste eue |le nombre d’arbi-

traires qui entre dans la résolution des équations

k
8kf WA <ET”~ =0 (i=1 n)
N P . L 1 ?
ou les <2r’ sont des formes inconnues linéaires en G, G)-*,
to M e Quant aux nombres <3 , on les obtient de la maniére
aufvante On "2nrme 1fis 3TatAiiils d’éruations en QJ P
€ - - n
(13) -if 0 (-1 )
(14) f 0
(15) . P.—- ,

or
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-5j est le nombre dféquatlono (33) Indéoendantes ;(7j—, +rr >
est 3e nombre d#équations (33) et (34) indépendantes, et ain-

si de suite * eniin, 5% + g¢g-, +.,. + <- est 3e nombre

d'équations (33), (31 3 (?35) indépemrjantes (ici p)

13 importe.d’ajouter nu’on a sup iosj effectuée ;;ré a3 ablement
sur ¢es LOI une substitution 3inéaire tel le que les nombres
N, * *5j+CfZ, ooz ent succecsive ent 3es plus grands pos-

sibles

les équations (30} portent 3e nom o’équations de

structure Ou groupe normal G.

I> second tnéoreme fondarasntas admet une réciproque

qui est du reste a peu prés évidente : boient n formes U)*
34.QSk.ii*.us—en_d-7:— --« flxn . 3inéairenent indépendante”
avec des coefficients fonctions des variables x _et d’autres
variables 5y jposons que ces ioraes satisfassent a des
équations de 3a forme (30) t ou les coefficients a* , o, N
gQ-Qt des fonctions des seules variables x 1 . Xn
supoosonp en out”™e que :qg différenti eidjea dx » : tdxn
exprimeées linea? feme,;, en @ ,...,Cpn__ne fassent inter/enir
2 H—Léi?7—CO9Pf fioienl. fonetions de ces variables ; supposons
erifin que 3e jfcab3e.au 1Hes © soit involutif . Dans ces

condit'ons il oyjste un groupe G normal admettant 3es  3nva-

rnfants_«_ ¢t v 2 n et dont 3es équations (10) sont 3es
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fiustions de structure «

En effet, les équations

x ©*tl _ x *+1 X*1 = xXn # W1l = CO1

forment neniiestenent un systéme en involution . et les X

transformes des X consideries comme fonctions des X

eonstituent ainsi la solution générale d'un systéme d’equa-

tions aux dérivées partielles du premier ordre en involution.

Si les coefficients des équations de structure sont

des constantes , le groupe G est transitif et ces

sont des constantes de structure,

coefficients

I'oua les groupes transi-

tifs oui ont les meaes équations de structure,

sont sembla-

bles
Avant d'aller plus loin, donnons quelques exemples.
Exemple I.- Partons du groupe fini X = ax + b , dont
les équations de définition sont évidemment
dX = Goa = u dx
du = 0
0
(équation —— =0 du second ordre) . On a ici
dx3
d Ul = du dx = A4 st
le groupe V prolongée de G au? variables x et u est

donc défini par 1'invariance des formes
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W1l = u clx . a =

SAAaa-Ctiwi.

Cn a immédiatement les équations de définition
- 2
— 10 dclJ =0

3xemole Il.— Soit le groupe G a deux variables

invariant y dont lea équations finies sont
X *=x + oy Y =y ;

les équations de définition sont

X -X

Y =y . dx = = dx + y dy ;
le groupe 1 se confond Ici avec G . Pour avoir les
de structure on peut donc dans la forme o0 remplacer
par un nombre fixe, par exemple 0O ¢ on a ainsi
1 X .3 1 dy
<jj = dx —r- dy et duj = - W —=
oOu encore
X 8
U> = dx -y- dy CO s dy
avec
dass =t oo vl 4 T =0
Exemple 11l .- Soit le groupe G des transformations

graphiques dTune variobie

Yy,

et un

équations

X

homo-
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On a&St eue 1'éruation dt définition du groupe O©Ost

(d) X'X - —xwts 0 :
&

en posant

X’ = u XM = v
nous avons le systeme
[2) ax = cul = u dx
3 du = v dx
{3) 8
(4) dv = 4 XL dx
g u
On a
atul= du ax = aii_--T _i2 .U ax = «s.j=_X _a5. to’ .
u u
(gfa fr'orme chx v dXest c'iohc invariante " appelo(ﬁs—la« co €0~
Co = EU - -Y- d
u u
On en diduit
dcoZ _ .1 dv dx + Y-du dx = (—-1g- dv + L d’u)\ COI
u u-' v * u°’
= f - - — 4 - 1 0J"1
g - (dv 77 dx) u3 (du v dx) OJ\J

d*ou la nouvcil De forme invariante
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of
U3d=-gral+™ au+8y ar
Cnhn en déduit
© A
duj3 = ~rdu dv + Z-zr év dx - 3 du dx = <=3
u3 W 3 U
Les équations de structure sont par suite
aaﬁ==w2u>1
. R
deu !
deu3 = eu3 u) 3
Sxetnple 1V.- Soit le groupe G défini par les équations
X - x + F(y) - Y =y
ou f(v) est une fonction analytigue arbitraire de y

équations de deéefinition sont

Yoy . - 1
ou encore
(1) Y =y
(2) dZ - dx + u dy
On a donc
1 _ S
co = dx + u dy . aJ” — dy

avec les équations de structure
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au/l=& a/ = o033 aw3 =0

23 désignant 3a jfotne du plus un multiple arbitraire de dy.

3semole 7.- Soit 3e eioupe transitif
X = f{x) , Y = 2-----
f f(x)

ou f(x) est une fonction arbitraire de x , ff(x) sa déri-
vée, les équations de définition sont

dX = —dx
Y

dY:y— dy + u dx

el‘es sont du promi er ordre , Donnons dans les seconds membres
a Y la valeur numériqgue 1 e nous aurons

0j1 = ydx : c*>2:y + U dx

avec les équations de structure

durl =uf 003 , aws =8T tu] [ar ;“ (mod.dxlj

Nous remarquons ici que le groupe ¢ e”t le proloncrement b.o—
30édrique du groupe X = f(x) , dont 1Tequation de définition
est dX = u dx ; aveC o' = u dx , dw ~ ar
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Le troisieme théoreme fondamental

La question a laquelle répond le troisieme théoreme
fondamental est la suivante . les coefficients ¢~ = - c/N
ukg . Qui entrent dans les Oouations de definition d"un grou-
pe normal peuvent-ils étre choisis arbitrairement comme ¥fonc-
tions des 1i1nvariants du groupe ? Noue nous bornerons au cas
ou le groupe est transitif ; 1l y aurait peu de modifications
a TFaire dans le cas ou le groupe est intransitif .

Le probléme est en somme le suivant t Sst-il possi-
ble de trouver n+p forues ¢cO3 . i1Indépendantes a n+p va-

riables _satisfai sent aux équations

(10) dusl = akaw! a-F+ 1 cruru»*1 (Cfca = “chlh

ou les coefficients sont des constantes données, les an_
formant un systérne_invojutif

Il suffit, en effet, cu’on puisse trouver des formes
satisfaisant a ces conditions, et alors les équations Q = 0

formant manifestement, dlapres (10) , un systéme completement
intégra™ole , on pourra ensuite supposer que 3N Xn
sont les intégrales premiéeres de ce systéeme, et d’aprés la rée
ciprogue du second théoréme fondamental, il existera "bien un
groupe normal G opérant sur ces n variables et admettant

{10) pour équations de structure. On pourra plus geénéralement
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1 o< . o "
chercher des formes ou et ST ITneairea par rapport 0
N~ n+ p variables données f sous la réserve que les n+p
formes sont linéairement indépendantes . Nous apT'Vjlcrons ¢
ces variables

Si nous posons alors
5 al A
(3 6) Co = PA a™A 1 ar<*= f“ 4

la mise en équation du probléme fournit les équations quadra-
rigues extérieures

(1 dp¥ d£EA= a. 1 cuk 5Tr + s- ¢ * to k U>h
X 2 kh

dans les seconds membres desquelles on suppose les formes
coi et 0J remplacées par leurs valeurs (16)

DTar)res la théorie générale des systemes de Pfaff
il faut ajouter aux équations (l) celles qu'on en déduit par
différentiation extérieure, compte tenu des équations (1),

Le cal cul donne

kol K

hd e ok ath coh ST fiT +(Ckf:: his/\')'4h, tu{’s—'lf

EH-)» ak%‘ eu

.1 ik h, £.m
+ T °kh °{m 40 *

i CA
on on suppose naturellement les formes co et T remplacées

par leurs expressions (13).

On obtient des conditions nécessaires de compatibi—
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TIté en exprimant 3a possibilité de satisfaire aux équations

tll) en y remplacant 3es formes d 33 P8r certaines formes
guadratiques construites avec les uj et les 3T ™~ . telles qui
< oL o™ k2A 1H k h
(37) d sr x ST 3 +6 aw | + B™KR w

On trouve par identification les relations

1, k nit, k _a1v T =0
(38) akp °h«* * kot 8hf> b-p oap
(1=1.4___ _n ; *fi =1,3..,P)

3 k - f
{19) ckh at* " ckt ahl + aki Cht ~ ahf *«’i_+ ﬁ)/\ h* ©

(h, 4¢P ge ,n* —4.,5,.. ,p)

K P P
(20) ckhc*m+cktemh+ckmcTicahf 6tm a?f cmh“amCGE” hi °

(h.1,m=],a.-._n)

13 faut que ces équations considérées comme éqguations

linéaires par rapport aux inconnues No* ANk oh > soient
compatibles ; cela entraine naturellement des relations al -
. . i 4
gébriques entre les constantes akfl> 0" ckh =

Supposons ces relations veérifiées . Xe systeme (i)

est alors en involution . Pour le démontrer il faut évaluer
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T0 noabr® d#»rbttraires dont dépend ['élément intégral le
plu* générel a n dimenslond . calculer les caractéres 3
[l S - du svsteme et vérifier que le premier nombre a
)1>>“;}.;.I"éur gue 3s théorie des sj'stemes on involution fournit
connaissant les caractéres Sj.

Pour faire la premiére évaluation (nombre d’arbitrai-
res dont dépend | élément intégral le plus général -a N dimen-
sions) , considérons d’abord les équations (Il) .Par hypotheése
elles sont vérifiées par les valeurs des d oS de-’ la forme
(17) , avec des valeurs déterminées des coefficients o , N

£ r La solution la plus générale de (1l) s’obtiendra en ajou-

t—r

tant aux valeurs (17) les formes |1 les plus générales qui

satisfont aux équations

(23) aluk TTN =0
KV
Or les équations a, 2 u> SX - 0 , ou les inconnues sont
des formes linéaires <\N1* t admettent une solution génerale
dépendant de C,+ 2Cle + ... + rS'J: parameétres arbitraires
soit
"Sr = bxk t A u>

ou les t ~ sont les parametres en question . Il est alors
évident que les équations (31 ) seront vérifiées si |’on pose

<> T=C., « kXA
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3ea \ égtant des formes a coefficients arbitrai res linéai-

res en dEN | . d~"N * ~ aT3ntroauit ainsi N(~+ 2 ™ +

,+r *T ) coefficients arbitraires dans les expressions les

plus gén%érales des d CJ°* satisfaisant aux équations (IIJ.

Mais ce nombre doit étre réduit par le fait qufil y a dans
12 2 1
deux termes , 1’un en u> uo , 1l*autre en QO , et

gue la réduction en un seul de ces termes et des termes ana-

logues diminue le nombre des coefficients arbitraires . On
peut calculer rigoureusement le nombre dont il faut réduire
N( &, « 3QI>+ ... + r GT ) pour avoirie nombre exact des

coefficients arbitraires restants. Laissons de cOté cette
détermination pour n'indiquer que le résultat : le nombre H
des coefficients arbitraires (indépendants des [)& et des
ag( } oui entrent dans la solution des équations (Il) en

N

ar )
d czr' telle que nous 1Tavons envisagee , est

/: (O NINE YR

(N-1 )6“~+ (3N-3) GI3+ (3N-6)G'3+

- . 1
-1
En réalité le nombre H peupeut étre supérieur au
nombre précédent, parce quril se pourrait quTil existat des
solutions des équations (21) qui ne fussent pas de la forme

(22) » On doit donc écrire
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Ce]l] a ne nous donne pas encore 3e nombre de parametres arbi-
traires dont dépens 3té3ément intégra] a N dimensions 3e plus
général des éouations ii) et (Il) . Pour 3»o0btenir nous pou-

vons substituer aux équations (lIl) 3es équations

| <
{11) dg*- d = d 3r
N Ve Aai - - - -

ou on a remo3 acé d AT par 3a va3our obtenue , qui isit in-
tervenir H arbitraire . Tout 53¢ment intégra] a N dimensions
sers défini par

.

~ - t>‘

aplxX = P At~ *E*r*

a*“ = q-4 at#

Nw [IMIXonCle Aajwr g, kro CX) c't \ji«) Jv., EEMGILEN

on voit tout de suite oue 3ea ooof#4-e4donta des-seio»4ds mem—

b-ros- sont de 3a forme

s - P s =

d_ N\
<1 ~ V — e e 0o
At/\> f**k,*

3es seconds membres étant des quanti tés fonctions déterminées

des n%( . des q et des H arbitraires dont i3 a été
X

question plus haut _ On a ainsi, pour des va3 eurs fixées de
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ces H arbitraires, Ti%—) relations linéaires a N3 in-
connues . Par suite le nombre total des arbitraires dont dé-
pend | élément intégral a N dimensions le plus général du sys-
teme {1). (I1) est
I=n r

MV nie1d L LU A e Ne L T 1

(33) (NF-11 + H™ r  (NtIl + > iIN - KItJ.1 o
2:1 n p

Passons au calcul des caractéres Sj , 3« o 3

du systeme . Nous allons déterminer des entiers I\_ _ 5\+\ ~
1 ¢
tels que I1’on ait
S1 ~1_1° SlI+ < “Z 1+£ 3=
31 + S3 +**%4 SN-1 “2 g+ 2+ -——+)_ _ N-1
soit _ _ ) _ _
Pour que le systeme/en involution , il faut et il suffit que
le nombre —Lylﬂ-L + H gu’on vient de trouver, qui ne peut
pas dépasser
N - (N-I)3J - (N-2)SW - ... - SN_3
lui soit égal ; or ce dernier nombre est lui-méme inférieur
ou égal a
\
H3 - (N-1) 3 (N-a) > 3 -————- N- 3

Nous allons démontrer que ce dernier nombre est égal a
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_ i=n ro. -1
MWL), + | in.i+LL 1 (?1
v =1 L a J
on aura alors ]
i=n .
M3(N+:)  H i H¥IN+]) AN, 0J-iLLl G-
I L
» t=3 3 J 5
— N3 - U-11S, - (N-3)SS ---SN_j
Par* suite le systéme est en involution et le signe <i'lnégali-
té doit étre partout remplacé par le signe d»égalité Il en
ré sultera Si _4—i dTune part, et dlautre part, on sera
sGr que les équations (23) fournissent la solution la plus
générale de(31)
Pour calculer les nombres * , formons les premiers
membres des équations (1) et (Il) ; ce sont les seules par-
ties de ces égquations ou interviennent les différentielles

des

fonctions inconnues Py q: On obtient

i dpr afcr = ...

Q) py, af

(rn) apy p k dg? d Xd A

H A Ll i S

Nous aurons un nombre — S- en prenant dans (I) les
coefficients de dE£ t ce qui donne les n différentielles
dpi ; on prendra donc b e T . Nous aurons un nombre
y -j+~ ~ —Sj + s3 en prenant dans (I) les coeffici ents de
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df ' et de d&z et dans (IT)X les coefficients do dg dg/\

ce oui donne

[ 1 [ k p D
dp, dp, . e ¢ (P, dal - péf dg*. )
c'eBt-a-dire au moins 2n + CT-r expressions linéairement
independantes ( il suffit par exemple de faire p~ = 1 , les
autres p étant nuls }. Nous prendrons donc ~ ¢ —n + <59,
En poursuivant ainsi on trouve
— .1=n o 6 _.3= n + 6"i e Z 3= n +cM +cra
| 4~ n +<3ri +C*3 + <3 ~__ N-I~ n *1 +*e 4N -|

Si on a posé < n+t3 = .... =<5N.3 =0
On trouve ainsi facilement |’eéralité annoneée

N3 - <N-1)£3- (K-3)T;2 - ... )} n-3

-EIml+ H1[H_ UMHUlL «
2 w 3 J

Il est inutile rie faire remarquer que ce troisieme
the oreme fond amenta! gén3ra] ise celui de Lie, les relations

classiques de Lie entre les Cov  se réduisant aux relations

(20) ou 1*on suoorime les termes en £I§| .
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Le p-roupe de atabl 1l1te 31néclre

élément plan systati que

Etant donné un groupe de Lie G, non nécessairement
normal, | ’ensemble des tr&r:sforra&tions du groupe G qui lais-
sent fiEe un point générique {x) forme un sous-groupe g de

G, qu’on appelle le groupe de stabilité du point (x). Si le

groupe G est fini, g est un groupe do Lie., mais il rfen est
pas en genéral de méme si le groupe G est infini . “uoi quTil
en soit, le groupe g transforme linéairement les vecteurs
dx issus du point (x) et le groupe suivant lequel il les
transforme est un groupe linéaire, eue nous appellerons le
groupe de stabilité linéaire du point (x) . Nous allons mon-

trer que 1les tf*ansformati onsinfini tésimal gFde ce groupe appa-
raissent dans les équations do structure du groupe G.
Partons de la forme primitive des équations de défi-

nition du groupe

(1) X'+ = x>+l e xn = x4
o k
(3) dX * = aiy (3,X,u) dx (1=1,3......... n)
Si 1Ton fixe le point (x) et le point (x), les formules (2)

indiguent comment une transformation T de G amenant (Xx) en

(X) transforme le vecteur (dx) dans le vecteur (dx) =« cette
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transfomstion se traduit p~r la substitution linéaire Su
de coeificionts aﬁle effectuée sur les composantes dx du
recteur (dx) . Si maintenant nous coneidérons deux transfor-

mations T et TT de G amenant (x) en (X) , la transfor-

mation T’ T de G opp.rt(xkeisnt au groupe de stabilité de

(x) et la substitution linéaire correspondante du groupe de

stabilité linéaire est 1S substitution SuiSu . les substi-
tutions S~tSu . quand on fait varier u et uT engen-
drent donc le groupe de stabilité linéaire s 5 on peut aus-

si te regarder corme engendré par les substitutions SQ 3U

ou s correspond a des valeurs numériques fixes de u*

0 ]
Les substitutions V u — 3™ o engendrent aussi un grou-
pe, puisoue |’on a

Su 36a - s0 (s;1 Su * so03 i
cTest le groupe transformé de V par SQ . C'est encore le
groupe de stabilité linéaire mais lorsqu'on prend comme com-
posantes du vecteur (dx) les quantités résultant de la subs—
titution S0 effectuée sur les dxIe , CTest-.~~dire les quan-
tités g (x,X,u jdx) . Désignons encore par q Cce groupe.

Cela -»o0sé considérons la substitution infinitésimale

/ c / de V * c'est celle qui aopliauée aux quan>
U4- oV 1--u

tites Cus {"",X,u (dx) donne les uJ™(x,X,u+S u((@idx) . Or on
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OJli* .X. u-fiu, dx) s U>f {3t.X.u#dx) ~uk

¢.lais d*aprés les équations de structure

I 3 h [ h

d U)L * 2* ckh ush* ah~ ujh OF
on a

~ ol i K p

r—r “ akp eo Q

a u
en désignant par en ce qui devient Z3T quand on y rem-
place dxk par O et du par - t)uk . Il en résulte

que les équations des transformations In.fini tésima] es du

groupe linéaire de_stabi lité sont
(23) ¢ LON = ajj-1 e”™ 05~
avec p paramétres e ex* ». .., P3

Ce qui précéde suppose implicitement le groupe G

n©naal . dans ce cas, si 1Ton exprime que les transfo nnations

infinité simales
Ua4) E-1f = ak* £ k

engendrent un groupe de 3sjNgst>idjfi , on trouve préci-

sément les équations (18). La compatibilité de ces équations
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nécessai re dans 11énonce direct du troi3iéms theo renie fonda-
mental . ex prime donc simplement que les transformations (¢3)
engendrent un £ roupe

Si le groupe G n’est pas normal, les résultats pré-
cédents subsistent, mais les ’ sont alors les formes U*
invariantes par le prolongement holoédrique normal de G qui
se présentent par la considération de celles des équations de

définition de G qui sont du premier ordre

Dans tous les cas, les résultats précédents nous con-
duisent a une notion nouvelle . Prenons un vecteur (dx) dont
L le . %
les composantes annulent les np™ formes ke V) (i=1»£...n)
(oi =1,3,..,Pt) qui s’introduisent dans les seconds membres
des équations (U3) . Toute transformation infinitésimale de
V le laisse invariant, et réciproquement, tout vecteur in-
variant par j annule ces np”™ formes . Nous donnerons au

systeme de Pfaff

(35) 'cok = 0 (i=l__,n ;~=1,...,p)
le nom de systf£raQ systatique : *
les vecteurs is™.us d’un point (x) qui satis-
font aux équations de ce systerne engendrent un élément plan
E que nous nommerons é3oment plan systati que attaché au point
(x) , Cette dénomination s’explique par le fait que toute

transformation do G qui laisse fixe le point (x) laisse fixe
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«n csdme tempa tous 3ea points Infiniment voisins de (x} 81«
tués dans 3'élément plan S associé a (x).

De l1la résulte que le systeme (35) est completement

intégrable. On peut le verifier par le calcul ; mais on peut
aussi slen rendre compte cl’une maniére intuitive . Considérons
une courbe (C) tangente en chacun de ses points a | ’élément
systetique associé a ce point . Toute transformstion de G

gui laisae fixe un point (x) de la courbe, laissera également
fixes les points infiniment voisins, et par suite, de proche
en proche, tous les points de C. Le lieu des points invariants
par les transformations du groupe de stabilité (non linéaire)
d'un point (x) est donc une variété qui, en chacun de ses
points, admet toutes les tangentes a | ’élément systatique ¢
ces varietés sont les variétés intégrales du systeme systa —
tique (35) qui est donc completement integrable
Naturellement il peut arriver que | ’élément plan
systatique se réduise au ooint (x) lui-méme, le groupe G
étant alors asystatique 1 cola arrive lorsque les équations

(2-5) sont au nombre de n Indépendantes

Invariants essentiels
La considération ¢Lu syrrtéeme de Pfaff systatique va
nous conduire a une notion importante , celle d’invariant

essentiel.
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Hemarquens d’abord que si | fon fait un changement
de variables quelconque, le systéme systatique reste inva-
riant ; cTe't une sinnle conséquence du sa signification géo-
meéetrigue . Cela posé, considérons parmi toutes les combinai-
sons linéaires

des équations de ce systeme celles qui ne deé-

pendent que des différentielles dx”N+1 ... dx1l des invariants

du groupe . On peut supposer, par un petit changement de no-

tations, que oe sont les différentielles d’un certain nombre

1 r N c
d*invariants, que nous appel lerons 'y Y > nous dost
gnerons pas z1 ,...,za les autres invariants du groupe ;
enfin nous réserverons la lettre X pour désigner les varia-

bles X3 ,xN

y e e, XN Nous pourrons méme supposer que les
1 2
]
intégrales premiéres du systeme systatique sont X , X
_ ) ] y i
(et les invariants y y »e

Ces conventions étant faites, considérons les équa-

tions de définition du groupe G, non nécessairement normal,

ot parmi colles—a. les équations
_y_k - yk . j": Zh [ﬁl _

ou les variables indépendantes sont les X et les fonctions

inconnues des Xx . Regardons comme des parameétres constants
les quantités X1 s Xx* oyl yr intégrales premieéeres
du systeme systatigue , les quantités X *n étant

) ) 4+1
des fonctions inconnues

) >
des autres variables X XS
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i k

%3 3 Comme les quantite>s a. Ql florionnont ainaft

: : L — k
t*utca nulles , et par suite aussi Fes quantites avb

( en vertu des égquations Gb :(*>' ) * la différentiation

extérieure des équations 03 = oJ a S fonctions incdbnnues
— 2 ~ 0 . L —i i
X ,X X donne des identités , les formes dQ -d QU
s Tannulant quand on tient comote des équations Lo —(jJ

Le systéeme considéré est donc complétement intégrable
Soit
(36) x = Pl (x,y,z9A A3 ...... A* ) (1=1,2..... » )

la solution générale ou les A sont les constantes dfinté-

gration

Ce résultat prouve que toute transformation du grou-
pe G peut se mettre sous la forme (36) , ou les F* sont
des fonctions déterminées de leurs arguments et ou les A
sont certaines ionctions des intégrales premieres xN ,x° t

., Xqty , Y3 , ..., yr du systeme systatigue . On peut
ajouter que pour une transiéormation donnée 3 du groupe G
les fonctions A sont parfaitement déterminées ; il suffit
pour les avoir de remplacer les 5T par leur valeur en fonc—

tion de x, y, z et de résoudre par rapport a Al,A2

5

A ; on trouve nece3sajrement aes fonctions qui ne dépendent

que de X ,X¢ XxXq , yi .y3 yr

Celj étant, donnons maintenant aux V variables x~»
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des valeurs numeriques fixes xq et faisons le changement

de variables fourni par les équations

€)) x1 = F* (xfy,z, V ANY »
équations qui donnent les V comme fonctions déterminées dea
x, des y et des z . Effectuons alors sur le point (xQry #2)
une transformation déterminée T* du groupe et soit (£ ,y,z)

le point transformé (exprimé avec les nouvelles coordonnées)

A_Ia transformation T , correspondent des fonctions

AI (x ... xo, yl#... ,7r) bien déterminées quiAse re-
duisent, pour x = X0 a des fonctions A (y) bien déter-
minées . La comps raison des formules (35) et (37) montre

gue les coordonnées F du point transformé sont simplement

les quanti tés A (y) . Si donc on applique la méme trans-
formation T au point (xQ,y,s7) , on aura un nouveau point
( £ ,y,zT} avec les mémes valeurs A (y) des ~

Soit maintenant :

Nl=rfat N ¥ 2)

les équations d’une transformation quelcunque S du groupe
(exprimeées au moyen Uea nouvelles variables) . Donnons aux
£ , vy, z des vajeara numériques xixoes (arbitraires) ; il
existe toujours au moins une transformation T du groupe fai-

sant passer du point (x fy,ss) (anciennes variables) au
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point (t ,y,2) (nouvel j es variables) # et 3a transforma-

tion 3 T fait passer ’e ce mé e point (320 ,2>,2) au loint
(fc »21*z) ., Partons maintenant du point (xq,;7,zT) ; la
transformation T donnera le point ( y*zf) et la trans
formation 3 T donnera le point (t ,y,zf) , avec les mémes
valeurs des ~ , et des fc , Un conséquence, le transforma-

tion 3 fait pesser simultanément

du point (™ ,7,2) au point (F ty,z)

et du point (£ ,y,2z») au point (v ,.7,zT)
On a donc
| 1= 1 £272r2) = 1(F>»T) 5
les égaiités
1LiN#7,2) =  1("™M»7, 20}

ayant lieu rued Jea que soient les valeurs numériques données
aux arguments £ » s » z, zT # c'est que les fonctions *
ne dépendent pas des z

On peut donc effectuer un chengeraent de variables
de manlere que_los variables 5 , et y soient transformées
entre elles p~r le groupe G . Le groupe G se présente ainsi
comme le produit direct d’un groupe GT a n-s variables
dont r invariants , et dTun groupe a s variables trans-
formées identiquement

On sTest ainsi en quelgue sorte débarrassé des In-
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vari ants z1, z3 z3 . lais 31 est impossible de faire
plus dans ce sens, parce que, comie nous l'avons dit, le sys-
téeme systatique est invariant pour tout changement de varia-
bles ; il contiendra donc toujours les équations dy = 0 t
............ dy &% 0 . Si on pouvait 6] iminer quelques uns des in-
variants 'y comme on a éliminé les invariants z , les dif-
férentielles de ces invariants y ainsi éliminés, ne pour-
raient menifes ternent pas figurer dans les premiers membres
des équations du systéme systatique de G , qui sont les mé-
mes que pour GT.

Nous dirons que les invariants 'y , Intégrales pre-

miéres du syatéme systatique. sont les invariants essentiels

du groupe.

Si le groupe est fini et d'ordre ~ , I"élément plan
systatique remplit tout I'espace ; il n'y a donc pas de sys-
téme systatiqgue et pas dfinvariant essentiel : tout groupe
fini est_Isomorphe a un groupe transitif , ce qui est bien
connu ,, Ce tnéoréme n'est plus vrai pour les groupes infinis
(exemple X =x + f(y) , Y =y , ou y est un invariant
essentiel, et reste invariant essentiel pour tous les groupes

isomorphes ).

Exemple 1. - Reprenons 1l'exemple déja considéré du groupe

X —Xx 4 ay : Y =y (=1, n=Il )
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avec

du>3:y—u>3 u s aojfi = o .

il nfy ¢« pas de systéme 373 tatique et par suite pes dMnro-

riant essentiel . Jn effet, on posant X = yy , on a
N=C+ a Y =y

Ce groupe est le produit direct du groupe transitif £ =171+ a

par le groupe y =y . On peut voir directement que le

groupe de stabilité du point (xo»7 0" 36 réduit a la trans-

formation identique . L’élément plan systatique est donc a
deux dimensions, et il n’y a pas de systéme systatique
Exemple I1. - Prenons 1le groupe

X =x + ay + b : Y =y (~=1 * n=3 )
On a

oj "= dx 4 u dy , u>° = dy
avec

dw”™ du dy U2 f dw: = o {17 * = du)

et d3f= o

Le systeme systatigue est formé de 1’éguation 002: dy = 0

| invariant y ost essentiel

Exemple 111. - Soit le groupe

X —x+ay+bz : Y =y : Z = z (™~ =1, n=3)
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CO » dac - X iJE.o *(dy vy Jg) . t02= dy, u>3= &
avoc

dA>= -0,3 dZZ 4 «r, <03 Z% (253 1 du)

0
Le systéme syststiqu© est 0]j N~ Nz dy - d* « 0 S
1*invari ant ; bSt essentiel . 3n effet* en pesant C- i
on a
'I;« lg a iZ + :b

©t 13 ne reste que 1Tinvariant essentie3 -%
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