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IV.- :

Je me propose ¿ • e x p o s e r  les  théorèmes minéraux de 

la théorie  des groupes le l i e  ^ r paramètres , c ’ est-“ -dire

des groupes continua  ^ i n i 0 dans le terminologie  de L ie  . La 

plus rrran^ie part ie  de ¡non exoosé est lonc consacrée su:, tro is  

théorèmes iondii. cntùuy. de Lie  et ou:; p ro p r iétés  qui s'v rst- 

techont . A la  théorie  c la s s iq u e  de l i e  .1 ’ a jouterai  clés ré ­

s u lt a t s  très importants qui sont pri neipalement  dus à 1!. Car- 

tan . Comme 1  ̂ notion  de troupe de Lie est  assez  complexe,

¿e r^ppe11 er~i d ’ abord un c e r t a in  nomv re de d é f i n i t i o n s  ; 

par  enrichissem ent  de 1 j notion  p r im it iv e  de groupe nous a r ­

riverons  o 1 1. notion  de groupe de L ie  . Ces p r é l i m i n a i r e s  me 

permettront  aussi d M n t r o d u i r e  l e "  notat ionr  employées par  

la su ite  . Les c h i f f r e s  romains entre parenthèses  renvoient  

> 1 * index b ib l i o g r a p h i q u e  .

puf ini non 3

Groupe de t r a n s f ormations .

S o ien t  x ,  x T , . . . .  les  éléments  ou points  d ’ un 

ensemble 3  et 3 oi t  G un ensemble de transformations  pone- 

t u e l le s  h iuniTooue  de S en lui-'iême . Le3 transformations  de 

G é t a n t  désignées  p?=r s ,  t, 3 ’ . t ’ , l ’ équ atio n  de la

transformation  s peut  s ’ é c r ir e  symboliquement

T»
•
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3Cé »  0  X

On pasa© do s *  à x p e ?  *tne transí  orma tí on díte  t r a n a í o r »

pa ti on i n v e rse dont ] E q u a t i o n  aera  é c r i t e  sous la  forme :

-1
X - S X

l ' e q u a t i o n

X ’ = s * ( S X )

d é f i n i t  une tra n sf or ma t i on  appelée  produi  t des t r a n s i o r n a t i o n s  

s et  s T . On d i t  que ] ’ e n s e r i e  de t r o n s ^ o r i a t i o n s  G forme 

un g roupe l o r s q u ’ il s a t i s f a i t  aux c o n d i t i o n s  s u iv a n t e s  :

a) 1 ’ ensemble G c o n t i e n t  le p r o d u i t  de deux t r a n s f o r m a ­

t ions  quel concues de G

(1)  X T = s*(sx) = s "  X , s . a ’ .a' '  S

b) G c o n t i e n t  la t r a n s f o r m a t i o n  in ve rse  d ’ une transior- 

mstion  quelconque  de G :

x = 3 ^ x ’ = 3 » x* , 3 , 3 *  a G

Il r s 3 u l t e  de ces deux axiomes que G c o n t i e n t  la 

tra nsf or mation  i d e n t i q u e  , qui sera  d és ig né e  p ar  i :

x  =  i X



IV. 3

Gro u p e  a b s t r a i t  .

I n é q u a t i o n  ( 3 )  d é f i n i t  d a n s  1 » e n s e m b l e  G- u n e  l o i  d e

c o m p o s i t i o n  q u i  l o i  t  c o r r e s p o n d r e  a u  c o u p l e  o r d o n n é  ( s , s * )

d e  d e u x  é l é m e n t s  s  e t  s ’ u n  é l é m e n t  s"  a p p e l é  p r o d u i  t .

On é c r i t  s ” = s T s  . C e t t e  l o i  d e  c o m p o s i t i o n  s a t i s f a i t

a u x  a x i o m e s  s u i v a n t s  :

a )  a s s o c i a t i v i t é  :

s "  ( s  T s  ) =  ( s TI s  ’ ) s

b )  I l  e x i s t e  u n  e j é m e n t  1 . a p p e l é  é l é m e n t  u n i  t é . t e l  

q u e  r*

s  =  i  S =  s  i

c )  A c h a q u e  é l é m e n t  s  c o r r e s p o n d  u n  é l é m e n t  s  d e  

G t e l  q u e
-1  - 1  

s  - s  — s a  =  i .

On p e u t  é n o n c e r  c e s  a x i o m e s  s a n s  s u p p o s e r  q u e  l e s  é l é m e n t s  

d e  G s o i e n t  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  . T o u t  e n s e m b l e  d ’ é l é m e n t s  

d a n s  l e q u e l  e s t  d é f i n i e  u n e  3 o i  d e  c o m p o s i t i o n  s a t i s f a i s a n t  

a u x  a x i o r n e s  p r é c é d e n t s  e s t  a p p e l é  g r o u p e  a b s t r a i t  .

k  t o u t  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  c o r r e s p o n d  u n  g r o u ­

p e  a b s t r a i t  . R é c i p r o q u e m e n t ,  t o u t  g r o u p e  a b s t r a i t  a d m e t  u n e  

r é  a l i  s  a t i  o n  p a r  u n  g r o u p e ,  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  : c ’ e s t - à - d i r e  

i l  e x i s t e  u n  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  d o n t  l e s  é l é m e n t s  

s o n t  e n  c o r r o p o o n d a n c e  b i u n i v o q u e  a v e c  c e u x  du  g r o u p e  a b s —

- s  *

-3
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t r a i t  d o n n é ,  c e t t e  c o r r e s p o n d a n c e  y e a p e e t a n t  l a  l o i  d e  compo«  

s î t i o n  . Un e n e m o l e  i m p o r t a n t  d ’ u n e  t e l l e  r é a l i s a t i o n  s ’ o b ­

t i e n t  d e  l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : La l o i  d e  c o m p o s i t i o n  du g r o u p e  

a b s t r a i t  G,  é c r i t e  s o u s  l a  f o r m e

( s .  t .  t *  C  G )

d é f i n i t  d a n s  G u n e  t r a n s f o r m a t i o n  p o n c t u e l l e  b i u n i v o q u e

{ t  _̂__ * t ’ ) a s s o c i é e  à u n  é l é m e n t  s  d o n n é  .  C e t t e  t r a n s

f o r m a t i o n  é t a n t  d é s i g n é e  p a r  s  . o n  a

s *  s  =  s ’ s

L ’ e n s e m b l e  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  s  f o r m e  d o n c  u n  g r o u p e  d e  

t r a n s f o r m a t i o n s  q u i  e s t  b i e n  u n e  r é a l i s a t i o n  d e  G . e t  q u ’ o n  

a p p e l l e  l e  p r e m i e r  g r o u p e  d e s  p a r a m è t r e s  d e  G .  La l o i  de  

c o m p o s î  t i o n  é c r i t e  s o u s  l a  f o r m e

t ’ =  t  s  , { a .  t .  t *  C  G )

d é f i n i t  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  p o n c t u e l l e  ( t  <- ■ -> t * ) a s s o c i é e  

à  s  q u e  n o u s  d é s i g n o n s  p a r  s  . L ’ e n s e m b l e  d e s  t r a n s f o r ­

m a t i o n s  s  f o r m e  e n c o r e  u n  g r o u p e  .  On l ’ a p p e l l e  l e  d e u x i è m e  

g r o u p e  d e s  p a r a n t t r c s  * m a i s  c e  n ’ e s t  p l u s  u n e  r é a l i s a t i o n  de
— > ---------->

G , c a r  o n  a : s ’ s  =  s  s ’ .

t*
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G r o u p e  a d j o i n t .

3 o î t  'éT 2 a  t r a n s f o r m a t i o n  ( t ' ? —? t * )  d é f i n i e  d a n s  

3 e  g r o u p e  a b s t r a i t  G p a r

t »  =  s  t  s “ 3 . ( s . t . t *  C  G)

On a : s  s  =  s T s  . L ’ e n s e m b l e  d o s  t r a n s f o r m a t i o n s  

f o r m e  d o n c  u n  g r o u p e  n u ’ o n  a p p e l l e  3 e  g r o u p e  a d j o i n t  d e  G 

L o r s q u e  s  e s t  é c h a n g e a b l e  a v e c  t o u t  é l é m e n t  t ,  l a  t r a n a f o r -  

m a t i o n  s  e s t  l e  t r a n s f o r m a t i o n  i d e n t i q u e  . L T e n s e m b l e  d e s  

é l é m e n t s  a q u i  j o u i s s e n t  d e  c e t t e  p r o p r i é t é  f o r m e  u n  s o u s -  

g r o u p e  y  a p p e l é  l e  c e n t r e  de  G . L o r s q u e  ^  s e  r é d u i t  à

1 f é l é m e n t  u n i t é ,  l e  g r o u p e  a d j o i n t  e s t  u n e  r é a l i s a t i o n  d e  G.  

Un s o u s - g r o u p e  g  d e  G e s t  d i t  i n v a r i  s n t  l o r s q u ’ i l  e s t  

i n v a r i a n t  p a r  r a p p o r t  au  g r o u p e  a d j o i n t  d e  G . S i  g  e s t  

u n  s o u s —g r o u p e  i n v a r i a n t  d e  G, o n  s a i t  q u  * o n  p e u t  d é f i n i r  u n  

g r o u p e - q u o t i  e n t  d é s i g n é  p a r  ^ / g  « S i  e s t  l e  c e n t r e  d e

G» l a  g r o u p e  a d j o i n t  de  G e s t  u n e  r é a l i s a t i o n  du g r o u p e  q u o ­

t i  o n t  G/ y

G r o u p e  t o p o ] o g i q u e  .

Un g r o u p e  t o p o l o g i q u e  e s t  u n  g r o u p e  a b s t r a i t  d a n s  

l e q u e l  o n  a d é f i n i  u n e  t o p o l o g i e  t e l l e  q u e  l e  p o i n t  s  s f 

s o i t  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  du c o u p l e  d e  p o i n t s  ( s ,  s * )
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On e n  d é d u i t  q u e  s  e s t  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  d e  s  e t  

q u e  s s *  e s t  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  du c o u p l e  ( s , s * )  . 3 n  

p a r t i c u l i e r ,  l o r s q u e  1 ’ e s p a c e  t o p o l o g i q u e  f o r m é  p a r  G e s t  

u n e  v a  r i  é t é  t o p o l o g i q u e  5 r  d i m e n s i o n s ,  n o u s  d i r o n s  q u e  G 

e s t  u n  g r o u p e  a b s t r a i t  à r  p a r a m è t r e s  .

Gro u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  c o n t i n u  à  r  p a r a m è t r e s  .

C* e s t  u n  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  G s a t i s f a i s a n t

a u x  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  :

a )  l e s  t r a n s f o r m a t i  o n s  d e  G s o n t  d é f i n i e s  d a n s  u n e  v a r i é ­

t é  t o p o l  o . ^ i q u e  S à  n  d i m e n s i o n s  .

b )  En a p p e l a n t  O i l e  g r o u p e  a b s t r a i t  c o r r e s p o n d a n t ,  o n  

a dé f i n i  d a n s  J i  u n e  t o p o l o g i e  q u i  e n  f a i t  u n  g r o u p e  c o n t i n u  

a b s t r a i t  à r  p a r a m è t r e s  .

c )  I n é q u a t i o n  d e  l a  t r a n s f o r m a t i o n  s  é t a n t

x  » =  s  x  , ( x , x 1 d  Bn  ; 3 CI O i )

l e  p o i n t  x*  e s t  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  d e s  d e u x  p o i n t s  x  

e t  s  .

N o y a u  de  g r o u p e  de  t r a n s f o r m a t i o n s  c o n t i n u  à  r  p a r a m è t r e s .

S o u v e n t ,  o n  e s t  c o n d u i t  à  c o n s i d é r e r  u n  e n s e m b l e  d e  

t r a n s f o r m a t i o n s  G c û i  n e  f o r m e  p a s  u n  g r o u p e  c o n t i n u  a u  

s e n s  p r é c é d e n t ,  m a i s  q u i  s a t i s f a i t  a u x  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  ï

-O
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a) J,es *»»«©»• de « «»»t ai finies «an» un domaine 

*0 i * u n e  v a r i é t é  t o o o î  o ^ î q u e  E ^ t

* .  = s x . ( *  C  D * ** C  En ;  a C S  )

b) Bens l'ensemble G est définie une tepalogie qui en fait

u n e  v a r i é t é  à r  d i m e n s i o n s  .

c )  G c o n t i e n t  l e  t r a n s f o r m a t i o n  l a  a n t i q u e  : x  = 1 x  .

d)  I l  e x i s t e  d e n s  G u n  v o i s i n a g e  &  d e  1 » é l é m e n t  1 t e l  

q u e ,  s i  s e t  s*  a p p a r t i e n n e n t  à  A  , o n  a i t  :

x* = s T(s x ) =  (s*s) x

( a ’ s) étant un é l é m e n t  s "  S e  G .  pour tout x tel que

s  * ( s x  ) s o i t  d é f i n i  .

e) SI S appartient â à  . la transformation Inverse

de  x»  =  s x  e s t

x  =  s ”  ̂ X T =  s  * x T

où s* est un élément de G, pour tout x tel que sx C  D.

f) L e  point x' = sx est une fonction continue des deux

p o i n t s  s  e t  x  .

L ’ e n s e m b l e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  G s a t i s f a i s a n t  e u x

c o n d i t i o n s  p r é c é d e n t e s  e s t  a p p e l é  n o y a u  de  g r o u p e  de  t r a n s  

f o r m a t i o n s  c o n t i n u  à  r  p a r a m è t r e s  . P a r  e x e m p l e ,  l e s  t r a n s ­

f o r m a t i o n s  f o r m a n t  u n  v o i s i n a g e  de  l a  t r a n s f o r m a t i o n  i d e n t i ­

q u e  d a n s  u n  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  c o n t i n u  à  r  p a r a m e -

t T & n » f o  :



t r e 3  c o n s t i t u e n t  u n  n o ^ a u  de  g r o u o e  .

No;-»su de g r o u p e  a~bs t r a i t  c o n t i n u  à___ r  p a r a m è t r e ^  .
CTe r t  u n  e 112 ®mbà e >1 T é ] é î e n t s  G s a t i s / a i s a n t  a u x  c o n ­

d i t i o n s  s u i v a n t e s  :
a)  D s n s  1 ’ e n s e a b ] e  G e s t  d é f i n i e  u n e  t o p o l o ^ i e  q u i  e n

f a i t  u n e  v a r i é t é  à r  d i m e n s i o n s  .
b ) D a n s  u n  v o i s i n a g e  d  d ’ u n  p o i n t  i  de  G,  o n  a d é ­

f i n i  u n e  l o i  d e  c o m p o s i t i o n  q u i  t i t  c o r r e s p o n d r e  au c o u p l e  
de deu> p o i n t s  ( s . s ' l  de  ¿>. un  p o i n t  s s ’ de  G.

c )  l o r s q u e  s .  s ’ , s "  , ( s ' a ) .  ( s " e M  a p p a r t i e n n e n t  à A

S "  ( s  ’ s } =  s f? S ’ ) 3

o n  a :
------------------ ' - i *

( s C  û  )d) s i = i s  = s  ,

o )  A c h a q u e  i ü é ^ . e n t  s  d e  (\ c o r r e r ^ o n d  u n  ^ l e m e n t  
de G t e l  q u e

a 3 ^  =  s " 1 s  = i  .
f )  Le n o i n t  s  1 s T e s t  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  d e s  d e u x

p o  i  n t s  s  e t  s  T .
P a r  e : \ e n p ]  e u n  v o i s i n a g e  de  1 ’é l é m e n t  u n i t é  d ?u n

g r o u p e  c o n t i n u  a b s t r a i t  à r  p a r a m è t r e s  f o r m e  un  no? au de  
g r o u p e  .

IV TT*
”  • 1



T  \ T  "1? -  C

A t o u t  n o y a u  d e  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  c o r r e s p o n d  

u n  n o y a u  d e  g r o u p e  a b s t r a i t  . R ® c i p r o n u e m e n t  t o u t  n o y a u  de  

g r o u p e  a b a t  r e i  t  ad-.net d e s  r é a l i s a t i o n s  p a r  d e s  n o y a u x  d e  g r o u ­

p e  de  t r s n s f o r m a t i o n s  .

La n o t i o n  de  g r o u p é  d e  L i e  f a i t  i n t e r v e n i r  d e s  n o ­

t i o n s  d e  g é o m é t r i e  d i f f é r e n t i e l l e  e n  p l u s  d e s  n o t i o n s  p r é c é ­

d e n t e s  . J e  r a p p e l  3 e  q u ’ u n e  v a r i é t é  d i f f é r e n t i e l l e  e s t  u n e  

v a r i é t é  t o p o l o g i q u e  Vn  d a n s  l a q u e l l e  o n  a d é f i n i  u n  e n s e m b l e  

d e  s y s t è m e s  d e  c o o r d o n n é e s  l o c a l e s  ( s y s t è m e  d e  c o o r d o n n é e s  

l o c a l e s  =  c o r r e s p o n d a n c e  t o o o l o g i q u e  e n t r e  u n  d o m a i n e  d e  

e t  u n  d o m a i n e  de  1 ' e s p a c e  e u c l i d i e n )  t e l  q u e  t o u t  p o i n t  de  

V f i g u r a  d a n s  1 Tu n  d ' e u x  a u  m o i n s  e t  t e l  q u e  d e u x  s y s t è m e s  

vie c o o r d o n n é e s  q u i  s o n t  d é f i n i s  d a n s  u n  même d o m a i n e  d e  7 ^  

s e  c o r r e s p o n d e n t  p a r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  d e  c o o r d o n n é e s  c o n ­

t i n û m e n t  d i f f é r o n t i a b l e  . ( C o n v e n o n s  d e  d i r e  t o u j o u r s  d i  f — 

f é  r o n t i  a b l  e  au  l i e u  de  c o n t i n u e m e n t  d i f f é r e n t i a b l e ) .

L o r s q u e  c h a c u n e  d e  c e s  t r a n s f o r m a t i o n s  de  c o o r d o n n é e s  l o c a ­

l e s  e s t  p  f o i s  d i  f f é  r o n t i  a b l  e  o u  a n a l y t i q u e .  1 a Tgarié  t é  

e s t  d i t e  p f o i s  d i  f f é  r e n t i  a b l  e ou  a n a l  77 t i  q u e  . D a n s  u n e  

v a r i é t é  p f o i s  d i  f f é  r e n t i  a b l  o s e  t r o u v e n t  d é f i n i e s  l e s  

f o n c t i o n s  q f o i s  d i  f f é  r e n t i  a b l  e s  , où. p — q . D a n s  u n e  

v a r i é t é  a n a l y t i q u e  s e  t r o u v e n t  d é f i n i e s  l e s  f o n c t i o n s  q  

f o i s  d i f f é r e n t i a b l e s , o ù  q e s t  q u e l c o n q u e ,  a i n s i  q u e  l e s

TT*
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f o n c t i o n a  a n a l y t i q u e s  .

G r o u p e  a b s t r e i  t  d l  f f é  r o n t i  a b l  e .

N o u s  cl j t o u s  q u T u n  g r o u p e  a b s t r a i t  c o n t i n u  à  r  p a  — 

r  am© t  ice s  e s t  o / o i s  â i f  î g  r e  ; j t  i ab l e  1 o r s  q u e  1 ’ o n  p e u t  e b o  i  — 

s i r  d e s  s y s t è m e s  d e  c o o r d o n n é e s  l o c s l e s  a v e c  l e s q u e l l e s  l a  

v a r i é  t e  du g r o u p e  s o i t  p " f o i s  d i f  f'é  r e n t i  a b l  e  , l e  p r o d u i t  

s  t  d e  d e u x  é l é m e n t s  s  e t  t  é t a n t  a l o r s  u n e  f o n c t i o n  

p f o i s  d i f f é r e n t i a b l e , d è s  d e u x  p o i n t s  s  e t  t  . On d é f i ­

n i t  do même l a  n o t i o n  d e  g r o u p e  a b s t r a i t  a n a l y t i q u e  . P o u r  

q u ’ u n  g r o u p e  s o i t  p f o i s  d i f f é r e n t i a b l e , i l  f a u t  e t  i l  

s u f f i t  q u ’ i l  e x i s t e  au v o i s i n a g e  d e  1 ’ é l é m e n t  u n i t é  u n  s y s ­

t è m e  de  c o o r d o n n é e s  l o c a l e s  p a r  r a p p o r t  a u q u e l  l e  p r o d u i t  

s  t  s o i t  p f o i s  d i f f é r e n t i a b l o  p a r  r a p p o r t  à  s  e t  t  .

G r o u p e  a b s t r a i  t _ de  L i e

C ’ e s t  u n  g r o u p e  a b s t r a i t  d e u x  f o i s  d i f f é r e n t i a b l e  . 

N o u s  m o n t r e r o n s  p l u &  l o i n  q u ’ o n  p e u t  t o u j o u r s  i n t r o d u i r e  d e s  

c o o r d o n n é e s  l o c a l e s  t e l l e s  q u ’ u n  g r o u p e  a b s t r a i t  de  L i e  s o i t  

a n a l  y t i  q u e  .

G r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  de  L i e  .

S o i t  G u n  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  c o n t i n u  à. r  

p a r a m è t r e s  o p é r a n t  d a n s  u n  e s p a c e  En  . S o i t  (.H. l e  g r o u p e
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a b s t r a i t  c o n t i n u  c o r r e s p o n d a n t ,  e t  é c r i r o n s  l ’ é q u a t i o n  de  l a  

t r a n s f o r m a t i o n  s  s o u s  l a  f o n n o  5

x ’ =  s  x  , i X ,  x»  C Bjj ; a C C ÿ  I .

N o u s  d i r o n s  q u e  G e s t  p f o i s  d i  f  f é  r e n t  i  a b l  e  ( a n a l y t i q u e )  

l o r s q u ’ o n  p e u t  c h o i s i r  d a n s  3 n  e t  O j, d e s  s y s t è m e s  do c o o r ­

d o n n é e s  l o c a l e s  a v e c  l e s q u e l l e s  c e s  v a r i é t é s  s o i e n t  p  f o i s  

d i  f i è r e n t !  a b l  e s  ( a n a l y t i q u e s )  , l e  p o i n t  x *  é t a n t  a l o r s  u n e  

f o n c t i o n  p f o i s  d i f f é r e n t i a b l e  ( a n a l y t i q u e )  d o s  p o i n t s  s  

e t  x  On d i t  q u e  G e s t  u n  g r o u p e  de  t r a n s f o r m a t i o n s  de  L i e .

l o r s q u ’ i l  e s t  d e u x  f o i  s  d i f f é r e n  t i  a b l e  •

On d é m o n t r e  f a c i l e m e n t  l e  t h é o r è m o  s u i v a n t  :

SI g  e s t  u n  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  p  f c i  s  d i f -  

f é r e n t i a b l e  ( a n a l y t i q u e )  . l e  g r o u p e  a b s t r a i t  Ol  c o r r e s p o n d  

d a n t  e s t  é g a l e m e n t  p f o l s  d i f f é r e n t i a b l e  ( a n  a 1 y  t i  q u e ) .

On d é f i n i t  d e  mSme l e s  n o t i o n s  d e  n o y a u  d e  g r o u p e  

a b s t r a i t  de  L i e  e t  d e  n o y a u  de  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s—d e M 

L i e  . L e s  r é s u l t a t s  q u e  n o u s  i n d i q u e r o n s  à  p r o p o s  d e s  g r o u ­

p e s  d e  L i e  s o n t  l e  p l u s  s o u v e n t  v a l a b l e s  s e n s  m o d i f i c a t i o n  

n o t a b l e  d a n s  l e  c a s  d o s  n o y a u x  d e  g r o u p e s  d e  L i o  ; i l  s e r a  

i n u t i l e  d e  l e  f a i r e  r e m a r q u e r  d a n s  c h a q u e  c a s  .

L i e  l u i - m ê m e  s ’ e s t  b o r n é  e n  p r i n c i p e  a u x  g r o u p e s  

d o n n é s  s o u s  f o r m e  a n a l y t i q u e  . L o s  a x i o m e s  q u e  n o u s  a d o p t o n s

• - J  m  - •
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p o u r  d é f i n i r  1 s  n o t i o n  d e  g r o u p e  d e  l i e  s o n t  à  p e u  p r è s  

c e u 5  a ' u n  m é m o i r e  d e  S c b u r  ( I I )  . N o u s  d é m o n t r e r o n s  p l u s  

l o i n  l e  r é s u l t a t  i m o o r t n n t  dû  à  S c h u r  q u e  t o u t  g r o u p e  d e  

t r a n s f o r m a t i o n s  do  L i e  q u i  e s t  t r a n s i t i f  p e u t  c t r e  m i s  s o u s  

l s  f o r m e  a n s !  " t i q u e  ; m a i s  i l  n ' e n  e s t  p a s  t o u - ’o u r s  d e  même 

p o u r  l e s  g r o u p e s  i n t r a n s i t i f s  .

I s o m o r p h i s m e _ .

Un i s o m o r p h i s m e  e n t r e  d e u x  g r o u p e s  a b s t r a i t s  e s t

u n e  c o r r e s p o n d a n c e  b i u n i v o q u e  e n t r e  l e s  é l é m e n t s  d e  l ’ u n  e t  

c e u x  d e  l ’ a u t r e  , c e t t e  c o r r e s p o n d a n c e  r e s p e c t a n t  l a  l o i  d e  

c o m p o s i t i o n  . L o r s q u ’ i l  s ’ a g i t  d e  d e u x  g r o u p e s  t o p o l o g i q u e s  

o u  d e  d e u x  g r o u p e s  d i  f f é  r e n t l  a b l  e s  ( a n a l y t i q u e s } ,  o n  a  l e s  

n o  t i  o n s  d ’ i sonio r  nî i i  £ a e  t o p o l o g i  q u e  o u  d ’ i  s o m o r p h i  scie—d i j f  lé_— 

r e n t i a b l e  ( a n a l y t i q u e )  e n  p l u s  d e  1 ’ i s o m o r . o h i  sme o r d i n a i r e  .

S i m i  1 i t u d e  o u  é q u i v a l e n c e  de  ^ e u x  g r o u p e s  d e  t r a n s f o r o a t î o n a  

Deux  g r o u p e s  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  G e t  G ’ q u i  o p è r e n t  

r e s p e c t !  v e r a e n t  d a n  s  l e s  e n s e m b l e s  E e t  3 1 s o n t  d i t s  s e m b l  

b l  e s  o u  é q u i v a l e n t s  l o r s q u ’ i l  e x i s t e  e n t r e  E e t  ”3’ u n e  c o r ­

r e s p o n d a n c e  b i u n i v o q u e  t r a n s f o r m a n t  G e n  G’ . I l  y  a  é g a l e ­

m e n t  l i e u  d e  c o n s i d é r e r  l e s  n o t i o n s  d ’ é q u i v a l e n c e  t o p o l o g i ­

q u e ,  d i f f é r e n t i a b l e  ou  a n a l y t i q u e  .
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On s a i t  q u ' à  c h a o u e  p o i n t  x  d ' u n  e s p a c e  d i f f ê r e n -  

t i a b l e  e s t  a s s o c i é  u n  e s p a c e  l i n é a i r e  d ’ o r i g i n e  x  , a p p e l é  

e s p a c e  l i n é a i r e  t a n g e n t  . Un p o i n t  q u e l  c o n q u e  d e  c e t  e s p a c e  

l i n é a i r e  p e u t  ê t r e  r e p r é s e n t é  p a r  x + d x  , e t  d x  e n  d é s i ­

g n e  u n  v e c t e u r  d ’ o r i g i n e  x  . A u n e  t r a n s f o  m i s t i ó n  d i f  _• é r e n -

t i a b l e  ( x __* jr ) c o r r e s p o n d  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  l i n é a i r e  d e

l ’ e s p a c e  t a n g e n t  e n  x  d a n s  l ’ e s p a c e  t a n g e n ^  e n  y  - S o i t  

a l o r s  G u n  g r o u p e  a b s t r a i t  d i  1 f é r e n t i e b l e  à  r  p a r a m è t r e s  

e t  c o n s i d é r o n s  l e  p r e m i e r  g r o u p e  d e s  p a r a m è t r e s  q u i  e s t  d é ­

f i n i  p a r  :

s »  =  t  s  , ( t r a n s f o r m a t i o n  s  <. —  > s ’ )

A l a  t r a n s f o r m a t i o n  ( s  *— > s ’ ) , r u l  e s t  d i  f f é  r e n t i  a b l  e , 

c o r r e s p o n d  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  l i n é a i r e  e n t r e  l e s  e s p a c e s  

t a n g e n t s  e n  s  e t  e n  s ’ q u e  n o u s  r e p r é s e n t o n s  p a r  :

s ’ +  d s ’ = t ( s  +  d s )  , ( t r a n s f o r m a t i o n  d s  <;---- > d s ’ )

C e t t e  t r a n s f o r m a t i o n  f a i t  c o r r e s p o n d r e  d ’ u n e  f a ç o n  b i u n i v o q u e  

à t o u t  v e c t e u r  d s  d ’ o r i g i n e  s  u n  r e c t e u r  d s ’ d ’ o r i g i n e  

s t . p i u 3 e l l e  e s t  b i e n  d é t e r m i n é e  l o r s q u e  l e s  p o i n t s  s  

e t  s ’ s o n t  d o n n é  s  . La r e l a t i o n  i n v o l u t i v e  e t  t r a n s i t i v e

3 3
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a i n s i  dé t e r m i n é e  d a n s  l ’ e n s e m b l e  d e s  r e c t e u r s  de S e r a r i é t é  

G s e r a  a p p e l é e  é q u i p o l l e n c e  d e  p r e m i è r e  e s p è c e  .  En p a r t i c u ­

l i e r ,  l e  v e c t e u r  d s  d ’ o r i g i n e  s  e s t  é q u i p o l l e n t  d e  p r e ­

m i è r e  e s p è c e  a u  v e c t e u r  Go d ’ o r i g i n e  1 e t  d ’ e x t r é m i t é

( 3 + d s )  . D e n s  l ’ e s p a c e  t a n g e n t  e n  i  i n t r o d u i s o n s  u n  r e ­

p è r e  c a r t é s i e n  d ’ o r i g i n e  i  ( c ’ e s t - à - d i r e  r  v e c t e u r s  d e  

b a s e ) .  L e s  c o m p o s a n t e s  du v e c t e u r  OJ s e r o n t  d e s  f o r m e s  l i ­

n é a i r e s  du v e c t e u r  d s  ; n o u s  l e s  d é s i g n o n s  p a r  C * J j ( s , d s )  

o ù  j _  g ,  . . . »  r  P o u r  q u e  d e u x  v e c t e u r s  s o i e n t  é q u i -  

p o l  1 e n t s  d e  p r e m i è r e  e s p è c e ,  i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  q u ’ o n  a i t .

CO ( s ’ . d s ’ ) =  ( s . d s )  , ( i = î  , 3 ,  . . .  ; r )
i  i

C e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  s ’ a p p e l l e n t  l e s  é q u a t i o n s  de_  

d é f i n i t i o n  du p r e m i e r  g r o u p e  d e s  p a r a m è t r e s  .

De 1 a m$me f a ç o n ,  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  l i n é a i r e s

s ’ +  d s *  =  ( s  +  d s )  t  , ( t r a n s f o r m a t i o n
d s  *— > d s *  )

q u i  s o n t  a s s o c i é e s  s u x  t r s n s f o  m a t i o n s

s * — 3 t  ( t r s n s f o  i m a t i o n  a  > s ’ )

d u  d e u x i è m e  g r o u p e  d e s  p a r a m è t r e s ,  d é f i n i s s e n t  d a n s  1 ’ e n s e m ­

b l e  d e s  v e c t e u r s  d e  G u n e  r e l a t i o n  a p p e l é e  é n u l p o l  1 e n c e  de^
— g .

d e u x i è m e  e s p è c e  . En p a r t i c u l i e r  . a p p e l o n s  l e  v e c t e u r

d ’ o r i g i n e  i  e t  d ’ e x t r é m i t é  ( s + d s ) s  q u i  e s t  é q u i p o l l e n t

s-3
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„ e  d e u x i è m e  e s p è o a  a u  v e c t e u r  a s  « • . » ( > » •  s  .  L e s  c o m p o ­

s a n t e s  d e  3 T s o n t  r  f o r m e s  l i n é a i r e s  t S  ( s . d a )  .  

X - é q u i p o l l e n c e  d e  d e u x i è m e  e s p è c e  s ’ e x p r i m e  p a r  l e  s y s t è m e

d ’ é q u a t i o n s

a  j ( a ’ , î a ’ ) =  S i  ( s . d s )  ! 1 = 1  - • • , r i

c e  s o n t  l e s  d a t i o n s  3 e  f i n i t i o n  a u  a |? J fem e g r o u p e . . d e s  

p a r a m è t r e s  .

Xe  t r a n s f o r m a t i o n  s ' =  s " 1  q u î  e s t  é g a l e m e n t  d i f ­

f é r e n t !  a b l  e , é c h a n g e  l e s  d e u x  s y s t è m e s  a ' é q u i p o l l e n c e .  O n  ^

„ nenflT1t nU »elle vérifie le système différentiel : montre facilement qu ej j j v

OJ . ( s , d s )  +  j { s ’ , d s ’ ) — 0

I l  e s t  i m p o r t a n t  f ie r e m a r q u e r  q u e  l e s  r  f o r m e s  C O j i s . d s )  

s o n t  l i n é a i r e m e n t  I n d é p e n d a n t e s  > o u r  t o u t  p o i n t  s  i i l  e n  

est âe même des formes .(s ,ds).

Groupe adjoint 11né a ire .

La - t r a n s f o r m a t i o n

t »  __ g  t  s “ 3 ( t r a n s f o r m a t i o n  t t —^ t ’ )

a u  g r o u p e  a a j o i n t  d e  G e s t  é v i d e m m e n t  d i f f é r e n t i a b l e  . Comme 

l e  p o i n t  i  r e s t e  f i x e ,  à  c e t t e  t r a n s f o r m a t i o n  e s t  a s s o c i é e  

u n e  t r a n s f o r m a t i o n  l i n é a i r e  o p é r a n t  s u r  l e a  v e c t e u r s  d ' o r i ­

g i n e  1 . C e t  t e  t r a n a  f o r m a t i o n  l i n é a i r e  f a i t  c o r r e s p o n d r e  a u  

v e c t e u r  ô ô ’ l s . d s )  l e  v e c t e u r  5 T  ( s . d s )  . S e s  é q u a t i o n s

i

t?» - i :

'SI
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« ♦ o b t i e n n e n t  d o n c  e n  e x p r i m a n t  l e s  f o r m e s  ^  j l a . d s )  e n  

f o n c t i o n  d e s  f o r m e s  OJ ( s . d a )  :

£> j ( s . d s )  =  ( s . d s )  .

L* e n s e m b l e  d e  c e s  t r a n s f o r m a t i o n s  f o r m e  u n  g r o u p e  a p p e l é  

g r o u p e  a d . j o i n t  1 i  né  a i r e  .

PREMIER THEOREME FOND AMEN T AL DE L IS

T r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i  t é  s i m a l e s  .

S o i t  G u n e  f a m i l l e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  o p é r a n t  d a n s

u n e  v a r i é t é  d i  f  f é  r e n t i  a b l  e Sn  à  n  d i m e n s i o n s  e t  c o r r e s p o n ­

d a n t  d ' u n e  f a ç o n  b i u n i v o q u e  a u x  p o i n t s  d ’ u n e  v a r i é t é  d i f f é ­

r e n t i e l l e  &j- à  r  d i m e n s i o n s  . La  t r a n s f o r m a t i o n  q u i  c o r ­

r e s p o n d  a u  p o i n t  s  d e  é t a n t  d é f i n i e  p a r

x* =  s  x  , { x ,  x *  C  En î *

n o u s  s u p p o s o n s  q u e  x*  e s t  u n e  f o n c t i o n  d i f f é r e n t i a b l e  de  

s  e t  x  . E n  c o n s i d é r a n t  x ’ comme u n e  f o n c t i o n  d e  s  

s e u l , l e  d i f f é r e n t i e l l e  d e  c e t t e  f o n c t i o n  f a i t  c o r r e s p o n d r e  

à t o u t  v e c t e u r  d s  d ’ o r i g i n e  s  u n  v e c t e u r  dx*  d » o r i g i n e  

x*  . C e t t e  c o r r e s p o n d a n c e  , q u i  e s t  l i n é a i r e ,  p e u t  s ’ é c r i r e

x » +  d x T =  ( s  +  d s ) x  .

° *  i
. co. 
3 5



Sn rempl » ;an t  s  p a r  s "  * ’ .  on  a s

( J )  s*  + d x • = ( a  +ds)  a x '  .

A t o u t  v o e t e u r  da d ’ o r i g i n e  a c o r r e a p o n d  a i n s i  d a n a  Sn  

u n  champ de T o c t a u r a  X q u i  d é p e n d  de  a e t  de  da .  Un 

champ do v e c t e u r s  X p e u t  a u s s i  ê t r e  c o n s i d é r é  comme une  

t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  . c ’ o a t - î - d i r e  u n e  t r a n a f o r m a -  

t l o n  q u i  f a i t  c o r r e s p o n d r e  à c h a q u e  p o i n t  x ’ un p o i n t  

X* +  d x ’ . o ù  d x * = X ( x ’ ) .  p a r  X ( x ’ ) n o u a  r e p r é s e n ­

t o n s  l e  v e c t e u r  du champ X d o n t  l ’ o r i g i n e  e s t  e n  x ’ .

En g é n é r a l ,  l a  t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i  t é a i m a l e  ( 1 )  

c ' e s t - à - d i r e  l e  champ de  v e c t e u r s  X , d é p e n d  de  3 r  p a r a ­

m è t r e s  n u m é r i q u e s  . M a is  s u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e  G s o i t  un  

g r o u p e  de  t r a n s f o r m a t i o n s  d i  f f é  r c n t i  a b l  e . A l o r s  Cj. e a t  u n  

g r o u p e  a b s t r a i t  a i  f  f i r e n t !  ab l  e  . La t r a n s f o r m a t i o n  I n f i n i t é ­

s i m a l e  X d é p e n d r a  u n i q u e m e n t  du p o i n t  { s + d s ) a  , c ' c a t -  

à - d i r e  du v e c t e u r  que n o u s  a v o n s  d é s i g n é  p a r  ( 8 , d e  

En a p p e l a n t  ÎC j l s . d s )  l e s  r  c o m p o s a n t e s  du v e c t e u r  

W  ( s , a s )  p a r  r a p p o r t  à un r e p è r e  c a r t é s i e n  d a n s  l ’ e s p a c e

t a n g e n t  à Cÿ e n  i  . on  a u r a  X ï ,  • < Noua 3 u p '

p r i m o n s  l e  s i g n e  21  p o u r  l a  s o m m a t i o n  p a r  r a p p o r t  h un  i n  

d i c e  qui  s e  r é p è t e  deux  f o i s )  . l ’ é q u a t i o n  ( 1 )  p e u t  d o n c  s e  

m e t t r e  s o u s  1 o forrae

1 7TT - 3 V* -
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dx  * s  7 3 ” ( s , d s )  Xj ( *  * )

L e s  r  c h r m p s  de  v e c t e u r s  TL̂  s o n t  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s ;  

c ♦ e s t - à - d i r c  i l  n ’ e x i s t e  p a s  d e s  c o n s t a n t e s  c^ n o n  t o u t e s  

n u l l e s  t e l l e s  q u ' o n  o i t  c j Xj  ;  0  ,

En  e f f e t ,  s u p p o s o n s  q u ’ i l  e x i s t e  d e s  c o n s t a n t e s  t e l l e s  q u e  

c . x j  s  0  , e t  c o n s i d é r o n s  l e  s y s t è m e  d i f f é r e n t i e l  :

1S> l  _  g f  3  c  c  y  r

C1 c 3  c r

L o r s q u e  l e  p o i n t  s  d é c r i t  d a n s  O j,  u n e  c o u r b e  i n t é g r a l e  

d e  c e  s y s t è m e  , l a  t r a n s f o r m a t i o n  x*  =  a  x  n e  c h a n g e  p a s  

c e  q u i  e s t  c o n t r a i r e  à  n o s  h y p o t h è s e s  .

On a d e s  r é s u l t a t s  a n a l o g u e s  l o r s q u ’ o n  c o n s i d è r e

l a  t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  : 

x  ■+■ d x  — s  ( 84-ds )  x  »

N o u s  p o u v o n s  a i n s i  é n o n c e r  l e  t h é o r è m e  s u i v e n t  .

P r e m i e r  t h é o r è m e f o n d a m e n t a l  d e L i e  : S o i t u n  g r o u p e  d e  t r a n s *

f o r m a t i o n s  d i f f é r e n t  i  aï>l e  à  r ■ p a r a m è t r e s e  t  s o  i  t  x ’ =  s x

1 ’ é q u a t i o n  d e  l a t r a n s f o r m â t ! o n s  d e  c e g r o u p e  . La t r a n s —

f o r m a t i o n  i n f i n i t é  a i mal  e

x ’ +  d x ’ =  ( s + d s ) s   ̂ x  ’
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p e u t  s e  m e t t r e  s o u s  l a  f o r m e

( a )  dx*  =  <ÏT j  ( s , d s )  Xj  ( x f ) .

o ù  T e s  X dé  s 5 & n e n t  r  c h a m p s  d e  v e c t e u r s  ( o u  t r a n s f o r m a -  

t i  o n s  i  n f  i  n i  t é  s i  mal  e s  ) l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e .  l e s  35  ̂ ( a , d s  ) 

é t a n t  r  f o  rra e s  do  P i a f  f  1 i  né  a i r e m e n t  i  nf lé  p 6 nd 8 j i t 9 8 _ 6 n _ t o _ u t

p o i n t  a .

La t r a n s f o r m a t i o n  I n f i n i  t é a i m a l e

x  +  dx  «  s  ( a + d s )  x  

p e u t  s e  m e t t r e  s o u s  l a  f o r m e

( b )  d x  — f j O . ( s . d s )  X j  ( x )

o ù  1 e s  CO . ( s , d s )  s o n t  é g a l e m e n t  r  f o r m e s  d e  P f a f f  l i n é a i ­

r e m e n t  i n d é p e n d  a n t e s  e n  c h a q u e  p o i n t  a .

Bn c o n s i d é r a n t  d a n s  1 ’ é q u a t i o n  x*  — a x  l e  p o i n t  

x  comme f i ¿ e  e t  x»  comme f o n c t i o n  d e  s  . c e t t e  f o n c t i o n  

x *  a a t i  g -c.?i t  à l ’ é q u a t i o n  d l  f  f é  r e n t i  e l  1 e ( a )  . S n  c o n s i d é r a n t  

x ’ comme f ~ l xo  e t  x  comme f o n c t i o n  d e  a .  c e t t e  f o n c t i o n  x

s a t i s f a i t  à  1 ’ é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e

( b ’ ) d x  +  W ^ f a . d s )  Xj  ( x )  =  0

R e m a r q u e s

L e s  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i t é s i m a l e s  c o n s i d é r é e s  d a n s
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e o  t h é o r è m e  c » a p p e l  1 o n t  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  I n f i n i t é s i m a l e s  

du  g r o u p e  c o n s i d é r é  „ E l l e s  f o r m e n t  u n e  f a m i l l e  l i n é a i r e  à  

w p a r a m è t r e s  . o u  u n  e s p a c o  v e c t o r i e l  à  r  d i m e n s i o n s  .

S o i t  X u n  c h a m p  d e  v e c t e u r s  d a n s  E^ e t  f  u n o  

f o n c t i o n  n u m é r i q u e  d i f f é r e n t i e l l e  d é f i n i e  d a n s  En .  L o r s q u ’ o n  

p o s e  dx  =  X . 1 8  d i f f é r e n t i e l l e  d f  a u  p o i n t  x  p r e n d  u n e  

r â l e u r  n u m é r i q u e  d é t e r m i n é e  q u e  L i e  d é s i g n e  p a r  l e  s y m b o l e  

X f  .  En c h o i s i s s a n t  u n  s y s t è m e  do  c o o r d o n n é e s  d i f f é r e n t i e l l e s  

a j  t ...............  x n  d a n s  E n  , l e  v e c t e u r  X e s t  d é f i n i  p a r  d e s

c o m p o s a n t e s  X , 3̂  '♦ • • • • • X e t  o n  a

X f  =  i i i !  +  + . . .  +
à * l  ^ * 2  x n

La t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  q u e  n o u s  d é s i g n o n s  p a r  l a

l e t t r e  X e s t  h a b i t u e l l e m e n t  d é s i g n é e  p a r  l e  s y m b p l e  X f  .

R é c i p r o q u e  du p r e m i e r  t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l  d e  L i  e  . S o i  t —G

u n e  f a m i l l e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  o p è r e n t  d a n s  u n e  v a r i é t é  d e u x

f o i s  d i f f é r e n t i a b l e  E t e l l e  q u o  c h a q u e  t r a n s f o r m a t i o n  c o r -  
...... ...........................................-  - n
r 6 s p o n d e  à u n  p o i n t  s  d ’ u n e  v a r i é t é  d o u x  f o i s  d i f f é r e n t i a  — 

b 1 o à r  d i m e n s i o n s ,  l ’ é q u a t i o n  d e  l a  t r a n s f o r m a t i o n

c o r r e s p o n d a n t  a u  p o i n t  s  é t a n t

x*  =  s  x  , ( x , x * C Bn î 8 C ^  )

S u p p o s o n s  q u e  1 c e  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o i e n t  r e m p l i e s  i

fXn■ X3
-p



I e s  t r s n a f  o rrae 1 1 o na  © s o n t  d é f i n i e s  p o u r l e s  p o i n t s

X d ' u n  d o m a i n e  D d e  En  .

ï> \ a  c o n t i e n t  l a  t r a n s f o r m a t i o n  i d e n t i q u e  : x = i x  .

^ \  T.n m i n t  x* e s t  u n e  f o n c t i o n  d e u x  f o i s  d i f f é r e n t i a -

b l e d e s  p o i n t s  s  e t  x

a  ̂ n o n f i l d é r a n t  x comme f i x e  e t  x* comme f o n c t i o n

de f o n c t i o n  s a t i s f a i t  à  l ’ é o u a t i o n  d i f f é r e n t i e l -

1 e ;

dx» =  ^ T j f s . d s )  Xj  ( x ' )

1 e s X Ô t a n t  r  champa d e  v e c t e u r s  l i n é a i r e m e n t i n d é p e n -
1

d a n t a  e t  l e a  Z5 ( s . d s )  é t a n t  r  f o r m e s  d e  P f a f f  l l n é a l -  

r e n i e n t  i n d é p e n d a n t e s  e n  c h s o u e  p o i n t  a .

C o n c l u s i o n s  : Lo f a m i l l e  G f o r m e  u n  n o y a u  de  g r o u p e de  t r a n a -  

f o n n a t i o n s  d é f i n i  d a n s  l e  d o m a i n e  D .

De 1 1 i n d é p e n d a n c e  l i n é a i r e  d e s  Xj  e t  d e s   ̂

i l  r é s u l t e  d ' a b o r d  q u ’ i l  e x i s t e  d a n s  l a  v a r i é t é  (ÿ, u n  v o i s i ­

n a g e  v  d e  i  t e l  q u ’ à  d e u x  p o i n t s  d i s t i n c t s  de  v  c o r r e s ­

p o n d e n t  d e u x  t r a n s f o  m o t i o n s  d i s t i n c t e s  d e  l a  f a m i l l e  G.  

C o n s i d é r o n s  e n s u i t e  l e s  d e u x  t r a n s f o r m a t i o n s

x ’ = a x
( a ,  a C  v  )

x "  = s x ’

I V . - E . F . -  s i
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S u p p o s o n s  que  l e  p o i n t  s  d é c r i v e  d a n s  Gj, u n  a r c  de u x  f o l s  

d i f f é r e n t !  ab l  e  . a l  1 e n t  de  1 à 1) ; 1 e p o i n t  8 s e r a  une  

f o n c t i o n  d e ux  f o l s  dl  f f é  r e n t l  a b l e  ( t )  d ’ u n  p e r a m è t r e

n u m é r i q u e  t  . En p o s a n t  s  =  >f ( t )  . l e  s y s t è m e  d l f f é r e n -

t i  e l

( 3 )  ^  i  ( a ’ . d a ’ J = ^  i ( a . d s )
( 1 = 1 . 2  * . . . »  r)

d e v i e n t  un  s y s t è m e  d ’ é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d é t e r m i n a n t  

s  ? e n  f o n c t i o n  de t  e t  a d m e t t a n t  u n e  s o l u t i o n  u n i q u e  p o u r  

d e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  d o n n é e s  . A l ’ a r c  i b  d é c r i t  p a r  

s  c o r r e s p o n d  a i n s i  un a r c  b i e n  d é t e r m i n é  d ’ o r i g i n e  a d é ­

c r i t  p a r  s ’ . S u r  c e t  a r c  l e  p o i n t  s ’ e s t  une  f o n c t i o n  

b i e n  d é t e r m i n é e  du p o i n t  s  de  l ’ a r c  i b  . C o n s i d é r o n s  

l a  t r a n s f o r m a t i o n  :

3 t ” ' = 3 *  X

En s u p p o s a n t  x  f i x e ,  l e s  p o i n t s  x" e t  x"’ s o n t  d e s  f o n c ­

t i o n s  d e  t  q u i  s a t i s f o n t  t o u t e s  d e u x  à l ’ é q u a t i o n  d i f f é r e n ­

t i e l l e

dx = ^ 3  1 ( s . d s )  Xj ( x )  ,  o ù  a »  «f> C t )

Comme p o u r  s  = i  . l e s  p o i n t e  x ” e t  x " ‘ s o n t  c o n f o n d u s  

a v e c  l e  p o i n t  ax  , l e s  p o i n t s  x" e t  x ”’ s o n t  c o n f o n d u s

q u e l  q u e  s o i t  t  . Donc

I V . - 3 . F . -  3 2
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x m = a * x  = s ( e x)  

c e o u i  c o n s t i t u e  u n  d e s  a x i o m e s  v é r i f i é s  p a r  u n  n o y a u  d e  g r o u -  

p e  a e  t r a n s f o r m a t i o n s  . De l a  mSrae f a ç o n  l e  s y s t è m e  ( 1 )  f a i t

c o r r c  s  p o n d r e  à  t o u t  a r c  a i  u n  a r c  l a '  e t  o n  a :

a f ( e x ) = i x = x

On v o i t  a i n s i  q u e  G s a t i s f a i t  à t o u s  l e s  a x i o m e s  v é r i f i é s  p a r

u n  n o y a u  d e  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  »

S i  1 a f a m i l l e  G n e  c o n t i e n t  p a s  l a  t r a n s f o r m a t i o n

i d e n t i q u e  m a i e  s a t i s f a i t  à t o u t e s  l e s  o u t r e s  h y p o t h è s e s  d e

1 ’ é n o n c é , l e s  t r a n s  f o r m a  t î  o n s

-1
x f = s  c  x

o ù  s  e s t  s u p p o s é  v o i s i n  d e  c ,  f o r m e n t  u n n o y a u  d e  g r o u p e .

Rema r o u e  : S o i t  G u n  g r o u p e  d i  f  f é  r e n t i  a b l  e  . S n  r é s o l v a n t  

l e s  é q u a t i o n s  d e  d é f i n i t i o n  du  d e u x i è m e  g r o u p e  d e  p a r a m è t r e s

¿¡3",  ( s '  , d s '  ) =   ̂ ( s , d s )

p a r  r a p p o r t  à  d s *  , o n  o b t i e n t  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i ­

t é s i m a l e s  d u  p r e m i e r  g r o u p e  d e s  p a r a m è t r e s  s o u s  l a  f o r m e

d s *  =  cXT . ( a , d s )  ( a l )

S n  r é s o l v a n t  l e s  é q u a t i o n s

{jj ( s  T̂ s T ) =  CO. ( s , d s )
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p a r  r a p p o r t  à  d s »  , o n  o b t i e n t  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i ­

t é s i m a l e s  du d e u x i è m e  g r o u p e  d e s  p a r a m è t r e s  s o u s  l a  f o r m e

d s  ! =  Ul,  ( s , d s )  B .  ( s M

E x e m p l e s  . -  Gr o u p e s  d e  L i e  à u n  j o a r a n è t r e  .

S o i t  G u n  g r o u p e  a b s t r . i t  d i f f é r e n t i e l  à  u n  p a r a m è ­

t r e  . La v a r i é t é  G e s t  a l o r s  u n e  d r o i t e  o u  u n  c e r c l e  . Le p r e ­

m i e r  g r o u p e  d o s  p a r a m è t r e s  e s t  d é f i n i  p a r  u n e  s e u l e  é q u a t i o n  

d i f f é r e n t i e l l e  :

f i )  c o  ( s ’ . d s M  =  u > ( s . d s )

On p e u t  i n t r o d u i r e  d a n s  G u n  p a r a m è t r e  t  t e l  q u e

CO ( s , d s )  =  d t  . A l o r s ,  1 » é q u a t i o n  ( l )  d e v i e n t  : d t * =  d t

Le l o i  d e  co. - .noDi  t i  o n  du  g r o u p e  e s t  d o n c  t f =  t  +  t^ d a n s

l e  c a s  o ù  l a  v a r i é t é  G e s t  u n e  d r o i t e  . e t  t *  =  t  +  t-j

( m o d . l )  d a n s  l e  c a s  o ù  G e s t  u n  c e r c l e  . Le  g r o u p e  e s t  d o n c

8 b é l i e n  . R e m a r q u o n s  q u e  1 ' o n  a :

2T  ( s , d s )  =s CO ( s . d s )  =  d t  

S o i  t  lîl ci i  n t e n a n t

(3 ) x »  =  s  x  , ( x , x * C Bn î s C  G )

l a  t r a n s f o r m a t i o n  g é n é r a l e  d ' u n  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  

L i e  à  u n  p a r a m è t r e  . La t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  a s s o -
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c i é e  à  ( s + d s )  a '* '1 s e r a ,  e n  i n t r o d u i s a n t  d o n s  G u n  p a r a m è t r e  

num -5 r i  q u e  c o n v e n a b l e  t  :

( 3 ) dx> =  d t  X ( x ' )

L i q u a t i o n  ( 2 ) e s t  1 s  s o l u t i o n  d e  l ’ é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  

( 3 )  t e l l e  q u e  p o u r  t = 0  o n  a i t  x * =  x .  N o u s  d i r o n s  q u e  

l e  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  c o n s i d é r é  e s t  e n g e n d r é  p a r  l a  

t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  X,

R é c i p r o q u e m e n t ,  t o u t e  t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  

d é f i n i e  d a n s  E p a r  u n  c ha mp d e  v e c t e u r s  X s u p p o s é  d i f f é r e n -  

t i a b l e  . e n g e n d r e  u n  n o y a u  d e  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  q u ’ o n  

o b t i e n t  e n  p r e n a n t  l a  s o l u t i o n  d e  l ’ é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  

( 3 ) q u i  s e  r é d u i t  à  x *  =  x p o u r  t  =  0  .

GENERATION D ’ ÜN GROUPE P S  L I S  

PAR SES TR AN C'.'O FM AT ION S IN 7 1N J.'T E S I  MALE S

S o i t  G u n  g r o u p e  a b s t r a i t  d e  L i e  h  r  p a r a m è t r e s  

e t  c o n s i d é r o n s  u n  s o u s - g r o u p e  g  r e p r é s e n t é  p a r  u n e  c o u r b e  

d i  f  f é  r e n t i  a b l  e  p a s s a n t  p a r  l e  p o i n t  i  d e  G . N o u s  d i r o n s  

q u e  g  e s t  u n  s o u s —g r o u p e  d e  L i e  à  u n  p a r a m è t r e  . En  r e m a r ­

q u a n t  q u e  t o u t  v e c t e u r  t a n g e n t  à  g  e s t  é q u i p o l l e n t  d e  p r e ­

m i è r e  e t  d e  d e u x i è m o  e s p è c e  à  u n  v e c t e u r  d ’ o r i g i n e  1 o t
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t a n g e n t  à g  , o n  v o i t  q u e  3 a  c o u r b e  g  e s t  u n e  c o u r b e  i n ­

t é g r a l e  du s y s t è m e  d i f f é r e n t i e l

( 1 ) C» ( a , d s ) =  a i  d t  ( a J =  C t e  , i = l , 3 , ----- . r )

o u  e n c o r e  d u  s y s t è m e  d i f f é r e n t i e l

7 5 1 ( e . d e î  =  a i  d t

S o i t  8 =  f f a ^ . t )  3 a  s o l u t i o n  d e  ( 3 )  t e l l e  q u e  s = i  

p o u r  t = 0  ; c e t t e  s o l u t i o n  f o u r n i t  g  . E n  r é a l i t é  t  n ’ i n ­

t e r v i e n t  q u e  p a r  l e s  p r o d u i t  8 j t  . E n  d o n n a n t  a u x  c o n s t a n ­

t e s  a-  t o u s  l e s  s y s t è n e s  d e  v a l e u r s  p o s s i b l e s ,  l e  p o i n t  

s  =  f f a j t ................ ... a E t )  d é c r i t  t o u s  l e s  s o u s - g r o u p e s  d e  L i e

à  u n  p a r a m è t r e  . S i  l ’ o n  p o s e  t = l  , o n  o b t i e n t  e n c o r e  

t o u s  l e s  p o i n t s  d e  c e s  s o u s - g r o u p e s  . L e s  n o m b r e s  s o n t

a p p e l é s  l e s  p a r a m è t r e s  c a n o n i q u e s  d u  p o i n t  s  — f ( a ^ t . . , 8 r ) 

D a n s  u n  v o i s i n a g e  s u f f i s a m m e n t  p e t i t  d e  i  , l e s  p a r a m è t r e s  

c a n o n i q u e s  f o r m e n t  u n  s y s t è m e  "le c o o r d o n n é e s  l o c a l e s  d e u x  

f o i s  d i  f  f é  r e n  t i  a b l  e s  d a n s  l a  v a r i é t é  G . P a r  r a p p o r t  à  c e  

s y s t è m e  d e  c o o r d o n n é e s  l e s  s o u s - g r o u p e s  d e  L i e  à  u n  p a r a m è ­

t r e  s o n t  r e p r é s e n t é s  p a r  l e s  d r o i t e s  p a s s a n t  p a r  i  . R o m e r *  

a u o n s  q u e  l e  s y s t è m e  d e s  p a r a m è t r e s  c a n o n i q u e s  e s t  d é t e n n i  — 

n é  à. u n e  t r a n s f o r m a t i o n  l i n é a i r e  h o m o g è n e  p r è s  .
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S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u o  G s o i t  u n  g r o u p e  d e  t r a n s ­

f o r m a t i o n  do L i e .  r é a l i s a t i o n  du  g r o u p e  a b s t r a i t  CX- . L e s  

t r a n s f o r m a t i o n s  d ’ u n  s o u s - g r o u p e  d e  L i e  à  u n  p a r a m è t r e  s ’ o b ­

t i e n n e n t  e n  r e m p l a ç a n t  d a n s  l ’ é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e

dx  * = ' S T j ( s , d s J  Xj  ( x T)

1 ô s  f o r m e s  ¿5  p a r  a ^ d t  , c e  o u i  d o n n e

d x f *  d t  ( e j  Xj  ( x * ) )  

e t  e n  p r e n a n t  l a  s o l u t i o n  x*  =  f ( t , . . . , a ^ t , x )  q u i  s e

r é d u i t  à  x ’ =  x  p o u r  t = 0  .  Le  p a r a m è t r e  t  i n t e r v i e n t  

s e u l e m e n t  p a r  l e s  p r o d u i t s  a .  t  ,  La t r a n s f o r m a t i o n  d e  p a r a ­

m è t r e s  c a n o n i q u e s  a* s  * o b t  i  e n  t  e n  p o s a n t  t = l  d a n s  l a  s o l u «  

t i o n  a i n s i  c o n s i d é r é e  . T o u t e  t r a n s f o r m a t i o n  d e  G v o i s i n e  d e  

l a  t r a n s f o r m a t i o n  i d e n t i q u e  ( a u  s e n s  d e  l a  t o p o l o g i e  d e  O t  ) 

a p p a r t i e n t  à  u n  s o u s - g r o u p e  d e  l i e  à  u n  p a r a m è t r e  b i e n  d é t e r ­

m i n é  e t  c o r r e s p o n d  à  d e s  p a r a m è t r e s  c a n o n i q u e s  b i e n  d é t e r m i ­

n é s  . On d i t  q u e  G e s t  e n g e n d r é  p a r  l a  f a m i l l e  d e s  t r a n s f o r m a

t i  o n s  i n f i n i t é s i m a l e s  s J , ,
i  1

U n e  t r a n s f o r m a t i o n  d e  G n o n  v o i s i n e  d e  l a  t r a n s f o r ­

m a t i o n  i d e n t i q u e  p e u t  a p p a r t e n i r  à  p l u s i e u r s  s o u s —g r o u p e s  d e  

L i e  à u n  p a r a m è t r e  . I l  p e u t  même a r r i v e r  q u ' e l l e  n ’ a p p a r t i e n  

n e  à su  c u n  s o u s —g r o u p e  d e  L i e  à  u n  p a r a m è t r e  . P a r  e x e m p l e .



TJNJ\TK5IJjC DE PATîiS 
f a c u l t é  » es s c i e n c e s

c a b i n e t  dt-j d é p a r t e m e n t
DES S C IEN C E S  fcATHÊïiWriOUFS TT.

c o n s i d é r o n s  l e  g r o u p e  l i n é a i r e  r é e l  u n i m o d u l  a l r e  d e  t r a n s f o r ­

me t i  o n  g é n é r a l e  :

x ’ =  a x  + b y  ,
e b *  — b e *  *= 1

y 1 =  a »x  4  b ’ y

U n e  t r a n s f o r m a t i o n  d o n t  l ’ é q u a t i o n  c e r a c t -  r i  s t i q u e  a d m e t  d e u x  

r a c i n e s  n é g a t i v e s  n e  p e u t  ê t r e  e n g e n d r é e  p a r  a u c u n e  t r a n s f o r ­

m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  d e  l a  f o r m e  :

= o < x ’ +  A  y ’ 
d t  J

o i ’ x*  +  / V  y f
d t  I

On p e u t  i n d i q u e r  u n e  c l a s s e  I n t é r e s s a n t e  d e  g r o u p e s  

d o n t  c h a c u n  e s t  e n g e n d r é  e n  e n t i e r  p a r  s e s  t r a n s f o r m a t i o n s  

i n f i n i  t é s i n a l e s  . Ce s o n t  l e s  g r o u p e s  s e m i - s i m p l e s  c l o s  . 

( E . C i ' r t a n  , IV)  .  Un t e l  g r o u p e  o s t  c a r a c t é r i s é  p a r  l e  f a i t  

q u e  l a  f o r m e  q u a d r a t i q u e

<f ( e )  =  c i k h  c j h k  a i  a 3

e s t  d é f i n i e  . D a n s  l a  v a r i é t é  du  g r o u p e  o n  p e u t  a l o r s  d é f i n i r  

u n e  m é t r i q u e  r i e m a n n i e n n e  e n  p o s a n t  :

d G 2  = C i k h  c j h k  00 i  ( 3 • d s  ̂ j  d S > *

-S, 7? - 2 8

dx

dv *
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L e s  g é o d é s i q u e s  d e  c e t t e  m é t r i q u e  r l e o a n n i e n n e  s o n t  l e s  s o u s -  

g r o u p e s  d e  L i e  à  u n  p a r a m è t r e  a i n s i  q u e  3 e s  c o u r t e s  q u i  s ’ e n  

d é d u i s e n t  p a r  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  du  p r e m i e r  g r o u p e  d e s  p a r a ­

m è t r e s  ( S . C a r t a n ,  I I T , c h a p . 3 ) .  L ’ e s p a c e  d e  Riemrann d é f i n i  e s t  

n o r m a l  , c ’ e s t - à - d i r e  i l  j o u i t  d e  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  :

S u r  t o u t e  g é o d e  s i  q u e  o n  p e u t  r e p o r t e r ,  à  p a r t i r  d ’ u n  p o i n t  

d o n n é ,  u n e  l o n g u e u r  d o n n é e  a r b i t r a i r e  . La p r o p r i é t é  f o n d a m e n ­

t a l e  d ’ u n  e s p a c e  d e  R i e m a n n  n o r m a l  e s t  l a  s u i v a n t e  : D e u x  

p o i n t s  d o n n é s  a r b i t r a i r e s ’ d e  c e t  e s p a c e  s o n t  t o u j o u r s  r e l i é s  

p a r  u n  a r c  d e  g é o d é s i q u e  . C e l a  v e u t  d i r e  q u e  t o u t  é l é m e n t  

d ’ u n  g r o u p e  s e r a i - s i m p l e  c l o s  a p p a r t i e n t  s u  m o i n s  à  u n  s o u s -  

g r o u p e  d e  L i e  à  u n  p a r a m è t r e  .

LES EQJJATIONS DE IIAUREB-CARTAN

S o i t  G u n  g r o u p e  a b s t r a i t  d e  L i e  à. r  p a r a m è t r e s  e t  

c o n s i d é r o n s  l e s  é q u a t i o n s  d e  d é f i n i t i o n  d e s  d e u x  g r o u p e s  d e s

p a r a m è t r e s  :

( 1 )  ( j ü i  ( s ’ . d s » )  =  (jOj ( s . d s )

( 2 )  flSj ( a ’ . d s ’ ) =  2 T i  ( s . d s )

l e  s y s t è m e  ( 1 )  e s t  c o m p l è t e m e n t  i n t é g r a b l e  e t  a d m e t  p o u r  s o ­

l u t i o n  g é n é r a l e  î s ’ =  t s  « De même , l e  s y s t è m e  ( 3 )  e s t
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c o m p l è t e m e n t  i n t é g r a b l e  # s a  s o l u t i o n  g é n é r a l e  é t a n t  a ’ - s t  . 

On a l e s  é q u a t i o n s  :

(3) a Uij = CjkS A  00k

Comme l e  s y s t è m e  d é r i v é  d e  ( l )  e s t  u n e  c o n s é q u e n c e  a l g é b r i ­

q u e  du  s y s t è m e  ( 1 )  . o n  v o i t  q u e  l e s  q u a n t i t é s  c i j k  s o n t

d e s  c o n s t a n t e s  . On l e s  a p p e l l e  l e s  c o n s t a n t e s  d e  s t r u c t u r e  

e t  a i e s  é q u a t i o n s  ( 3  ) s o n t  a p p e l é e s  é q u a t i o n s  d e  M a u r e r -  

C a r t a n  . On a u r a  d e  même l e s  é q u a t i o n s

(4) d gfj cjki A
( J k /

o ù  l e s  q u a n t i t é s  ®"ijk s o n t  é g a l e m e n t  d e s  c o n s t a n t e s  . 

R e m a r q u o n s  q u e  l e  s y s t è m e

( 5 )  ( s * , d s M  +  Î2T ( a , d s  ) =  0

e s t  c o m p l è t e m e n t  i n t é g r a b l e ,  s o n  i n t é g r a l e  g é n é r a l e  é t a n t  

s *  = t  s ” . On e n  c o n c l u t  . e n  c o n s i d é r a n t  l e  s y s t è m e  dé  r i -

ré do (S) 4UO ê 131c =-oiik

■ R é c i p r o q u e m e n t ,  s u p p o s o n s  q u e  d a n s  u n e  v a r i é t é  0  à  

r  d i m e n s i o n s  e t  d o u x  f o i s  d i  f  f é  r e n t i  s b l  e  , o n  c o n s i d è r e  r  

f o r m e s  do  P f a f f  ^ j  ( s , d s )  , l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s .

U k )

k

co>i
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Les  é q u a t i o n s  ( 1 )  p e r m e t t a n t  s i  o r s  de d é f i n i r  d an s  G u n e  r e ­

l a t i o n  d *é o u i 0 0 1 1 e n c e  ; m o i s  c e l l e - c i  n ’ e s t  p a s  e n  g é n é r a l  

a s s o c i é e  un g r o u p e  de L i e  . S u p p o s o n s  de p l u s  que  l e  s y s ­

t ème ( 3 ) s o i t  v é r i f i é ,  l e s  q u a n t i t é s  c ̂  é t a n t  d e s  c o n s t a n ­

t e s  . A l o r s  l e  s y s t è m e  ( 1 )  e s t  c o m p l è t e m e n t  i n t é g r a b l e  ; 

c ’ e s t - à - d i r e  , e n  s e  b o r n a n t  à un v o i s i n a g e  v  d ’ un  p o i n t  1 

i l  e x i s t e  u n e  s o l u t i o n  e t  pne  s e u l e  d é f i n i e  p o u r  t o u t  p o i n t  

de v  e t  t r a n s f o r m a n t  l e  p o i n t  1 e n  un  p o i n t  donné  t .

S o i t  s ’ = t s  c e t t e  s o l u t i o n  . C’ e s t  l a  l o i  de  c o m p o s i t i o n  

d ’ un n o y a u  de  g r o u p e  d o n t  1 ' é l é m e n t  u n i t é  e s t  l e  p o i n t  1 . 

Donc p o u r  q u e  l e s  é q u a t i o n s  ( 1 )  dé f i  b i s s e n t  un  n o y a u  de  

g r o u p e  de  L i e ,  i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  q u e  l e s  f o r m e s  t x ) j ( s , d s )  

v é r i f i e n t  un s y s t è m e  d ’ é q u a t i o n s  de  M a u r e r - C a r t a n  .

DEUXIEME TEECREME FONDAMENTAL DE LIE

S o i t  G un g r o u p e  de t r a n s f o r m a t i o n s  de L i e  à r  p a ­

r a m è t r e s  . En r e p r e n a n t  l e s  n o t a t i o n s  du p r e m i e r  t h é o r è m e  

f o n d a m e n t a l  de L i e ,  c o n s i d é r o n s  l e s  é q u a t i o n s  î

( 1 )  x  ’ =  s  x

( 3 )  d x ’ =  j f s . d s )  Xj  C 3c • )

L ’ é q u a t i o n  d i f f é r e n t l o i  1 o ( 3 )  e s t  c o m p l è t e m e n t  i n t é g r a b l e  ;

17 i?

» •



IV’.-B.T?’. -  32

1 ’ é q u a t i o n  ( 3 )  e n  f o u r n i t  l o  s o l u t i o n  q u i  s e  r é d u i t  à x ’ = x  

p o u r  s = i  . L ’ é q u a t i o n  ( 3 )  p e u t  ê t r e  r e m p l a c é e  p a r  l ’ é q u a t i o n

( 3 )  d f ( x ’ ) = ( s , d s )  X j  f ( x ’ )

o ù  f ( x )  e s t  u n e  f o n c t i o n  n u m é r i q u e  a r b i t r a i r e  d e u x  f o i s  

d i  f  f  é  r e n  t  i  a b l  e  . p a r  d é r i v a t i o n  e x t é r i e u r e  d e  ( 3 )  o n  o b t i e n t  

1 ’ é q u a t i o n  :

( 4 )  0  = ( d ^ j i s . d a ) )  X j f ( x ’ ) +  d ( X j f ( x ’ ) )  A  2 T i ( s . d a )

P o u r  q u e  ( 2 )  s o i t  c o m p l è t e m e n t  i n t é g r a b l e ,  i l  f a u t  e t  i l  

s u f f i t  q u e  ( 4 )  s o i t  u n e  c o n s é q u e n c e  a l g é b r i q u e  d e  ( 3 )  . En  

t e n a n t  c o m p t e  d e  ( 3 )  e t  e n  p o s s n t

d ^  i  =  * ° j k i  ^  i  A 3 5 k

l ’ é q u a t i o n  ( 4 )  d e v i e n t  :

( s > 0  =
( 3 k )  p i )  *-

E t a n t  d o n n é s  l e s  s y m b o l e s  d e  L i e  de  d e u x  t r a n s f o r m a t i o n s  i n ­

f i n i  t é  s i  ma l  e s ,

Xjf =  X *  5 - ^ -  e t  Y f  =  Y*

X ^ x \

n o u s  p o s o n s  :

( 5)

Cj k i 7 S ,A îi & A 2 Í k x.t v > - x k.(X ■il

i

f
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[ * 0  *  =  X ( « )  .  Y < « >  -  » T g i  -  ^

Le s y m b o l e  *  e s t  l e  s y m b o l e  d e  L i e  d ’ u n e  t r a n s f o r m a ­

t i o n  i n f i n i  t e s i m s l  e  q u e  n o u s  d é s i g n e r o n s  p a r  | X y1 e t  q u i
1«  • « *

s ’ a p p e l l e  l e  c r o c h e t  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i t é s i m a l e s  X 

e t  Y . I l  r é s u l t e  a l o r s  d e  { 6 )  :

( 7 )  [ i j  X fc]  f  =  o 3 k ,  X ,  t

De ( 6 )  e t  ( 7 )  o n  c o n c l u t  q u e  l e s  q u a n t i t é s  ° i j j c  n e  d^ p e n -  

d e n t  n i  d e  s  n i  d e  x ' ; c e  s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  .  C e c i  d é ­

m o n t r e  e n c o r e  u n e  f o l s  l e s  é q u a t i o n s  d e  M a u r e r - C a r t a n  , e t  

n o u s  s o m m e s  a r r i v é s  à l ’ é q u a t i o n  ( 7 )  q u i  c o n s t i t u e  l e  d e u x i è ­

me t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l  d e  L i e  .

D e u x i è m e  t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l  de  L i e  : 31  x l • • • •  • x r  8 Q n -  

r  t r a n s f o r m é t i o n s  i n f i n i t é s i m a l e s  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  

d ’ u n  g r o u p e  cle L i e  à  r  p a r a m è t r e s  . o n  a :

[ X 1 X j ]  =  c 1 3 k  Xk  

p ù  l e s  q u a n t i t é s  c i  1 k s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  d i t e s  c o n s t a n t e s

R é c i p r o q u e  : E t a n t  d o n n é e s , d a n s  u n e  v a r i é t é  E 

r  t r a n s f o r m a t i  e n  a i n  f i  n i  t é  3 : m a i  e  s  d 3 f  f  é ronv.  i  o .t ) c  ?.. e -  1 i  né  a i  — 

r e m e n t  i n d é p e n d a n t e a  , t e l l e s  q u e

[xi XJ = c i j k  Xk

(? * ]

I
X *

f

X À



® 1 5 k  ~  C t o *  l a  f a m i l l e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  I n f i n i t é s i m a l e s  

a j X j  e n g e n d r e  u n  n o y a u  d e  g r o u p e  d e  t i ^ n s f o iraa t i  o n s  d e  L i e  & 

r  p a i - e m è t r e e  , Cé.± v n  !__dr ;n ^  u n  d o ¡11 a l  :¿e__âe 3?n

P o u r  d é m o n t r e r  l a  r é c i p r o q u e ,  i l  s u f f i t  d e  d é m o n t r e r  

q u ' o n  p e u t  d é t e r m i n e r  d a n s  u n  d o m a i n e  A r  d i m e n s i o n s ,  r  

f o r m e s  d e  P f a f f  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  , T i ' j f s . d s )  , t e l ­

l e s  q u e

n i  az5j  = -  « ikl ^ j  A  ayk
(WT

E n  e f f e t ,  c e s  f o r m e s  é t a n t  d é t e r m i n é e s ,  l ' é q u a t i o n

d x T =  <3" ( s , d s )  Xi ( x » )

e s t  c o m p l è t e m e n t  i n t é g r a i ! e ,  e t  s e s  s o l u t i o n s ,  q u e  n o u s  é c r i ­

v o n s  s o u s  f o r m e  x* =  s  x  , c o n s t i t u e n t  , d ' a p r è s  l a  r é c i ­

p r o q u e  du  p r e m i e r  t h é o r è m e  d e  L i e ,  u n  n o y a u  d e  g r o u p e  d e  L i e

à  r  p a r a m è t r e s  .

S u p p o s o n s  r  — n  » On p e u t  t r o u v e r  d a n s  u n  d o m a i ­

n e  D d e  E d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i t é s i m a l e s  X .^ -i 
n

X , t e l l e s  q u e  X- , X , X , . . .  , X s o i e n t  l i n é -
n  l e ' -  r  ^

a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  , A l o r s  o n  a i d e n t i q u e m e n t  :

d f  =  2 5 \  X,  f  { <* =1 . 3  , . . * , n )

o ù  s o n t  n  f o r m e s  d e  P f a f f  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s
o <
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d a n s  D . Nous  p o u v o n s  é c r i r e

i v* f?. ; I- | -J
! =  C

3 5 *

<* fi i 

= 0

X (<* , ß  .'jj = 1 , 2 ............n )

( 3 , i =  1 . . . . , r  * A >  r )

P a r  d é r i v a t i o n  e x t é r i e u r e  de d f  =  X  f  , o n  t r o u v e

d 35 i =  -  /  c „ f r  A ttt

(Vf) p«01 A <
Le 377 s t è m e

■arA= 0 où  À =  r + 1 , . . . .  n

e 3 1 c o m p l è t e m e n t  i n t é g r a b l e  .  On p e u t  d o n c  i n t r o d u i r e  de  n o u ­

v e l l e s  v a r i a b l e s 8 1 • S2 s n
t e l  1 e s  q u e  l a  s o l u ­

t i o n  g é n é r a l e  da ce  s y s t è m e  s o i t  :

3 =  C t e  
À

D o n n o n s  a u x  v a r i a b l e s  s . o u

( À

À >  r  , de s v a l e u r s  c o n s ­

t a n t e s  . L e s  f o r m e s  U J  . , o ù  1=1  » . . . . r  . n e  d é p e n d e n t  p l u s

que  de s^ ---------- -- 3 r e t  s a t i s f o n t  à O )  .

S i  r  \  n  , i l  e u f  f  i  t  de m o n t r e r  , p o u r  a p p l i q u e r  

l e  r a i s o n n e m e n t  p r é c é d e n t ,  q u ’ on  p e u t  t r o u v e r  r  t r a n s f o r ­

m a t i o n s  i n / i n i t é s i m a l e s  W, , ............  , Wy  d é f i n i e s  d a n s

u n e  v a r i é t é  a N d i m e n s i o n s ,  o ù  N y r  , e t  t e l l e s  q u ’ o n

a i t  e n c o r e  i Wj T’„r4~| ijk On y  a r r i v e  e n  c o n -

I V .  - 3 3 .  F .  -  ^ 5
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s  5 d ô l’o u t  l a  v a r i é  t é  Et\j t o îi. N — n r  » d o n t  cî i  a q u e  p o i n t
, „ ( *>e s b  d é f i n i  comme un  e n s e m b l e  q u e l c o n q u e  de  r  p o i n t s  x  ,

f > ) ( r )  A
x .................... x  de  E .  Un r e c t e u r  W d a n s  E p e u t  e t r e

c o n s i d é r é  comme l a  somme de  r  v e c t e u r s  . . . .  , X^r
( 1 ) ( t )

de E a y a n t  r e s p e c t i v e m e n t  p o u r  o r i g i n e  x  , x  
n

P o s o n s  ..Wj = , X j 3  ̂ _+ . . . . +  X* . Nous  a v o n s  a i n s i  d a n s

E„  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  I n f i n i t é s i m a l e s  Wj q u i  v é r i f i e n t  

b i e n  l e s  r e l a t i o n s

1 "’l " j j  "  w i J k

CALCUL DES FORMES g ï  Cü i

EN FONCTION DES PARABIE TRES CAWO N I g ü g a

La t r a n s f o r m a t i o n  g é n é r a l e  d ’ u n  n o y a u  d© g r o u p e  ©n-* 

g e n d r é  p a r  l e  f a m i l l e  de t r a n s f o r m a t i o n «  i n f i n i  t é s i m a l  e s  S j X j 

p e u t  s ' o b t e n i r  e n  I n t é g r a n t  l ’ é q u a t i o n  s

d x ’ =  ai d t  Xj  ( x * )

e t  e n  p r e n a n t  l a  s o l u t i o n  x* f o n c t i o n  d e  t  t e l l e  que  

x ’ =  x  p o u r  t = 0  . Le p a r a m è t r e  t  n* l n t e r v i n a u t  que  

p a r  l e s  p r o d u i t s  Uj =  a j  t  , o n  a u r a  l ’ é q u a t i o n  d e  l a  

t r a n s f o r m a t i o n  g é n é r a l e  e n  f o n c t i o n  d e s  p a r a m è t r e s  Uj •

L e s  f o r m e s  (sj . ( u , d u )  s e  m e t t e n t  a l o r s  s o u s  l a  f o r m e  : 

uj j ( u , d u )  =  a j  d t  +  <55"j

X
, ( 1 )X

n
X

x

r)

Wlc



L e s  f o r m e s  TTT $ dé  p e n d e n t  d e  d a j  , t  e t  a j  , s ’ a n n u l e n t  p o u r  

t  =  0  L e s  é q u a t i o n s  d e  Maure r - C a r t a n  d e v i a r æ n t  :

d a 5 A  d t  4- d 3 T  i = -  CJ j k ( a ¿ d t  +  ) / \  ( a k d t  + 3 T k )
( 5^  )

E c r i v o n s  q u e  d a n s  c e t t e  i d e n t i t é  l e  c o e f f i c i e n t  d e  d t  e s t  

n u l  :

(D  ^ 5  - = â a i  -  c j k î  a 3 STk 
"à t

C ' e s t  u n  s y s t è m e  d ’ é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d a n s  l e q u e l  l e s  

f o n c t i o n s  i n c o n n u e s  s o n t  l e s  f o r m e  3 2 j  . , 1 a  v a r i a b l e  é t a n t  

t  . L e s  f o r m e a  *5" ,  c h e r c h é e s  f o r m e n t  l a  s o l u t i o n  t e l l e  q u e  

-  o  p o u r  t = 0 . E n  d o n n a n t  à t  l e  v a l e u r  1 , 1  o s  f o r m e s   ̂

a i n s i  d é t e r m i n é e s  d e v i e n n e n t  l e s  f o r m e s  \  ( a t da  )

e x p r i m é e s  e n  f o n c t i o n  d e s  p a r a m è t r e s  c a n o n i q u e s  . E c r i v o n s  l e  

q y s t è m e  ( l )  s o u s  f o r m e  m a t r i c i e l l e  :

=  ( d a )  -  A ( TüT )
d  t

I d a l  \  fg>  l \

( d a ) = l  J j ,  C 2 5 ) 4  : J A =  ( A l k ) =  ( c a j )

f: '  V s T r /  ,

Le  s o l u t i o n  c h e r c h é e  e s t  à l o r s  :

I V . - B . 37
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(35 ) e

- A

De même 1 e s  f o r m e s  e u .  ( a , d e )  e n  f o n c t i o n  d e s  p a r a m è t r e s  

c a n o n i a u e s  s ’ o b t i e n n e n t  e n  i n t é g r a n t  l e  s y s t è m e

— —  = de* + Cjki aj OJ k 
*~c> t

On t r o u v e  a i n s i  :

(<X>) (da)
\

A

R e m a r q u é e s  q u e  l e s  p a r a m è t r e s  c a n o n i q u e s  d e  d e u x  t r a n s f o r m a ­

t i o n s  i n v e r s e s  s o n t  é g a u x  e t  do  s i g n e s  c o n t r a i r e s  e t  o n  v é r i ­

f i e  q u e

a i e n t  d e s  e x p r e s s i o n s  a n a l 3?t i q u e s  e n  f o n c t i o n  d e s  p a r a m è t r e s  

c a n o n i q u e s  . L e s  é q u a t i o n s  de  d é f i n i t i o n  du p r e m i e r  g r o u p e  

d e s  p a r a m è t r e s  é t a n t  a n a l y t i q u e s ,  l a  l o i  do c o m p o s i t i o n  d ’ u n  

g r o u p e  d e  L i e  G e s t  a n a l y t i q u e  p a r  r a p p o r t  au  s . y î î t è m e  d e  

c o o r d o n n é e s  l o c a l e s  f o r m é e s  p a r  l e s  p a r a m è t r e s  e  a noria q u e  s  . 

On e n  d é d u i t  q u ’ o n  p e u t  t o u j o u r s  i n t r o d u i r e  d a n s  l a  v a  r i  é  t é  

d ’ u n  g r o u p e  d e  L i e  G u n  e n s e m b l e  d e  s y s t è m e s  d e  c o o r d o n n é e s  

l o c a l e s  p a r  r a p p o r t  a u x q u e l s  l e  g r o u p e  G e s t  a n a l y t i q u e  .

73 j f a . d a )  +  COj ( - a , - d a  ) = O

I l  e s t  r e m a r q u a b l e  q u e  l e s  f o r m e s  £3” j e t  c o  .

3 8

-Ai 1

- s F.-

1

II
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N o u s  v o r r o n a  p l u s  q u e  l e s  s y s t è m e s  d e  c o o r d o n n é e s  l o c a l e s  q u i  

j o u i s s e n t  d e  c e t t e  p r o p r i é t é  s o n t  d é t e r m i n é s  à d e s  t r a n s f o r ­

m a t i o n s  a n a l y t i q u e s  p r è s  .

TROISIEME TTIEO tSME FONDAMENTAL DE L I S

En s u p p o s a n t  l e s  f o r m e s  oo  j  e x p r i m é e s  e n  f o n c t i o n  

d e s  p a r a m è t r e s  c a n o n i q u e s ,  n o u s  p o u v o n s  d é r i v e r  e x t é r i e u r e ­

m e n t  l e s  é q u a t i o n s  d e  ï l a u r e r - C a r t a n  :

(1 ) d c o  i  =  y ~  c i k i  A Wjç

En r e m a r q u a n t  q u e  d ( d (jJ j ) = . 0  , o n  o b t i e n t  a i n s i

¿ - p j  ( c  j k i  d U >j A c Of c  " c  j k i  U > j A d t *> k)  =  °

Comrae c j k i  = “ c k 1 i  * o n  a u r e

3  /  ° j k i  d A ( A ) k  =  0
n n n

jfc i  c h £ t1 w li  A  ( \  t o k  = o

I l  e n  r é  s u l  t e  1 e

T r o i s i è m e  t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l  d e  L i e  2 L e s  c o n s t a n t e s  de  

s t r u c t u r e  d ’ u n  g r o u p e  de  L i e  s a t i s f o n t  a u x  c o n d i t i o n s  

s u i v a n t e s  ._a i  t e s  c o n d i t i o n s  d e  L i e  :

c i j k  +  c j i k = 0
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V
L ( ° 8 k i  +  ° 3h i  °£lc;J +  ° j t l  c k h J  ) ~  0

}

Ré c l p r o q u e  : E t a n t  d o n n é  u n  e n s e m b l e  d e  c o n s t a n t e s  c i  j k

4 •? hr —  1 9t. t  s a t i s f a i s a n t  a u x  c o n d i t i o n s  d e  L i e ,  i l
f  «J » * *  % » • •  , »  t  _ , - ■ i ■  ■! ■ —  . . .  ■ i ■ ■ ■  ' * r  ■ ■ ! . ! ■  i l — —

e x 1 a t e  u n  n o y a u  de  g r o u p e  d e  L i e  a d m e t t a n t  c e s  c o n s t a n t e s  

comme c o n s t a n t e s  d e  s t r u c t u r e  .

L e s  c o n d i t i o n s  d e  L i e  s ' o b t i e n n e n t  a u s s i  e n  a p p l i ­

q u a n t  1 * i d e n t i t é  de  J a c o b i  : 

r
] Z J + [brz] x ] + [[zxj] y = o! |XY

L  *

o ù  X , Y , Z  s o n t  t r o i s  c h a m p s  d e  v e c t e u r s ,  a u x  t r a n s f o r m a t i o n s  

i n f i n i t é s i m a l e s  Xi  d ' u n  g r o u p e  d e  L i e  . M a i s  c e c i  s u p p o s e  

q u e  l e s  c h a m p s  de  v e c t e u r s  s o n t  d e u x  f o i s  d i f f é r e n t i a b l e s , c e  

q u i  n ' e s t  p a s  f o r c é m e n t  l e  c s s  p o u r  l e s  Xj  d ' u n  g r o u p e  d e  L i e .

P o u r  d é m o n t r e r  l a  r é c i p r o q u e ,  i l  s u f f i t  d e  d é t e r m i ­

n e r  d a n s  u n  d o m a i n e  à  r  d i m e n s i o n s ,  r  f o r m e s  d e  P f a f f  Wj 

l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  e t  s a t i s f a i s a n t  a u x  é q u a t i o n s  d e  

M a u r e r - C a r t a n  S i  1 e  p r o b l è m e  e s t  p o s s i b l e ,  o n  o b t i e n d r a  

l e s  f o r m e s  Cx> . e n  p r e n a n t  l ' i n t é g r a l e  du s y s t è m e

( 3 )  =  d a j  +  c J k , a }  U> k
O t

t e l l e  q u e  CO = 0  p o u r  t = 0  , e t  e n  y  p o s a n t  t =7  *,

En a p u e l  a n t  <Iü- l e s  f o r m e s  q u i  f o r m e n t  l a  s o l u t i o n  d e  ( 3 )

C1 is

o ù
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t e l  1 e  q u e  (jl) , — 0  p o u r  t  — 0  , l e s  f o r m e s  d

d a n s  l e s q u e l l e s  o n  a p o s é  d t  =  0  s a t i s i o n t  à  :

c >  Í c l  Ca£ .  )  ___  ____

( 3 )  — —------------- =  Oj j - j  d a ^  U ) k +  8 j  d Cüij
’ o  t

X.e s y s t è m e  ( 3 ) d o n s  l e q u e l  o n  c o n s i d è r e  l e s  f o r m e s  d CO 

comme d e s  f o n c t i o n s  i n c o n n u e s  d e  t  a d m e t  l a  s o l u t i o n

s —

d sjO . =  ¿___ Ci , , . ,  lO  * / \  ¿ 5  b- * p o u r v u  q u e  l e s  c o n d i t i o n s  d e
( i  Ü ) J K1 |  K-

L i e  s o i e n t  v é r i f i é e s  . C e t t e  s o l u t i o n  s a t i s f a i t  a u x  c o n d i t i o n s

i n i t i a l e s  i d t o  « — 0  p o u r  t —0  . D o n c  l e s  f o r m e s

q u 1 o n  o b t i e n t  e n  p o s a n t  t = l  d a n s  Co  . , s a t i s f o n t  b i e n

a u x  é q u a t i o n s  d e  M a u r e r - C a r t a n  .

A l g è b r e  d e  L i e  .  L e s  c o n s t a n t e s  d e  s t r u c t u r e  c i j k  d * u n  

g r o u p e  d e  L i e  n e  s o n t  p a s  d é t e r m i n é e s  d T u n e  f a ç o n  u n i v o q u e  .

En  e f f e t ,  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i t é s i m a l e s  Xj  q u i  f o r ­

m e n t  u n e  b a s e  d e  l a  f a m i l l e  l i n é a i r e  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  i n ­

f i n i  t é  s i  mol  e s  p e u v e n t  ê t r e  r e m p l a c é e s  p a r  d e s  c o m b i n a i s o n s  

l i n é a i r e s  i n d é p e n d a n t e s  à c o e f f i c i e n t s  c o n s t a n t s  ; l e s  c o n s ­

t a n t e s  c . s u b i s s e n t  a l o r s  é g a l e m e n t  u n e  c e r t a i n e  t r a n s -
i  J

f o r m a t i o n  ; m a i s  d a n s  1 » e s p a c e  v e c t o r i e l  à  r  d i m e n s i o n s  

d o n t  l e s  é l é m e n t s  s o n t  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i t é s i m a l e s ,  

o n  a u n e  l o i  d e  c o m p o s i t i o n  b i e n  d é t e r m i n é e  . A d e u x  é l é m e n t s  

X,  Y c o r r e s p o n d  u n  é l é m e n t  d é t e r m i n é ,  l e  c r o c h e t  XYJ ,

jk ic
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q u i  o s t  u n e  f o n c t i o n  l i n é a i r e  de  X e t  do  Y e t  q u i  s a t i s ­

f a i t  au-t a x i o m e s  s u i v a n t s  :

x y  =  - C - n c ]

i j x Y ]  Z j + j jYZJ X  +  ^ 2 X j  y ) =  0

On a p p e l l e  a l g è b r e  d e  L i e  u n  e s p a c e  v e c t o r i e l  A d a n s  l e ­

q u e l  o n  a d é f i n i  u n e  l o i  d e  c o m p o s i t i o n  £ x y J  , l i n é a i r e  e n  

X e t  e n  Y e t  s a t i s f a i s a n t  a u x  a x i o m e s  p r é c é d e n t s  . A t o u t  

g r o u p e  d e  l i e  à  r  p a r a m è t r e s  , c o r r e s p o n d  u n e  a l g è b r e  de  

L i e  à r  d i m e n s i o n s  . R é c i p r o q u e m e n t ,  t o u t e  a l g è b r e  de  

L i e  à  r  d i m e n s i o n s  p e u t  C t r e  r é a l i s é e  p a r  1 • e n s e m b l e  d e s  

t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i t é s i m a l e s  d ’ u n  n o y a u  d e  g r o u p e  de  L i e  

h  r  p a r a m è t r e s  . I l  e s t  c l a i r  q u e  s i  d e u x  n o y a u x  d e  g r o u p e s  

d e  L i e  s o n t  i s o m o r p h e s  p a r  u n  i s o m o r p h i s m e  d e u x  f o i s  d i f f é -  

r e n t i  a b l  e , l e s  a l g è b r e s  d e  L i e  c o r r e s p o n d a n t e s  s o n t  é g a l e m e n t  

I s o m o r p h e s  e t  r é c i p r o q u e m e n t  . P a r  c o n s é q u e n t ,  l a  c l a s s i f i c a ­

t i o n  d o s  g r o u p e s  d e  L i e  a u  p o i n t  d e  v u e  l o c a l  ( c ’ e s t - à - d i r e  

d e s  n o y a u x  do g r o u p e s )  s e  r a m è n e  à  l a  c l a s s i f i c a t i o n  d e s  a l ­

g è b r e s  d e  L i e ,  p r o b l è m e  q u i  s e r a  t r a i t é  d a n s  u n  a u t r e  e x p o s é .  

On d o i t  à  M . E . C a r t a n  l e  t h é o r è m e  s u i v a n t ,  q u i  e s t  

p e u t - ê t r e  l e  p l u s  s u r p r e n a n t  d e  t o u t e  l a  t h é o r i e  ;

42

I l  o l i s t e  t o u j o u r s  u n  g r o u p u  do L i o  a u r o n s  g l o b a l
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t e l  q u e  1 ’ e n s e m b l e  d e  s e s  t r a n s f o r m a t i o n s  I n f i n i t é s i m a l e s  

r é a l i s e  u n e  a l g è b r e  de  L i e  d o n n é e  .

L i e  a d o n n é  de  3 a  r é c i p r o q u e  d e  s o n  t r o i s i è m e  t h é o ­

r è m e  f o n d a m e n t a l  u n e  d é m o n s t r a t i o n  q u i  e n t r É i n e ,  l o r s q u ’ e l l e  

e s t  v a l a b l e ,  l e  t h é o r è m e  d e  II.  C a r  t a n  . C o n s i d é r o n s  e n  e f f e t  

1 * e s p a c e  v e c t o r i e l  A f o r m é  p a r  1 ’ a l g è b r e  d e  L i e  d o n n é e  . 

C o n s i d é r o n s  d a n s  c e t  e s p a c e  l a  t r a n s f o r m a t i o n

dX =* I" YX J

o ù  Y e s t  u n  p o i n t  f i x e ,  l e  p o i n t  X é t a n t  a i n s i  t r a n s f o r ­

mé e n  u n  p o i n t  X +  dX . N o u s  l a  c o n s i d é r o n s  comme u n e  t r a n s  

f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  l i n é a i r e  d a n s  l ’ e s p a c e  Ar  . On m o n ­

t r e  d ’ a i l l e u r s  q u e  c ’ e s t  l a  t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  g é ­

n é r a l e  du  g r o u p e  a d j o i n t  l i n é a i r e  . S o i e n t  X^ , r  v e c t e u r s  

d e  b a s e  d e  A e t  d é s i g n o n s  p a r  E . l e  t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i -r  • i

t é  s i  mal  e

dX =  £ X j  x ]

l e  c r o c h e t  -E^ c o r r e s p o n d  à  l a  t r a n s f o r m a t i o n  I n f i ­

n i  t é  s i  mal  e
r - o r -ïi

dX = |  X . l X .  x ]  -  ¡X . f x .  X i  I
L i ^2  J J L -1L 1

q u i  s ’ é c r i t ,  e n  v e r t u  d e s  a x i o m e s  d e  l ’ a l g è ü r e  d e  L i e

pi
f
I
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Do

«  = [C 1 * x j]  *1

n o  ^Bj  B ^ j  e s t  l a  t r a n s f o r m a t i o n  I n f i n i t é s i m a l e  c o r r e s ­

p o n d a n t  èi C?-! ®1 n ® s o n t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  l i ­

n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s  t c a r  d a n s  G^. , i l  p e u t  e x i s t e r  d e s  

é l é m e n t s  Y q u i  s o n t  é c h a n g e a b l e s  a v e c  t o u s  l e s  é l é m e n t s  X 

( c ’ e s t - à - d i r e  [ y x ]  = 0  ) . G o n s i d é r o n s  l e  c a s  o ù  11 n ’ e x i s t e  

a u c u n  é l é m e n t  Y d e  c e t t e  e s p è c e  . l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i ­

n i t é s i m a l e s  3 j  s o n t  a l o r s  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  e t  

f o r m e n t  u n e  a l g è b r e  d e  L i e  i s o m o r p h e  à  l ’ a l g è b r e  d e  L i e  d o n ­

n é e  . B i l e s  e n g e n d r e n t  d o n c  u n  n o y a u  d e  g r o u p a  G d o n t  l e s  

t r a n s f o r m a t i o n s  s o n t  l i n é a i r e s  e t  s o n t  p o r  s u i t e  d é f i n i e s  

d o n s  t o u t  1 ’ e s p a c e  A . S o i t  a l o r s  G ’ l ’ e n s e m b l e  d e sT
t r a n s f o r m a t i o n s  l i n é a i r e s  d o n t  c h a c u n e  e s t  l e  p r o d u i t  d ’u n  

n o m b r e  f i n i  d e  t r a n s f o r m e t i o n s  do  G . On v o i t  f a c i l e m e n t  q u e  

G ’ e s t  u n  g r o u p e  d e  L i e  a u  s e n s  g l o b a l  .

La  d é m o n s t r a t i o n  p r é c é d e n t e  n ’ ê s t  p a s  v a l a b l e  d a n s  

l e  c a s  g é n é r a l  . Ma i  s  comme t o u t e  f a m i l l e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  

i  n f  i  n i  t é  s  i m a l  e s  l i n é a i r e s  q u i  f o r m e  u n e  a l g è b r e  d e  L i e  e n g e n ­

d r e  u n  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  l i n é a i r e s  a u  ü e n s  g l o b a l  , 

l e  t h é o r è m e  d e  M . C a r t a n  r é s u l t e  d u  t h é o r è m e  s u i v e n t ,  d é m o n t r é  

r é c e m m e n t  p a r  M, A d o ,  e t  q u i  s e r a  t r a i t é  d a n s  l ’ e x p o s é  d e  

C h e v a l l e y  .

T o u t e  a l g è b r e  d e  L i e  a d m e t  u n e  r é a l i s a t i o n  f i d è l e

Leax¡]
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p a r  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i  t é  a i m a  a i  r e s  .

E e m a r o u g n s  o n c o r o  q u T à  u n e  a i g’è o r e  d e  L i e  p e u v e n t  

e o r r o s n o n ' - . i ô  p l u s i e u r s  g r o u p e s  a b s t r a i t s  d e  L i e  a u  s e n s  g l o ­

b a l  l i a i s  i l  n e  l u i  c o r r e s p o n d  qu  * un  s e u l  g r o u p e  a b s t r a i t  

d e  L i e  s i m p l e m e n t  c o n n e x e  . De p l u s ,  c e l u i - c i  e s t  l e  g r o u p e  

S e  r e c o u v r e m e n t  s i m p l e m e n t  c o n n e x e  do  t o u t  a u t r e  g r o u p e  a b s ­

t r a i t  d e  L i e  c o r r c s p o n d a n t  à  1 ' a l g è b r e  do  L i o  d o n n é e  .

LES SOUS-GROUPES D'UN GROUPE PB L I S

S o i t  G u n  g r o u p e  a b s t r a i t  à  r  p a r a m è t r e s  . Un  

s o u s - g r o u p e  g  d e  G s e r a  a p p e l é  s o u s - g r o u p e  d e  L i e ,  l o r s ­

q u e  l a  v a r i é t é  g  e s t  d i  f  f é  r e n t i  a b l  e  . De même , é t a n t  

u n e  r é a l i s a t i o n  d e  G p a r  u n  g  croupe d e  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  L i e  

u n  s o u s - g r o u p e  oj, d e  O y s e r a  a p p e l é  s o u s - g r o u p e  d e  L i e  

l o r s q u M l  c o r r e s p o n d  à  u n  s o u s - g r o u p e  d e  L i e  g  d e  G .

T o u t  s o u s - g r o u p e  d e  L i e  Ov e s t  é v i d e m m e n t  e n g e n d r é  p a r  u n e  

f a m i l l e  l i n é a i r e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i t é s i m a l e s  d e  O y  . 

P o u r  q u ' u n e  t e l l e  f a m i l l e  , a . Y .  , e n g e n d r e  u n  s o u s - g r o u p e  

i l  f a u t  e t  i l  3 u f f i t  q u e

[*i Yj] = Yijk Yk ..........

l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  s o u s —g r o u p e s  d e  L i e  e s t  d o n c  u n  p r o b l è ­

me p u r e m e n t  a l g é b r i q u e  . En  e m p l o y a n t  u n  s y s t è m e  d e  c o o r d o n -

4^
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n é e s  f o r m é s  p a r  d e s  p a r a m è t r e s  c a n o n i q u e s ,  t o u t  s o u s - g r o u p e  

d e  L i e  d e  G e s t  r e p r é s e n t é  p a r  u n e  v a r i é t é  p l a n e  a u  v o i s i n a g e

d e  3 ’é l é m e n t  u n i t é  .

C o n c e r n a n t  3 e s  s o u s - g r o u p e s  d ' u n  g r o u p e  d e  L i t e ,  o n  

d o i t  à  M . E „ C a r t a n  d e u x  t h é o r è m e s  i m p o r t a n t s  c o n t e n u s  d a n s  3 ' é -  

n o n c é  s u i v a n t  q u i  e s t  u n  p e u  p 3 u s  g é n é r a 3  :

Thè o r è m e : G é  t a n t ■an g r o u p e  a b s t r a i t  d e  L i e ,  s o i e n t  g  u n

enti  om‘b.1 e f e r m é  de  G e  t V u n  v o i s i n a g e  d e  3 * é 3 ê m e n t  u n i t é  i

t e 3  s  q u e , s i  s  e t s * s o n t  d e u x  p o i n t s  a p p a r t e n a n t  à  g

e t à  V , 3 e  p o i n t s * s - 1  a p p a r t i e n n e  é g a 3 e m e n t  à  g  :

a3 o r s  3 a p a r t i e  de g c o n t e n u  d a n s  u n  v o i s i n a g e  s u f f i s a m m e n t

p e t i  t  d e i  f o r m e u n v o i s i n a g e  d e  i  s u r  u n  s o u s - g r o u p e  de

L i e  .

S u p p o s o n s  q u e  3 e  s y s t è m e  d e  c o o r d o n n é e s  f o r m é  p a r  

3 e s  p a r a m è t r e s  c a n o n i q u e s  s o i t  v a 3 a b 3 e  d a n s  V . En  u t i 3 i s a n t  

l e s  n o t i o n s  de  g é o m é t r i e  e u c 3 i d i e n n e  d a n s  3 ’ e s p a c e  d e s  p a r a ­

m è t r e s  c a n o n i q u e s ,  s o i t  V'  3 ' i n t é r i e u r  d ' u n e  h y p e r s p h è r e  

d e  c e n t r e  i  c o n t e n u e  d a n s  V . E n  s u p p o s a n t  q u e  g  n e  s o i t  

p a s  p r o p r e m e n t  d i s c o n t i n u  d a n s  V ,  i 3  e x i s t e  u n e  s u i t e  d e  

p o i n t s  s ,  t . . .  . s n , . . .  d e  g  t e n d a n t  v e r s  i  . L e s

d r o i t e s  i s  a d m e t t e n t  a u  m o i n s  u n e  d r o i t e * d *a c c u m u 3 a t i o n  
n

i  a  . S o i t  s  u n  p o i n t  do i  c> i n t é r i e u r  à  V'  . S o i t  p n
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l e  p l u s  g r a n d  e n t i e r  t e l  q u e  l a  d i s t a n c e  d e  1 a u  p o i n t

f a  ) P n  s c i t  i n f é r i e u r e  o u  é g a l e  à l a  d i s t a n c e  i s  . A l o r s  l e  
n

p o i n t  o e a t  é v i d e m m e n t  p o i n t  d ’ a c c u m u l  a t i  o n  dfiS p o i n t a

( a  l P n  e t  a p p a r t i e n t  d o n c  à  g  . L ’ e n s e m b l e  d e s  s e g m e n t a  d e  
n

d r o i t e  p a s s a n t  p a r  i  o t  a p p a r t e n a n t  à  g  f o r m e  é v i d e m m e n t  

l a  p a r t i e  i n t é r i e u r e  à V ’ d ’ u n e  v a r i é t é  p l a n e  g ’ , t e  p o i n t  

i  a d m e t  a l o r s  u n  v o i s i n a g e  V” C. V ’ t e l  q u e  t o u s  1 e s  

p o i n t s  d e  g  a i t u é a  d a n s  V ” a p p a r t i e n n e n t  à  g ’ . S i n o n ,  i l  

y  au r a i  t  e n  d e h o r s  d e  g  * u n e  s u  i  t e  d e  po  i n t a  G  ̂ * C^n* •

a p p a r t e n a n t  à  g  e t  t e n d a n t  v e r s  i  . S o i t  h  u n e  v a r i é t é  

p l a n e  d e  d i m e n s i o n  r ~ r *  ( o i i  r  = d i m e n s i o n  d e  G,  r ’ — d i ­

m e n s i o n  de  g ’ ) e t  r e n c o n t r a n t  g ’ a u  s e u l  p o i n t  i  . A p p e l o n s  

g ’ l a  v a r i é t é  q u i  a e  d é d u i t  d e  g ’ p a r  l a  t r a n s f o r m a ­

t i o n  du  p r e m i e r  g r o u p e  d e s  p a r a m è t r e s  c o r r e s p o n d a n t  a u  p o i n t  

rr La v a r i é t é  G  S  ’ , q u i  e a t  a n a l y t i q u e ,  r e n c o n t r e  h  • n  

e n  u n  p o i n t  ÇS ’ q u i  a p p a r t i e n t  à  g  e t  q u i  t e n d  v e r a  i  

l o r a q u e  6~n  t e n d  v e r s  i .  1* o n s e m b l  e  d e s  d r o i t e s  i  CT^ a d ­

m e t t r a  u n e  d r o i t e  d ’ a c c u m u l a t i o n  s i t u é e  d a n s  h  . C e t t e  d r o i t e  

d ’ a c c u m u l a t i o n  d e v r a i t  a u s s i  a p p a r t e n i r  à  g* c e  q u i  e s t  i m ­

p o s s i b l e  . D o n c ,  à  l ’ i n t é r i e u r  d e  V” , g  e s t  c o n f o n d u  a v e c  

g *  . ' 

L e a  t h é o r è m e a  d e  11. C a r t a n ,  q u i  r é s u l t e n t  i m m é d i a t e ­

m e n t  d e  l ’ é n o n c é  p r é c é d e n t ,  s o n t  :
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1 . “ S i  g  e s t  u n  s o u s - g r o u p e  du  g r o u p e  d e  L i e  G ,

e t  s i  g  e a t  f o rmé d a n s __G T o n  p e u t  t r o u v e r  d a n s  G u n _

v o i s  i n o g e  X  d e  1 Té  ] é m e n t  u n i t é  t e l  q u e  l e s  é l é m e n t s  de__g 

i n t é  r i  e u r s  _à_ V s o i e n t  l e s  é l é m e n t s  d e  l a  p a r t i e  d ’ u n  s o u s -  

g r o u p e  _c?e L i  e  i n t s  r i  c u r e  _à_V .

I I . -  T o u t  soi -1 s - g r o u p e  c o n t i n u  à  fc p a r a m è t r e s  d ' u n  

g r o u p e  d e  L i e  e s t  u n  s o u s - g r o u p e  d e  L i e  .

N o u s  d i s o n s  q u ’ u n  s o u s - g r o u p e  g  d e  G e s t  c o n t i -  

n u e m e n t  i s o m o r p h e  à  u n  g r o u p e  t o p o l o g i q u e  g  . l o r s q u e  g  

e s t  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  i s o m o r p h e  e t  c o n t i n u e  d e  g  d a n s  G.

S i  e s t  u n  g r o u p e  c o n t i n u  à k p a r a m è t r e s ,  n o u s  d i s o n s

a u s s i  q u e  g  e s t  u n  s o u s —g r o u p e  c o n t i n u  à  k p a r a m è t r e s  .

Le t h é o r è m e  I I  s e  g é n é r a l  i s e  u n  p e u  : L o r s q u ’ u n  s o u s —g r o u p e  

d ' u n  g r o u p e  d e  L i e  e s t  c o n t i n u e m e n t  i s o m o r p h e  à  u n  g r o u p e  t o ­

p o  1 o g i q u e  l o c a l e m e n t  c o m p a c t ,  c ’ e s t  u n  s o u 3 —g r o u p e  d e  l i e  .

R e m a rq u e

Un s o u s - g r o u p e  d e  L i e  g  d ’ u n  g r o u p e  d e  L i e  

n ’ e s t  p a s  f o r c é m e n t  f e r m é  d a n s  G . B x e m p l e  : l e  t o r e  h  d e u x  

d i m e n s i o n s  e s t  l a  v a r i é t é  d ’ u n  g r o u p e  d e  L i e  à  d e u x  p a r a m è ­

t r e s  „ On s o i t  q u e  c h a q u e  p o i n t  d u  t o r e  p e u t  ê t r e  r e p r é s e n t é  

p a r  u n  c o u p l e  d e  d e u x  n o m b r e s  r é e l s  ( x , y )  m o d u l o  1 . N o u s



d é f i n i s s o n s  u n  g r o u p e  do L i e  e n  p r e n a n t  l a  l o i  d e  c o m p o s i t i o n  

s u i v a n t e  :

X w =  X 4- X *
( mo d . 1 )

y "  =  y  +  y *

L e s  3 0 u c - g r o u p e s  c o n t i n u s  à  u n  p a r a m è t r e  s o n t  l e s  g é o d é s i q u e s  

( d e  l a  m é t r i q u e  e u c l i d i e n n e  du  p l a n  x , y  ) d é f i n i  e s  p a r  

y  — t x  « S i  t  e s t  i r r a t i o n n e l ,  l a  g é o d e s i  q u e  y  =  t x  n * e s t  

p a s  u n  e n s e m b l e  f e r m é  s u r  l e  t o r e  . m a i s  u n  e n s e m b l e  p a r t o u t  

d e n s e  s u r  l e  t o r e  .

Ap p1 1 c a t i o n  à 1 * i s o m o r o h l s m e  d e  d e u x  g r o u p e s  d e  I l e

L e s  s o u s - g r o u p e s  d e  L i e  à  u n  p a r a m è t r e  o n t  u n e  d é f i ­

n i t i o n  p u r e m e n t  t o p o l o g i q u e  : c e  s o n t  l e s  s o u s - g r o u p e s  c o n t i ­

n u s  à u n  p a r a m è t r e  . On e n  d é d u i t  l e  t h é o r è m e  s u i v a n t  .

E t a n t  d o n n é s  d e u x  g r o u p e s  d e  L i e  , G e t  G* — t p u t _

1 s o m o  y  ph i  sme  c o n t i n u  e n t r e  G e t  G ' e s t  a n a l y t i q u e —p s r —r .aJS.** 

p o r t  5. d e s  c o o r d o n n é e s  l o c a l e s  a n a l y t i q u e s  d é f i n i e s —d a ns_ _G 

e t  d a n s  G* .

Un s y s t è m e  d e  c o o r d o n n é e s  l o c a l e s  d a n s  G e s t  d i t  

a n a l y t i q u e  l o r s q u e  l a  l o i  d e  c o m p o s i t i o n  d e  G e s t  a n a l y t i q u e  

p a r  r a p p o r t  à. c e  s y s t è m e  , S i  G e t  G f s o n t d e u x  g r o u p e s  c o n t l  

n u s  à  r  e t  à  r T p a r a m è t r e s  , t o u t  i s o m o r p h i s m e  c o n t i n u
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d a n s  u n  s e n s  e n t r e  G e t  G* e s t  t o p o l o g i q u e  ( c  * e s t - à - d i  r e  

c o n t i n u  d a n s  l e a  d e u x  s e n s )  e t  p a r  s u i t e  r = r ’ . C ' e a t  "ûne 

c o n s é q u e n c e  d e s  t h é o r è m e s  s u i v a n t s  :

3)  T o u t  g r o u p e  c o n t i n u  a  r  p a r a m è t r e s  p e u t  ê t r e  r e c o u ­

v e r t  p a r  u n  e n s e m b l e  dê ixom b r s b ü  e  d e  v o i s i n a g e s  { 3 .  Ca r t a n  f

I V , p . 7 !

Z )  T o u t e  t r a n s f o r m a t i o n  b i u n i v o q u e  e t  c o n t i n u e  d ’ u n  e s p a ­

c e  b i c o m p a c t  d a n s  u n  e s p a c e  d e  H s u s d o r f f  e s t  u n e  h o m é o m o r p h i e  

( P . A 3 e x a n d r o f f  a t  H . H o p f  , T 0 P 0 L 0 G I E ,  p . 9 5 )  .

3 )  Un e n s e m b 3 e  d e  d i m e n s i o n  r  n e  p e u t  p a s  ê t r e  3 a  r é u ­

n i o n  d ’ u n e  f a m i  3 3 e  d é n o m b r a b 3 e  d ’ e n s e m b 3  e a  d e  d i m e n s i o n s  i n ­

f é r i e u r e s  à  r  .

S o i t  G e t  G* d e u x  g r o u p e s  d e  L i e  à  r  p a r a m è t r e s

e t  c o n s i d é r o n s  u n  i s o m o r p h i s m e  t o p o 3 o g i q u e  e n t r e  G e t  G*

R a p p o r t o n s  G e t  G* à  d e s  s y s t è m e s  d e  p a r a m è t r e s  c a n o n i q u e s  .

I ’ i s o m o r p h i s m e  c o n s  i  dé r é  f a i t  c o r r e s p o n d r e  à  t o u t e  d r o i t e  d e

G p a s s a n t  p a r  i  u n e  d r o i t e  d e  G* p a s s a n t  p a r  i T . N o u s

p o u v o n s  s u p p o s e r  q u e  l e a  v e c t e u r s  d e  b a s e  d e s  d e u x  s y s t è m e s

d e  c o o r d o n n é e s  s e  c o r r e s p o n d e n t  d e u x  à  d e u x  . T o u t  é 3 é m e n t

s  v o i s i n  d e  i  e s t  d ’ u n e  f a ç o n  b i e n  d é t e r m i n é e  3 e  p r o d u i t

d e  r  é 3 é m e n t s  c . .................. c ,  o ù  c  e s t  u n  é 3 é m e n t  d e
3 fc k

3 ’ a x e  d e  c o o r d o n n é e s  d ’ i n d i c e  k . Le  p o i n t  s  e s t  u n e  f o n c ­

t i o n  a n a 3 y t i q u e  d e s  p o i n t s  c ,  . . . .  » c y  . De même t o u t
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p o i n t  s ’ v o i s i n  d e  i *  e s t  d ’ u n e  f a ç o n  b i e n  d é t e r m i n é e  3 e  

p r o a u i t  d e  r  é l é m e n t s  c^ ............  a p p a r t e n a n t  r e s p e c t i ­

v e m e n t  a u x  a x e s  d e  c o o r d o n n é e s  c h o i s i s  d a n s  G* .  S o i e n t

c » o ’ l e s  p o i n t s  d e  G ’ c o r r e s p o n d a n t  r e s p e c t i v e m e n t
1 r

a u x  p e i n t s  c  , . . . »  de  G . Le  p o i n t  s*  , p r o d u i t  d e

î» » c ’ c o r r e s p o n d  a l o r s  a u  p o i n t  s  , p r o d u i t  d e  c  . . .
v • • • » _ - -

1 r  ■*
c  . l a  c o r r e s p o n d a n c e  e n t r e  s  e t  a r e s t  d o n c  a n a l y t i q u e  

r
e t  p a r  s u i t e  l i n é a i r e  p a r  r a p p o r t  a u x  p a r a m è t r e s  c a n o n i q u e s .  

A v e c  n o t r e  c h o i x  p a r t i c u l i e r  d e s  s y s t è m e s  d e  c o o r d o n n é e s ,  

l e s  p e i n t s  s  e t  s *  o n t  l e s  m ê m es  p a r a m è t r e s  c a n o n i q u e s  .

l e  t h é o r è m e  a i n s i  d é m o n t r é  p e u t  s ’ é n o n c e r  e n c o r e  d e

l a  f a ç o n  s u i v a n t e  î

D o n s  u n  g r o u p e  d e  l i e  d e u x  s y s t è m e s  d e  c o o r d o n n é e s  

l o c a l e s  a n a l y t i q u e s  ( o u  d e u x  f o i a  d i  f  f é  r e n t i  a b l  e s  ) d é f i n i s  

d a n s  u n  même d o m a i n e ,  s e  d é d u i s e n t  1 * u n  d e  1 ’ a u t r e  p a r  u n e  

t r a n s  f o n n a t i o n  a n a l y t i q u e  ( o u  d e u x  f o i s  d i  f  fé r e n t i  a b l  e  ) .

ESPACES HOMOGENES DE L I E

Un g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  G d é f i n i  d a n s  u n e

v a r i é t é  E e s t  d i t  t r a n s i t i f  s i  t o u s  l e s  p o i n t s  d e  E s o n t  
n

é c i u i v a l  e n t s  p a r  r a p p o r t  à  G t c ’ e s t - à - d i r e  s ’ i l  e x i s t e  u n e  

t r a n s f o r m a t i o n  q u i  t r a n s f o r m e  u n  p o i n t  a r b i t r a i r e  x  e n  u n

c
r

c  f 
r



p o i n t  a r b i t r a i  r e  x  * . N o u s  a p p e l l e r o n s  e s p a c e  h o rno ^ è r i e , u n e  

v a r i é t é  S  d a n s  l a q u e l l e  o n  a d é f i n i  u n  g r o u p e  d e  t r a n s f o r ­

m a t i o n s  c o n t i n u  à  r  p a r a m è t r e s  q u i  e s t  t r a n s i t i f  d a n s  S n  ; 

c e  g r o u p e  s e r a  a p p e l é  l e  g r o u p e  d e  s t r u c t u r e  d e  1 » e s p a c e  h o ­

m o g è n e  . S n  p a r t i c u l i e r ,  o n  a u r a  u n  e s p a c e  ;nomogène_J.e__XLi e _  

s i  l e  g r o u p e  d e  s t r u c t u r e  e s t  u n  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  

d e  L i e  à  r  p a r a m è t r e s  .

E x e m p l e s  : e s p a c e  e u c l i d i e n  .  e s p a c e  a f f i n e ,  e s p a c e  p r o j e c -  

t i f  .

S o i t  E u n  e s p a c e  h o m o g è n e  , (h . s o n  g r o u p e  d e  
n  0

s t r u c t u r e  , Oÿ l e  s o u s - g r o u p e  d e  t /^  f o r m é  p a r  l ’ e n s e m b l e  

d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  q u i  l a i s s e n t  f i x e  u n  p o i n t  0  d e  Bn  • 

L e s  l e t t r e s  G e t  g  d é s i g n e r o n t  l e s  g r o u p e s  a b s t r a i t s  

c o r r e s p o n d a n t s  . On v o i t  f a c i l e m e n t  q u e  g  e s t  f e r m é  d a n s  

G . De p l u s ,  g  n * a d m e t  p a s  d e  s o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t  d a n s  G.  

C a r  s ’ i l  e x i s t a i t  u n  t e l  s o u s - g r o u p e  , c h a c u n e  d e  s e s  t r a n s ­

f o r m a t i o n s  l a i s s e r a i t  i n v a r i a n t s  t o u s  l e s  p è i n t s  d e  Ê _ e t  

s e r a i t  d o n c  l a  t r a n s f o r m a t i o n  i d e n t i q u e  . L ’ e n s e m o l e  d e s  

t r a n s f o r m a t i o n s  d e  q u i  t r a n s f o r m e n t  l e  p o i n i ?  0  e n  u n

p o i n t  x  e s t  l ' e n s e m b l e  s  g  f o r m é  p a r  l e s  p r o d u i t s  d ’ u n  

é l  é m e u t  -oar-ci  c u l  i e  r  s  p a r  u n  é l é m e n t  q u e l c o n q u e  de  g .

Lef= p o i n t s  x  c o r r e s p o n d e n t  d o n c  d ’ u n e  f a ç o n  b i u n i v o q u e
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a u x  e n s e m b l e s  s g  . P a r  h y p o t h è s e ,  l a  t r a n s f o r m a t i o n  q u i  

f a i t  c o r r e s p o n d r e  à  u n  p o i n t  s  do  G l e  p o i n t  x  c o r r e a p  

p o n d a n t  à  s g  e s t  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  c o n t i n u ©  .

S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e  l e  g r o u p e  a b o t r a i t  G 

s o i t  u n  g r o u p e  d e  L i e  à  r  p a r a m è t r e s  ; m a 5 y n o u s  n e  s u p ­

p o s e r o n s  p a s  q u e  l e  g r o u p e  fie t r a n &f o ^ m a t i . o n j s ^ e a t  u n  g r o u ­

p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  L i e  . Comme g  e ^ t  f e r m é  d a n s  G 

c ’ e s t  un  s o u s - g r o u p e  d o  L i e  d e  G . S o i t  ‘V u n  v o i s  m a g e  d e  

i  d a n s  l e q u e l  e n  p e u t  i n t r o d u i r e  l e  s y s t è m e  d e  c o o r d o n n é e s  

f o r m é  p a r  l e s  p a r a m è t r e s  c a n o n i q u e s  ; g  s e r a  r e p r é s e n t é  

d a n s  V p a r  u n e  v a r i é t é  p i a n o  à  k d i m e n s i o n s  . C o n s i d é r o n s  

d o n s  V u n e  v a r i é t é  p l a n e  P à  r - f c  ¿ i i n & n s i o n s  q u i  r e n c o n t r e  

g  a u  s e u l  p o i n t  i  . S i  s  e s t  v o i s i n  do  i  , l ’ e n s e m b l e  

a g  e s t  u n e  v a r i é  t é  a n a l y t i q u e  q u i  r e n c o n t r e  P  e n  u n  s e u l  

p o i n t  t  v o i s i n  d o  i  .  S i  v  e s t  u n  v o i s i n a g e  s u f f i s a m ­

m e n t  p e t i t  d e  i  d a n s  l a  v a j r i é t ô  p l a n e  P , l e s  e n s e m b l e s  

t g  e t  t ’ g  c o r r e s p o n d a n t  à  d e u x  p o i n t s  d i s t i n c t s  

t *  d e  v  s o n t  d i s t i n c t s  * C e l a  n o u s  p e r m e t  d e  d é f i n i r  u n  

e s p a c e  t o p o l o g i q u e  q u e  n o u s  a p p e l l e r o n s  e s p a c e  q u o t i e n t  

G/ e t  d o n t  l e s  p o i n t s  s o n t  l e s  e n s e m b l e s  s g  . N o u s  d é -  
' g

f i n i s s o n s  comme v o i s i n a g e  d e  l ’ é l é m e n t  o r i g i n e  g  l ’ e n s e m ­

b l e  d e s  é l é m e n t s  t g  , o ù  t  o s t  u n  p o i n t  d ’ u n  v o i s i n a g e
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v  do i  d a n s  P .  Un  v o i s i n a g e  d o  3 ’ é 3 é m o n t  s Qg  s e r a  a l o r s  

3 Te n s e m b 3 e  d e s  é l é m e n t s  s Qt g  • o ù  t  e s t  u n  p o i n t  q u e 3 c o n ~  

q u o  de  v  L* e s p a c e  G/ g  a o r ô  d o n c  v u e  v o r i é t *  à  r - f c  

d i m e n s i o n s  . S i  n o u s  f a i s o n s  c o r r e s p o n d r e  à  3 » é l é m e n t  s  de  

G 3 a t r a n s f o r m a t i o n  s g - - ~ > s 0 s g  , 3 « e s p a c e  G/ g  d e v i e n t  

u n  e s p a c e  h o m o g è n e  d o n t  3 e  g r o u p e  d e  s t r u c t u r e  e s t  u n e  r é a 3 i -  

s a t i o n  du g r o u p e  a b e t m i t  G .
. G y

l î o n t r o n s  q u e  3 e s  e s p a c e s  h o m o g è n e s  B^ e t  /  g  

s o n t  t o p o J o g i q u e m o n t  é q u i v a l a n t s  . l e s  p o i n t s  d o  En  e t  d e  

G/ c o r r e s p o n d a n t  d ’ u n e  f a ç o n  b i u n i v o q u o  o u i  e n s e m b l e s  8 g .  
g _ 

n o u s  a v o n s  "bien u n e  t r a n s f o r m a t i o n  b i u n i v o q u e  T e n t r e  n  

e G/ 15 s u f f i t  d e  d é m o n t r e r  q u e  T e s t  t o p o 3 o g i q u e  .
g  Q ■ -

T e s t  c o n t i n u  d a n s  3 e  s e n s  d o  /  s u r  En  . E n  e  e  , 

u n  v e i s i n a g e  d Tu n  p o i n t  Xq d e  En  c o r r e s p o n d  d a n s  G uxx  ̂

v o i s i n a g e d e  s Qg  , c e  v o i s i n a g e  é t a n t  c o m p o s é  d ' e n s e m b l e s  

s g  13 y  c o r r e s p o n d  d o n c  d a n s  G,/g u n  v o i s i n a g e  d e  3 é l é ­

m e n t  s Qg  , c e  q u i  d é m o n t r e  l a  c o n t i n u i t é  do T d a n s  l e  s e n s  

d e  ^7 s u r  E . Le  f a i t  q u e  l a  t r a n s f o i t n a t i o n  e s t  t o p o 3 o -
• cf XI *o

p i q u e  r é s u l t e  e n s u i t e  d e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  :

3 )  3 ’ e s p a c e  G / „  p e u t  Ê t r e  r e c o u v e r t  p a r  u n e  f a m i  l i e  d é -
D

n o m b r a b l e  de  v o i s i n a g e s  ,

2 )  t o u t e  t r a n s f o r m a t i o n  b i u n i v o q u e  e t  c o n t i n u e  d ’ u n  e s p s -  

c e  b i c o m o a c t  d a n s  u n  e s p a c e  d e  H a u s d o r f f  e s t  u n e  h o m é o m o r p h i e .
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3 )  u n  e n s e m b l e  do  d i m e n s i o n  n  n e  p e u t  p a s  ê t r e  l a  r é u ­

n i o n  d ' u n e  f  ami l i e  d é n o m b r â t ) !  e  clT e n s e m b l  e s  d e  d i m e n s i o r  i n ­

f é r i e u r e  à  r  .

On a d o n c  l e  t h é o r è m e  :

T o u t  e s p a c e  h o m o g è n e  En d o n t  l e  g r o u p e  d e  s t r u c t u -

r e  e s t  u n e  r é a l i s a t i  -n c o n t i n u e  d ' u n  g r o u p e  a b s t r a i t  de  L i e  G

G / ve s t  é q u i v a l e n t  à  u n  e s p a c e  q u o t i e n t  /  , o ù  g  e s t  u n _  

s o u s - g r o u n e  q u i  e s t  f e r m é  d a n s  G e t  q u i  n e  c o n t i e n t  a u c u n  

s o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t  d a n s  G .

■ D é m o n t r o n s  e n f i n  l e  t h é o r è m e  s u i v a n t  : 

l ’ e s p a c e  S r  du  t h é o r è me p r é c é d e n t  e s t  u n  e s p a c e  _ 

h o m o g è n e  d e  L i e  On p e u t  c h o i s i r  d a n s  3 ^  e t  d o n s  G d e s  

c o o r d  o n n é  e s  1 o c  -3 i  e s  , de f i n i e s  a  d e s  t r a n s f o r m a  t i  o n s —a n a l  y . t i / -  

q u e s  p r è s  t e l i e s  e u e  l e  g r o u p e  de  s b r u c t u r e  s o i t  a n a l y t i q u e

R e p r e n o n s  l e s  n o t a t i o n s  q u e  n o u s  a v o n s  e m p l o y é e s

p o u r  d é f i n i r  l ’ e s p a c e  q u o t i e n t  G / ^  . N o u s  p o u v o n s  t o u j o u r s

s u p p o s e r  q u e  l e s  p a r a m è t r e s  c a n o n i q u e s  d e s  p o i n t s  de  P s o n t

«  ̂ g  ̂ e t  a v — 0  p o u r  A >  n  . P r e n o n s  d a n s  ▼
i  * * * • n  \

q u i  e s t  l ’ i m a g e  d ’ u n  v o i s i n a g e  du p o i n t  0  d e  En  , l e  s y s t è m e

d e  c o o r d o n n é e s  d é f i n i  p a r  ( a ,  , g l , , , a ) . C o n s i d é r o n s
1 & n

u n  v o i s i n a g e  v-j v  . On p e u t  t r o u v e r  d a n s  G u n  v o i s i n a g e

V,  C  v  de  1 t e l  q u e  l a  v a r i é t é  s t g  r e n c o n t r e  v  e n  u n
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p o i n t  t*  b i e n  d é t e r m i n é  l o r s q u e  t  C  v i  • a C. V^

Le p o i n t  t T s e r a  une  f o n c t i o n  a n a l y t i q u e  de s  e t  t  : 

t T =  { s  J t  ) . Noua a v o n s  a i n s i  d a n s  l e  v o i s i n a g e  v  de En 

e t  da ns  l e  v o i s i n a g e  V de G d e s  s y s t è m e s  de c o o r d o n n é e s  l o ­

c a l e s  t e l s  que l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  du g r o u p e  de s t r u c t u r e ,  

x f =  sjc , s o n t  a n a l y t i q u e s  p a r  r a p p o r t  à  s  e t  x , l o r s ­

que 8 C  V1 • x  C. . On e n  d é d u i t  e n s u i t e ,  p a r  l e s  

t r a n s f o r m a t i o n s  du g r o u p e  de s t r u c t u r e  e t  p a r  c e l l e s  du p r e ­

m i e r  g r o u p e  d e s  p a r a m è t r e s ,  d e s  s y s t è m e s  de c o o r d o n n é e s  l o c a ­

l e s  r e c o u v r a n t  En e t  G. P a r  r a p p o r t  à  c e s  c o o r d o n n é e s  l o c a l e s  

l e  g r o u p e  de s t r u c t u r e  s e r a  a n a l y t i q u e  . De p l u s ,  l e s  c o o r ­

d o n n é e s  l o c a l e s  q u i  j o u i s s e n t  de c e t t e  p r o p r i é t é  s o n t  b i e n  

d é f i n i e s  & d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  a n a l y t i q u e s  p r è s  . En e f f e t  

n o u s  a v o n s  d é j à  d é m o n t r é  c e  f a i t  p o u r  c e  q u i  c o n c e r n e  l a  v a ­

r i é t é  G R a p p o r t o n s  d o n c  l e s  p o - i n t s  t  e t  t* de v  à  u n  

n o u v e a u  s y s t è m e  de  c o o r d o n n é e s  d a n s  v  t ed  que  t  — * f M s , t  

3 0 i t  u n e  f o n c t i o n  a n a l y t i q u e ,  on s u p p o s a n t  s  r a p p o r t é  au 

s y s t è m e  d e s  p a r a m è t r e s  c a n o n i q u e s  . On p a s s e  a l o r s  d e s  a n ­

c i e n n e s  c o o r d o n n é e s  d é f i n i e s  d a n s  v  aux n o u v e l l e s  p a r  l a  

t r a n s f o r m a t i o n  a n a l y t i q u e  t* =  { t '  , i )  o ù  l e  p o i n t  t f 

d a n s  ü 3  ̂ r a p p o r t é  aux a n c i o n n e s  c o o r d o n n é e s  .

Le t h é o r è m e  p r é c é d a n t  g é n é r a l i s e  l e  t h é o r è m e  s u i v a n t  

dû à S c h u r  ( I I )  '

5 6
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T o u t  g r o u p e  d e  t r a n s f o r c i a t i o n a  de  L i e  q u i  e s t  t r e n * -

q i t l f  p e u t  ê t r e  r e n d u  a n a l y t i q u e  p a r  u n  c h o i x  c o n v e n a b l e —d_o_

gyB t è m e s  de_c o o r a  ̂  n n é e s _d a n s  l a  v a r i é  t e  $ u  g r o u p e —e t —d a n s —

1 T e s p a c e  o ù  o p é r a  2 e g r o u p e  .

L ’h y p o t h è s e  de  t r a n s i t i v i t é  e s t  e s s e n t i e l l e  p o u r  l a

v a l i d i t é  d e  c e  t h é o r ê n e  . I l  y  a d e s  g r o u p e s  d e  t r a n s f o r m a ­

t i o n  de  L i e  i n t r a n s i t i f s  q u ’ o n  n e  p e u t  p a s  n e t t r e  s o u s  f o r m e  

a n a l y t i q u e  .

La n o t i o n  d e  t r a n s i t i v i t é  s e  d é f i n i t  é v i d e m m e n t  a u s ­

s i  p o u r  u n  n o y a u  d e  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  . On v o l t  e n c o ­

r e  q u e  t o u t  n o y a u  d e  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  t r a n s i t i f  q u i  

e s t  u n e  r é a l i s a t i o n  c o n t i n u e  d ’ u n  n o y a u  d e  g r o u p e  de  L i e  p s m t  

ê t r e  d é f i n i  do  l a  f a ç o n  s u i v a n t e  :

S o i e n t  G u n  n o y a u  d e  g r o u p e  d e  L i e  e t  g  u n  n o y a u  

d e  s o u s —g r o u p e  d e  L i e  q u i  n e  c o n t i e n t  a u c u n  s o u s —g r o u p e  i n v a ­

r i a n t  d a n s  G S o i t  E 1 » e n s e m b l e  d o n t  l e s  é l é m e n t s  s o n t  l e s
n

c l a s s e s  s g  , l e s  v o i s i n a g e s  é t a n t  d é f i n i s  comme p r é c é d e m ­

m e n t  . L ' e n s e m b l e  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  s g  f o r m e n t  

a l o r s  u n  n o y a u  do g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  de  L i e  q u i  e s t  

t r a n s i t i f  e t  q u ’ o n  pput  m e t t r e  s o u s  l a  f o r m e  a n a l y t i q u e  . 

Rema r q u e  s u r  1 a r é c i p r o q u e  du  d e u x i è m e  t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l  

d e  Li  e

D ' a p r è s  l e  t h é o r è m e  de  M. C a r t a n .  t o u  n o y a u  d e  g r o u -
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p e  a b s t r a i t  d e  L i e  a d m e t  u n  p r o l o n g e m e n t  f o r m a n t  u n  g r o u p e  

d e  L i e  au s e n s  g l o b a l  . I l  r o s t e  à  s a v o i r  s i  t o u t  n o y a u  d e  

g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  de  L i e  a d m e t  é g a l e m e n t  u n  p r o l o n g e ­

m e n t  f o r m a n t  u n  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  L i  e  au s e n s  g l o ­

b a l  . D* u n e  f a ç o n  p l u s  p r é c i s e ,  s u p p o s o n s  q u e  d a n s  u n  d o m a i n e  

D o n  a i t d é f i n i  r  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i t é s i m a l e s  X< 1 1 -

n r in é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  e t  t e l l e s  q u e  \ X j  X j j  — c j

I l  e x i s t e  a l o r s  d a n s  Dn  u n  v o i s i n a g e  v  t e l  q u e  l e s  t r a n s ­

f o r m a t i o n s  i n f i n i t é s i m a l e s  a ^ X j  e n g e n d r e n t  u n  n o y a u  d e  

g r o u p e  d o n t  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  s o n t  d é f i n i e s  d a n s  v  . 

P e u t - o n  c h o i s i r  c a  v o i s i n a g e  v  d e  t e l l e  f a ç o n  q u f i l  e x i s t e  

a n  g r o u p e  d o  t r a n a f o r m a t i o n s  d e  L i e  Qi, o p é r a n t  d a n s  u n

e s p a c e  S u t  u n e  r e o r é s e n t a t i o n  d e  v s u r  u n  v o i s i n a g e  
n

v* d a n s  E t e l s  q u e  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i t é s i m a l e s  

a ,  X u d a n s  v  c o r r e s p o n d e n t  p a r  c e t t e  r e p r é s e n t a t i o n  a u x  

t r a n s f o r m a t i o n s  i  n f  i  n i  t é s  : n a l  e s  a ^  X * d e  (V, d a n s  v r ?

Un t e l  p r o l o n g e m e n t  n ' e s t  p a s  t o u j o u r s  p o s s i b l e  . E n  e f f e t  

l e  n o y ü u  d e  g r o u p e  a b s t r a i t  d e  L i e  G a d m e t  u n  p r o l o n g e m e n t  

b i e n  d é t e r m i n é  G f o r m a n t  u n  g r o u p e  d e  L i e  s i m p l e m e n t  c o n ­

n e x e  , Le n o y a u  d e  s o u s - g r o u p e  d e  L i e  g  ( q u i  n * a d m e t  p a s  

d e  s o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t  d a n s  G) a d m e t  u n  p r o l o n g e m e n t  "g 
b i e n  d é t e r m i n é  d a n s  . S i  “g n ' e s t  p a s  f e r m é  d a n s  7* , D e  

n o y a u  d e  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  d é f i n i  p a r  G e t  g  n ’ i a d -

I j k
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m e t  p e a  d e  p r o l o n g e m e n t  f o r m a n t  u n  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  

a u  s e n s  s n o b a i  . On d o n n e  f a c i l e m e n t  u n  e x e m p l e  d » u n  g r o u p e  

(? s i m p l e m e n t  c o n n e x e  , a d m e t t a n t  u n  s o u s - g r o u p e  g  q u i  n e  

s o i t  p a s  f e r m é  d a n s  Ü? e t  q u i  n e  c o n t i e n n e  a u c u n  s o u s - g r o u p e

i n v a r i  a n t  d a n s  T? ( v o i r  IX) .

D a n s  c e t  e x p o s é ,  J ’ a i  du  p a s s e r  s o u s  s i l e n c e  p l u s i e u r s

p r o b l è m e s  i m p o r t a n t s  d e  l e  t h é o r i e  d e s  g r o u p e s  d e  L i e  ; p a r  

e x e m p l e  l e  p r o b l è m e  d e  l a  a 5 t e r r a i  n a t i o n  d e  t o u s  1 e s  g r o u p e s  

d e  L i e  e t  c e l u i  û e  1 » ¿ q u i  v a l  e n c e  p a r  r a p p o r t  à u n  g r o u p e  a e  

t r a n s f o r m a t i o n s  d e  L i e  ( t h é o r i e  du  r e p è r e  m o b i l e )  . L e s  

q u e s t i o n s  q u e  y  a i  t r a i t é e s  I c i  c o n d u i s e n t  a u  p r o b l è m e  g é n é ­

r a l  : t r o u v e r  d e s  c r i t è r e s  d e  n a t u r e  t o p o l o g i q u e  p o u r  qu  » u n  

g r o u p e  s o i t  u n  g r o u p e  do L i e ,  E s t - c e  q u e  t o u t  g r o u p e  a b s ­

t r a i t  c o n t i n u  à r  p a r a m è t r e s  e s t  u n  g r o u p e  d e  L i e  ?

U n e  r é p o n s e  p a r t i e l l e  à  c e t t e  q u e s t i o n  a é t é  d o n n é e  p a r  

J .  v o n  N e u m a n n ,  q u i  a d é m o n t r é  q u e  l o r s q u ’ u n  g r o u p o  c o n t i n u  

à  r  p a r a m è t r e s  e s t  c o m p a c t ,  c » e s  t  u n  g r o u p e  d e  L i e  .

Le r é s u l t a t  e a t  e n c o r e  v a l a b l e  l o r s q u e  l e  g r o u p e  c o n s i d é r é  

e s t  u n  g r o u p e  t o p o l o g i q u e  c o m p a c t  , l o c a l e m e n t  c o n n e x e  e t

d e  d i m e n s i o n  f i n i e  .

Un c o m p l é m e n t  i n t é r e s s a n t  a u x  r é s u l  t a t s  q u e  3 * a l  I n ­

d i q u é s  e s t  a u s s i  f o u r n i  p a r  u n  t h é o r è m e  do  H . C a r t a n  :

T o u t  n o y a u  de  g  r o u p e  d e t r a n s f o r m a t i o n s  c o n t i n u  à
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r  p a r a m è t r e s  d o n t  l e s  t r a n a f o r m a t i o n g ,  s o n t  a n a l y t i q u e s  

c o m p l e x e s  e s t  u n  n o y au do  g r o u p e  d e  L i e .  .

IN DEX B I B L I 0 GRAPHIQUE

I .  -  S . L I E

I I . -  F . S C HUR

T h e o r i e  d e r  T r a n s fo r m a t i on s g r u p p e n 

( t o m e s  1 , 3 . 3 )

Ub e r  d e n  a n a l y t i s c h e n  C h a r a k t e r  d e r  e i n e  

e n d l i s c h e  c o n t i n u i e r l i c h e  T r a n s f o r m a t i o n s -  

g r u p p e  d a r s t e l l e n d e n  F u n k t i o n n e n  ( M a t h .

Ann .  t .  41 )

La g é o m é t r i e  d e s  g r o u p e s  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  

( J o u r n a l  d e  M a t h é m a t i q u e s  p u r e s  e t  a p p l . 1 9 2 7 )  

La t h é o r i e  d e s  g r o u p e s  f i n i s  e t  c o n t i n u s  e t  

l ' a n a l y s i s  s i  t u s  ( M é m o r i a l  1930, f a s c . X L I I ) 

R e p è r e  m o b i l e  -  G r o u p e s  c o n t i n u s  -  E s p a c e s  

g é n é r a l i s é s  ( A c t u a l i t é s  s c i e n t ,  e t  i n d . 1 9 4 )  

La t o p o l o g i e  d e s  e s p a c e s  r e p r é s e n t a t i f s  d e s  

g r o u p e s  de  L i e  ( E n s e i g n e m e n t  m a t h .  1 9 3 6 )

V I I .  - E .  CARTAN La t h é o r i e  d e s  g r o u p e s  c o n t i n u s  f i n i s  e t

I I I .  -E.CARTAN

I V . -  E .  CARTAN

V .  -  E.CARTAN

V I . -  E.CARTAN
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l a  g é o m é t r i e  d i f f é r e n t i e l l e  t r a i t é e  p a r  l a  

t h é o r i e  du  r e p è r e  m o b i l e  ( G a u t h i e r s - V i 11a r s  

1 9 3 7 )

V I I I  —h .  CARTAN S u r  l e s  g r o u p e s  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  a n a l y t i q u e s

( A c t u a l i t é s  s c i e n t ,  e t  i n d .  1 9 8 )

I X . -  C.EHRESMANN S u r  l e s  e s p a c e s  l o c a l e m e n t  h o m o g è n e s

( E n s e i g n e m e n t  m a t h .  1 9 3 6  ) .


