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Je me propose ¢e*exposer les théorémes minéraux de

la théorie des groupes le lie 7 r

parametres , c’est-“-—dire

des groupes continua ”7ini0O dans le terminologie de Lie . La

plus rrran®ie partie de jnon exoosé est Ilonc consacrée su:, trois

théorémes iondii. cntuuy. de Lie et ou:; propriétés qui S"V rst-

techont . A la théorie classique de lie 1l’ajouterai clés ré-

sultats tres importants qui sont prineipalement dus a 1! Car-

tan Comme 1™ notion de troupe de Lie est assez complexe,

¢ce rppeller—i d’abord un certain nomvre de définitions

par enrichissement de 1j notion primitive de groupe nous ar-

riverons o 11 notion de groupe de Lie Ces préliminaires me

permettront aussi dMntroduire le" notationr employées par

la suite . Les chiffres romains entre parenthéses renvoient

> 1*index bibliographique
pufini non3

Groupe de transformations

Soient x, XxT, les éléments ou points d’un

ensemble 3 et 3o0it G un ensemble de transformations pone-

tuelles hiuniTooue de S en lui—-'iéme Le3 transformations de

G étant désignées p?=-r s, t, 3’. t’, I ’équation de la

transformation S peut s’écrire symboliquement
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S

On pasa®© do s* a x pe? *tne transiormation dite tranaior»

pation inverse dont ]J]Equation aera écrite sous la forme

I'equation

X’ = S*(SX)

définit une transformation appelée produi t des transiornations
s et sT . On dit que ]’enserie de trons”oriations G forme
un groupe lorsqu’il satisfait aux conditions suivantes

a) 1l’ensemble G contient le produit de deux transforma-

tions quel concues de G

(1) XT = s*(sx) = s" X , s.a’.a" S

b) G contient la transformation inverse d’une transior-

mstion quelconque de G

X = 3 Ax’ = 3» x* , 3,3* A G

Il rs3ulte de ces deux axiomes que G contient la

transformation identique , qui sera désignée par i
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Groupe abstrait

Inéquation (3) définit dans 1 »ensemble G une loi de

composition qui loit correspondre au couple ordonné (s,s*)
de deux éléments s et s’ un élément s" appelé produit.
On écrit s” = sTs . Cette loi de composition satisfait

aux axiomes suivants
a) associativiteé

s (sTs) = (sTWs’) s

b) Il existe un ejément 1 . appelé élément unité. tel
que r*
S = 1 S = s i
c) A chaque élément s correspond un élément 5'3 de
G tel que
-1 -1 .
s 7-s — s a =

On peut énoncer ces axiomes sans supposer que les éléments
de G soient des transformations . Tout ensemble d’éléments
dans lequel est définie une 30i de composition satisfaisant
aux axiornes précedents est appelé groupe abstrait

k tout groupe de transformations correspond un grou-
pe abstrait . Reciproquement, tout groupe abstrait admet une
réali sation par un groupe, de transformations : c’est-a-dire
il existe un groupe de transformations dont les éléments

sont en corropoondance biunivoque avec ceux du groupe abs—
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trait donné, cette correspondance yeapeetant la loi de compo«
sition . Un enemole important d’une telle realisation s’ob-
tient de la facon suivante : La loi de composition du groupe

abstrait G, écrite sous la forme

t* (s. t. t* C G)

définit dans G une transformation ponctuelle biunivoque

{ t ~ *t’) associée a un €elément s donné . Cette trans
formation étant designée par s . on a

S* S = s’ s
L’ensemble des transformations s forme donc un groupe de
transformations qui est bien une realisation de G . et qu’on
appelle le premier groupe des parametres de G . La loi de

composi tion écrite sous la forme

t’ = t s : { a. t. t* C G )
définit une transformation ponctuelle ( t < 1>t*) associée
a s que nous designons par S . L’ensemble des transfor-
mations s forme encore un groupe . On |’ appelle le deuxieme

groupe des paranttrcs * mais ce n’est plus une réalisation de

G, car on a : s’ § = s s’
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Groupe adjoint.
301t ¥l 2a transformation (t'?—2t*) definie dans

3e groupe abstrait G par

t» = s t s“3 : ( s.t.t* C Q)

On a : s s = sTs . L’ensemble dos transformations
forme donc un groupe nu’on appelle 3e groupe adjoint de G
Lorsque s est échangeable avec tout élément t, la tranafor-
mation s est le transformation identique . LTensemble des

éléments a qui jouissent de cette propriéeté forme un sous-

groupe y appelé le centre de G . Lorsque ~ se réduit a
1 félément unité, le groupe adjoint est une réalisation de G.
Un sous-groupe g de G est dit invarisnt lorsqu’il est
invariant par rapport au groupe adjoint de G . Si g est

un sous—groupe invariant de G, on sait qu*on peut définir un
groupe-quotient désigné par ~/g « Si est le centre de
G» la groupe adjoint de G est une réalisation du groupe quo-

tiont Gly

Groupe topo]Jogique
Un groupe topologique est un groupe abstrait dans
lequel on a défini une topologie telle que le point s sf

soit une fonction continue du couple de points (s, s*)
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On en déduit que s © est une fonction continue de s et
gue ss* est une fonction continue du couple (s,s*) . 3n
particulier, lorsque 1’espace topologique formeé par G est
une variéte topologique 5 r dimensions, nous dirons que G

est un groupe abstrait a r parametres

Groupe de transformations continu a r parametres
C*est un groupe de transformations G satisfaisant

aux conditions suivantes

a) les transformations de G sont définies dans une varié-
té topolo.ique S a n dimensions

b) En appelant OIi 1le groupe abstrait correspondant, on
a défini dans Ji wune topologie qui en fait un groupe continu
abstrait a r parametres

c) Inéquation de la transformation s étant

X» = § X , ( x,x1 d Bn ; 3 Cl Oi)

le point x* est une fonction continue des deux points X

et S

Noyau de groupe de transformations continu a r parametres.
Souvent, on est conduit a considerer un ensemble de
transformations G cOi ne forme pas un groupe continu au

sens précedent, mais qui satisfait aux conditions suivantes I
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) J,65 110 »»«O»e de « «»»t alfinies «an» un domaine

*0 i*une variété toool o”ique E~t

*. = s X : (*C D>**»> C En ; a CS )
b) Bens I1"ensemble G est définie une tepalogie qui en fait
une variété a r dimensions
c) G contient le transformation laantique > x = 1 x
d) Il existe dens G un voisinage & de 1»élément 1 tel
gue, Si s et s* appartiennent a A , on ait
x* = sT(sx) = (s*s) X

(a’s) étant un ¢lément s* Se G. pour tout x tel que

s*(sx) soit défini

e) SI S appartient a a . la transformation Inverse

de X» = SX est

X = s"A XT = s*T

ou s* est un élément de G, pour tout Xx tel que sx C D.

) Le point x" = sx est une fonction continue des deux

points s et x

L’ensemble de transformations G satisfaisant eux

conditions précédentes est appelé noyau de groupe de trans

formations continu a r parametres . Par exemple, les trans-
formations formant un voisinage de la transformation identi-

gue dans un groupe de transformations continu a r parame-



tred constituent un no™au de grouoe

No;-»su de groupe a-bstrait continu a_r parametre” .
CTert un eu2®mbae XTe]é fents G satis/aisant aux con-
ditions suivantes
a) Dsns 1’enseable G est définie une topolo”ie qui en
fait une variété a r dimensions

b) Dans un voisinage d d’un point 1 de G, on a de-
fint une loi de composition qui t it correspondre au couple
de deu> points (s.s'l de ¢ un point ss’ de G

c) lorsque s. s’, s", (s'a). (s"eM appartiennent a A
on a :

3'_'.--(..3...’.5-} Fx sPS” ) 3

d) Si1 =18 = 3

, (s C 1)

0) A chaque ité”r.ent s de ( correrond un “lement
de G tel que
a 30 ="l s = |

f) Le noint s 1 sT est une fonction continue des deux
points s et sT.
Par e:\enp]e un voisinage de 1’élément unité d?un

groupe continu abstrait a r paramétres forme un no? au de
groupe



A tout noyau de groupe de transformations correspond

un noyau de groupe abstrait . R®cipronuement tout noyau de
groupe abatreit ad-.net des réalisations par des noyaux de grou-
pe de trsnsformations

La notion de groupé de Lie fait intervenir des no-
tions de géométrie différentielle en plus des notions précé-
dentes . Je rappel3e qu’une variété différentielle est une
variéete topologique Vn dans laquelle on a défini un ensemble
de systémes de coordonnées locales (systéme de coordonnées
locales = correspondance tooologique entre un domaine de
et un domaine de 1'espace euclidien) tel que tout point de

\ figura dans 1Tun d'eux au moins et tel que deux systemes

vie coordonnées qui sont définis dans un méme domaine de 7/

se correspondent par une transformation de coordonnées con-
tinbment différontiable . ( Convenons de dire toujours dif—
fée ronti able au lieu de continuement différentiable)

Lorsque chacune de ces transformations de coordonnees loca-
les est p fois différontiable ou analytique. 1a Tgariété

est dite p fois différenti able ou anal 77ti que . Dans une
varieté p fois diffé renti ablo se trouvent définies les
fonctions g fois différenti ables , ouu p —qgq . Dans une
variété analytique se trouvent définies les fonctions q

fois differentiables, ou g &est quelconque, ainsi que les
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fonctiona analytiques

Groupe abstreit dl ffée ronti abl e
Nous djtous quTun groupe abstrait continu a r pa—
ramotices est o J/ois aifigre;tiable 1o0rsque 1’on peut eboi —

sir des systemes de coordonnées locsles avec lesquelles la

varié te du groupe soit p "fois différentiable, le produit

s t de deux éléements s et t eétant alors une fonction

p fois différentiable,dés deux points s et t . On défi-
nit do méme la notion de groupe abstrait analytique . Pour
gu’un groupe soit p fois différentiable, il faut et il
suffit qu’il existe au voisinage de 1’élément unité un sys-

teme de coordonnées locales par rapport auquel le produit

s t soit p fois différentiablo par rapport a s et t

Groupe abstrait _de Lie

C’est un groupe abstrait deux fois différentiable
Nous montrerons plu& loin qu’on peut toujours introduire des
coordonnées locales telles qu’un groupe abstrait de Lie soit

anal yti que

Groupe de transformations de Lie
Soit G wun groupe de transformations continu a r

parametres opérant dans un espace En . Soit (H 1le groupe
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abstrait continu correspondant, et écrirons | ’équation de Ila

transformation S sous la fonno 5

X' = s X , i X, x» C Bjj ; a C cy I

Nous dirons que G est p fois différentiable (analytique)
lorsqu’on peut choisir dans 3n et Oj, des systémes do coor-

données locales avec lesquelles ces variétés soient p fois

difierent! ables (analytiques) , le point x* etant alors une

fonction p fois differentiable (analytique) dos points s
et x On dit que G est un groupe de transformations de Lie.
lorsqu’il est deux fois différentiable -

On démontre facilement le théorémo suivant

SI g est un groupe de transformations p fcis dif-
ferentiable (analytique) . le groupe abstrait OO correspond
dant est également p fols différentiable (analytique).

On définit de mSme les notions de noyau de groupe
abstrait de Lie et de noyau de groupe de transformations—deM
Lie . Les resultats que nous indiquerons a propos des grou-
pes de Lie sont le plus souvent valables sens modification
notable dans le cas dos noyaux de groupes de Lio ; il sera
inutile de le faire remarquer dans chaque cas

Lie lui-méme s’est borné en principe aux groupes

donnés sous forme analytique . Los axiomes que nous adoptons
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pour définir 1s notion de groupe de lie sont a peu pres

ceu5 a'un mémoire de Scbur (Il) . Nous démontrerons plus

loin le résultat imoortnnt did a Schur que tout groupe de

transformations do Lie qui est transitif peut ctre mis sous

Is forme ans! "tique ; mais il n'en est pas tou-’ours de méme

pour les groupes intransitifs

Isomorphisme_.
Un isomorphisme entre deux groupes abstraits est

une correspondance biunivoque entre les éléments de | ’un et

ceux de | ’autre , cette correspondance respectant la loi de

composition . Lorsqu’il s’agit de deux groupes topologiques
ou de deux groupes di fférentl ables (analytiqgues}, on a les
noti ons d’isoniorniii £fae topologique ou d’isomorphi scie—dijflé —
rentiable (analytique) en plus de 1’isomor.ohisme ordinaire
Similitude ou équivalence de ”"eux groupes de transforoationa
Deux groupes de transformations G et G’ qui operent

respect! veraent dans les ensembles E et 31 sont dits sembl

bl es ou équivalents lorsqu’il existe entre E et 3" une cor-

respondance biunivoque transformant G en G . Il y a égale-

ment lieu de considérer les notions d’equivalence topologi-

que, différentiable ou analytique



V. -3. 33

LBS D5TJX ESPECES D» EQUIPOLLENCE
PANS UN GROUPE ABSTRAIT DI?rSHSNTIABLE

On sait qu'a chaoue point x d'un espace différen-

tiable est associé un espace linéaire d’origine X , appelé
espace linéaire tangent . Un point quel conque de cet espace
linéaire peut étre représenté par X+dXx , et dx en deési-
gne un vecteur d’origine x . A une transfo mistién dif séeren-

tiable ( x_*jr ) correspond une transformation linéaire de

| ’espace tangent en x dans | espace tangen”™ en 'y - Soit

alors G un groupe abstrait dilférentieble a r parametres

et considérons le premier groupe des parameétres qui est dé-

fini par
: ( transformation s <—>s5"’)

A la transformation (s *>s’) , rul est différentiable,

correspond une transformation linéaire entre les espaces

tangents en s et en s’ gue nous représentons par

s’ + ds’ =t(s + ds) , (transformation ds s—>ds’)

Cette transformation fait correspondre d’une facon biunivoque

a tout vecteur ds d’origine S un recteur ds’ d’origine

st . piu3 elle est bien déterminée lorsque les points S

et s’ sont donnés . La relation involutive et transitive
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ainsi déterminée dans |’ ensemble des recteurs de Se rarieté
G sera appelée équipollence de premiere espece . En particu-

lier, le vecteur ds d’origine S est équipollent de pre-

miére espéce au vecteur Go d’origine 1 et d’extrémité

s-3(3+ds) . Dens | ’espace tangent en i introduisons un re-

pere cartesien d’origine i (c’est-a-dire r vecteurs de

base). Les composantes du vecteur OJ seront des formes 1i-

néaires du vecteur ds ; nous les désignons par C*Jj(s,ds)

ou j _ g, ...» r Pour que deux vecteurs soient équi-

pol lents de premiére espeéce, il faut et il suffit qu’on ait.

CO (s’.ds’) = ~ (s.ds)

, (i=1,3, ...:1)
| |

Ces égquations différentielles s’appellent les équations de_

définition du premier groupe des parameétres
De 1a m$me facon, les transformations linéaires
s’ + ds* = (s + ds) t : (transformation
ds *—>ds* )

gui sont associées sux trsnsfo mations

s* — 3 t ( trsnsfo imation a >s57)
du deuxieme groupe des parametres, définissent dans 1’ensem-

ble des vecteurs de G une relation appelée énulpol lence den

g -

deuxieme espeéce . En particulier . appelons le vecteur

d’origine i et d’extrémité (s+ds)s gui est équipollent



.8 deuxiéme espeoa au vecteur

as «e.»(>»e S Les compo-
santes de 3T sont r formes linéaires (s.da)
X-équipollence de deuxiéme espéce s’exprime par le systeme
d’équations

a jJ (a’,Ta’) = S i (s.ds) l1=1 -ee 1

ce sont les dations 3e finition au al|? J feme groupe..des

parametres
Xe transformation s'= s"1 qui est également dif-

férent! able, échange les deux

systemes a'équipollence. On N

montre facp?gﬁgﬂf HH»Sfjﬁ Vérifie le systeme différentiel
0J . (s,ds) +

j {s’,ds’) —o0

Il est important fie remarquer que les r formes COjis.ds)
sont linéairement Indépendantes >our tout point s 1 il en
est ae méme des TfTormes s’-(s,ds)-

Groupe adjoint 1lnéaire

La -transformation

t» g t s“3 (transformation tt—"t’)

au groupe aajoint de G est évidemment différentiable Comme
le point i reste fixe, & cette transformation est associée
une transformation linéaire opérant sur lea vecteurs d'ori-

gine 1 . Cette tranaformation

vecteur 00’ 1s.ds)

linéaire fait correspondre au

le vecteur 5T (s.ds) Ses équations
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«tobtiennent donc en exprimant les formes ~ jla.ds) en

fonction des formes 0OJ (s.da)

i = -~ CO _

£ ] (s.ds) o« ;3 ¢0g (s.ds)
L*ensemble de ces transformations forme un groupe appelé
groupe ad.joint linéaire

PREMIER THEOREME FONDAMENTAL DE LIS

Transformations infini tésimales

Soit G une famille de transformations opérant dans

une variété différentiable Sn a n dimensions et correspon-

dant d'une facon biunivoque aux points d’une variété diffé-

rentielle & a r dimensions La transformation qui cor-

respond au point s de étant définie par

, { x, x* C En 1 *

nous supposons que x* est une fonction différentiable de

S et X . En considérant X’ comme une fonction de S

seul, le différentielle de cette fonction fait correspondre

a tout vecteur ds d’origine S un vecteur dx* d»origine

x* . Cette correspondance , qui est linéaire, peut s’écrire

Xx» + dxT = (s + ds) x



Sn rempl »;ant s par s" *’ on a s

(J) s* + dxe = (a +ds) a’l

X
A tout voeteur da d’origine a correapond ainsi dana Sn

un champ de Toctaura X qui dépend de a et de da . Un

champ do vecteurs X peut aussi étre considéré comme une

transformation infinitésimale c’oat-T-dire une tranaforma-

correspondre a chaque point x’
X* + dx’ . ou dx* = X(x7)

tlon qui fait un point
par X(x’) noua représen-

tons le vecteur du champ X dont |’ origine est en x’.

En geénéral, la transformation

infini téaimale (1)
c'est-a-dire

le champ de vecteurs X dépend de 3r

, para-
metres numeériques

Mais supposons maintenant que G soit un

groupe de transformations diffé rcntiable. Alors (.

groupe abstrait aiffirent! able

egat un
La transformation Infinité-

simale X dépendra uniquement du point {s+ds)a

., c'cat-

a-dire du vecteur que nous avons désigne

par (8,de
En appelant 1C jls.ds) les

r composantes du vecteur

w (s,as) par rapport a un repére cartésien dans | ’espace

tangent a Cy en i on aura X T,

e < Noua 3up'’
primons le signe 21 pour la

sommation par rapport h un in

dice qui se répete deux fois) | "équation (1) peut donc se

mettre sous 1o forrae



dx* s 737  (s,ds)  Xj(**)

Les r chrmps de vecteurs T sont linéairement indépendants;

ctest-a-dirc il n’existe pas des constantes ¢ non toutes
nulles telles qu'on oit cj Xj ; 0
En effet, supposons qu’il existe des constantes telles que

c. XJ s 0 , et considéerons le systéme différentiel

IS1 _ gf3 ¢ cC y r

C1 c3 cr

Lorsque le point s décrit dans Oj, wune courbe intégrale

de ce systeme , la transformation X* = a X

ne change pas

ce qui est contraire a nos hypotheses
On a des reésultats analogues lorsqu’on considere

la transformation infinitésimale

X H dx — s (84-ds) x »

Nous pouvons ainsi énoncer le théoréme suivent

Premier théoréme fondamental de Lie : Soit Un groupe de trans*
formations diffé rentiai>le a r tparamétres et soit x' = sx
1’équation de la transformatlon S de ce groupe . La trans—

formation infini téaimale

x' + dx’ = (s+ds) s ™ x'
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peut se mettre sous la forme

(a) dx* = <Tj (s,ds) Xj (xf)

ou Tes X dés5&nent r  champs de vecteurs (ou transforma-
tions infinitésimales) linéairement indépendante. les 3" (a,ds)

étant r forraes do Piaff linéairement infléep6ndgjitog8 6n_to ut

point a

La transformation Infini téaimale
X + dx « s (a+ds) x

peut se mettre sous la forme

(b) dx —fjO.(s.ds) Xj (x)

ou les CO. (s,ds) sont également r formes de Pfaff linéai-

rement indépendantes en chaque point a

Bn considérant dans 1’équation X* —a X le point
X comme fi¢ge et x» comme fonction de s . cette fonction
X* aatig-c?it a | "équation dlfférentielle (a) . Sn considérant

X comme f~Ixo et X comme fonction de a. cette fonction X

satisfait a 1’équation différentielle

(b™) dx + W~nfa.ds) Xj (x) =0

Remarques

Les transformations infinitésimales considérées dans
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eo théoreme c»appel lont les transformations Infinitésimales

du groupe considére , Elles forment une famille linéaire a

W parameétres . ou un espaco vectoriel a r dimensions

Soit X un champ de vecteurs dans E~ et f uno

fonction numérique différentielle definie dans En. Lorsqu’on

pose dx = X . 18 différentielle df au point x prend une

rdleur numeéerique déterminée que Lie désigne par le

symbole
Xf . En choisissant un systeme do coordonnées différentielles
aj t Xn dans En , le vecteur X est défini par des
composantes X , ' eeee o X et on a
Xf=iiit nxzs Pa ... o+xn T
a*l N*2 Xn

La transformation infinitésimale que nous désignons par la

lettre X est habituellement désignée par le symbple Xf

Réciproque du premier théoreme fondamental de Lie . Soi t—G

une famille de transformations opérent dans une variété deux

fois différentiable %} telle quo chaque

résponde a un point s d’une variété doux fois différentia —

transformation cor-

blo a r dimensions, | ’équation de la transformation

correspondant au point s étant

X* = s X : (x, x *C Bn 1 8 (: N )

Supposons que l1lce conditions suivantes soient remplies i
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les trsnaforraellona © sont définies pour les points

X d'un domaine D de En

>\ a contient la transformation identique : x = iX

A Tn mint x* est une fonction deux fois différentia-
ble des points s et x

a N nonfildérant x comme fixe et x* comme fonction
de g . cette fonction satisfait a | ’éouation différentiel-
le ;

dx» = ~Tjfs.ds) Xj (x")

tes X Otant r champa de vecteurs linéairement indépen-

danta et lea Z5 (s.ds) étant r formes de Pfaff llnéal-

renient indépendantes en chsoue point a

Conclusions : Lo famille G forme un noyau de groupe de trana-

fonnations défini dans le domaine D

De 1lindépendance linéaire des Xj et des A
il résulte d'abord qu’il existe dans la variété (y, un voisi-
nage v de I tel qu’a deux points distincts de v corres-

pondent deux transfo motions distinctes de la famille G.
Considérons ensuite les deux transformations

=a X

( a, a C v o)
=sX’

X
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Supposons que le point s décrive dans G, un arc deux fols

différent! able . allent de 1 a 1) ; le point 8 sera une

fonction deux fols dlffé rentl able L (t) d’un perameétre

numérique t . En posant s = > (t) .le systeme dlIfféren-
ti el
(3) N i (a’.da’J =™ 1 (a.ds)
(1=1.2 *...» 1)

devient un systeme d’équations différentielles déterminant

s? en fonction de t et admettant une solution unique pour

des conditions initiales données . A l’arc ib décrit par
S correspond ainsi un arc bien déterminé d’origine a dé-
crit par s’ . Sur cet arc le point s’ est une fonction
bien déterminée du point s de |’ arc ib Considérons

la transformation
3t” = 3 * X

En supposant x fixe, les points x"™ et x" sont des fonc-

tions de t qui satisfont toutes deux a | ’équation différen-

tielle

dx =73 1 (s.ds) Xj (x) , ou a » «&Ct)

Comme pour s = | .les pointe x” et x"¢ sont confondus

avec le point ax , les points x™ et x™ sont confondus

guel que soit t . Donc
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Xm = a*x = s (e Xx)

ceoui constitue un des axiomes verifiés par un noyau de grou-

pe ae transformations . De la mSrae facon le systeme (1) fait
corfcspondre a tout arc ai un arc la' et on a
af(ex)=ix=x

On voit ainsi que G satisfait a tous les axiomes veérifies par

un noyau de groupe de transformations »

Si la famille G ne contient pas la transformation

identique maie satisfait a toutes les outres hypotheses de

1’énoncé, les trans formati ons

xf = s ¢ X

ou s est supposé voisin de c, forment unnoyau de groupe.

Remaroue : Soit G un groupe différentiable . Sn résolvant

les equations de définition du deuxiéme groupe de parametres
g3, (s' ,ds" ) = N o(s,ds)
par rapport a ds* , on obtient les transformations infini-

tesimales du premier groupe des parametres sous la forme

ds* = oXT . (a,ds) (al)

Sn résolvant les équations

{jj (s™sT) = CO. (s,ds)
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par rapport a ds» , on obtient les transformations infini-

tésimales du deuxiéme groupe des parameétres sous la forme

ds! = Ul, (s,ds) B. (sM

Exemples .- Groupes de Lie a un joaraneéetre

Soit G un groupe abstr.it différentiel a un parame-

tre . La variété G est alors une droite ou un cercle . Le pre-

mier groupe dos parametres est défini par une seule équation

différentielle

fi) co (s”.dsM = u>(s.ds)

On peut introduire dans G un parametre t tel que

CO (s,ds) = dt . Alors, 1»équation (lI) devient : dt*= dt
Le loi de co.-.noDition du groupe est donc tf =t + t» dans
le cas ou la variéte G est une droite . et t* =t + t
(mod.l) dans le cas ou G est un cercle Le groupe est donc
8bélien . Remarquons que 1'on a

2T (s,ds) = QGO (s.ds) = dt

Soit lldintenant
(3) X» = S X : (x , x *C Bn 1 s C G)

la transformation générale d'un groupe de transformations de

Lie a un paramétre . La transformation infinitésimale asso-
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ciée a (s+ds) a1 sera, en introduisant dons G un parametre

nums5ri que convenable t

(3) dx> = dt X(x")
Liquation (2) est 1s solution de | équation differentielle
(3) telle que pour t=0 on ait X*= x . Nous dirons que

le groupe de transformations considéré est engendre par la
transformation infinitésimale X,

Réciproquement, toute transformation infinitesimale

definie dans E par un champ de vecteurs X suppose différen-
tiable . engendre un noyau de groupe de transformations qu’on
obtient en prenant la solution de | ’équation différentielle
(3) qui se réduit a x* = X pour t =0

GENERATION D’UN GROUPE PS LIS

PAR SES TRANC.OFMATIONS IN71NJ'TESIMALES

Soit G un groupe abstrait de Lie h r parameétres
et considérons un sous-groupe (¢ représenté par une courbe
différenti able passant par le point i de G . Nous dirons
gue g est un sous—groupe de Lie a un parametre . En remar-
guant que tout vecteur tangent a g est équipollent de pre-

miere et de deuxiémo espéce a un vecteur d’origine 1 ot
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tangent a g , on voit gque 3a courbe g est une courbe in-

tégrale du systeme difféerentiel

(1) C» (a,ds) = ai dt (aJ = Cte ,i=1,3,-—- .r)

ou encore du systeme différentiel

751 (e.del = ai dt
Soit 8 = ffan.t) 3a solution de (3) telle que S=i
pour t=0 ; cette solution fournit g . En réalité t n’in-
tervient que par les produit 8jt . En donnant aux constan-
tes a- tous les systénes de valeurs possibles, le point

................... aEt) décrit tous les sous-groupes de Lie

a un parametre . Si | ’on pose t=1 , on obtient encore
tous les points de ces sous-groupes . Les nombres sont
appelés les parameétres canoniques du point s —f(a™t..,87r)

Dans un voisinage suffisamment petit de i , les parameétres

canoniques forment un systéeme "le coordonnées locales deux

fois différenti ables dans la varieté G . Par rapport a ce
systeme de coordonnées les sous-groupes de Lie a un parame-

tre sont représentés par les droites passant par i . Romer*
auons que le systeme des parameétres canonigques est détenni —

née a une transformation linéaire homogéene preés
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Supposons maintenant quo G soit un groupe de trans-
formation do Lie. reéalisation du groupe abstrait CX- . Les
transformations d’un sous-groupe de Lie a un parameéetre s’ob-
tiennent en remplacant dans | équation différentielle

dx * ="STj(s,dsd Xj (xT)

16s formes ¢5 par andt , cCe oui donne

dxf * dt (ej Xj (x*))

et en prenant la solution x* = f( t,...,a"t,x) qui se

réeduit a X’ = X pour t=0 . Le parametre t intervient
seulement par les produits a.t , La transformation de para-
meétres canoniques a* s *obtient en posant t=1 dans la solu«
tion ainsi considérée . Toute transformation de G voisine de

la transformation identique (au sens de la topologie de Ot )
appartient a un sous-groupe de lie a un parameétre bien deéter-
miné et correspond a des parametres canoniques bien détermi-
nés . On dit que G est engendreée par la famille des transforma
ti ons infinitésimales sIJ,l,

Une transformation de G non voisine de la transfor-
mation identigue peut appartenir a plusieurs sous—groupes de

Lie a un parametre . Il peut méme arriver qu'elle n’appartien

ne a sucun sous—groupe de Lie a un parametre . Par exemple.
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considerons le groupe linéaire réel unimodul alre de transfor-
meti on générale

X’ = ax + by ,
eb* — be* *= 1
yl = a»x 4 b’y
Une transformation dont | ’équation ceract- ri stigue admet deux

racines negatives ne peut étre engendrée par aucune transfor-

mation infinitésimale de la forme

dx =o<x’ + A vy’
dt J
dv = oi’x* + /[Vyf
dt I

On peut indiquer une classe Intéressante de groupes
dont chacun est engendré en entier par ses transformations
infini tésinales . Ce sont les groupes semi-simples clos

(E.Ci'rtan ,1V) . Un tel groupe ost caractérisé par le fait

gue la forme quadratique

<f (e) = cikh cjhk ai a3
est définie . Dans la variété du groupe on peut alors définir

une meétrique riemannienne en posant

dG2 = Cikh cjhk 00i (3eds” | ds> *



iy -E.T*.- ¢9

Les géodésiques de cette metrique rleoannienne sont les sous-

groupes de Lie a un parametre ainsi que 3es courtes qui s’en
déduisent par les transformations du premier groupe des para-
metres (S.Cartan, 11T,chap.3). L’espace de Riemrann défini est

normal , c’est-a-dire il jouit de la propriété suivante
Sur toute géodesique on peut reporter, a partir d’un point

donné, une longueur donnée arbitraire . La proprieté fondamen-

tale d’un espace de Riemann normal est la suivante Deux

points donnés arbitraires’de cet espace sont toujours reliés

par un arc de géodésique . Cela veut dire que tout élément

d’un groupe serai-simple clos appartient su moins a un sous-

groupe de Lie a un parametre

LES EQJJATIONS DE IIAUREB-CARTAN

Soit G un groupe abstrait de Lie a r parametres et

considérons les équations de définition des deux groupes des

parametres

(1) (jai (s’ .ds»)

(JoOj (s.ds)

(2) fIS§ (a’.ds’)

2Ti (s.ds)

le systeme (1) est complétement intégrable et admet pour so-

lution générale 1T s’ = ts « De méme , le systéme (3) est
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complétement intégrable # sa solution générale étant a’-st

On a les équations

o) a Uij

CjkS A 00k
Uk)

Comme le systéme dérivé de (1) est une conséquence algeéebri-

gue du systéme (1) . on voit que les quantites cijk sont

des constantes . On les appelle les constantes de structure

et aies équations (3) sont appelées équations de Maurer-

Cartan . On aura de méme les equations
(@) d gfj C jki A Kk
(Ik/
ou les quantités ®"ijk sont également des constantes

Remarquons que le systeme
5 - * dsM + 12T , d =0
(5) CQ; (s s (a,ds)

est complétement intégrable, son intégrale générale étant
s* = t s” . On en conclut . en considérant le systéme déeri-

ré do (S) 4U0 é13lc =-oiik

IRéciproqguement, supposons que dans une variétée 0 a

r dimensions et doux fois différentisble , on consideére r

formes do Pfaff ~j (s,ds) , linéairement indépendantes.



17 . 31

Les équations (1) permettant siors de définir dans G une re-

lation d*¢ouiO0Ollence ; mois celle-ci n’est pas en genéral

associée un groupe de Lie . Supposons de plus que le sys-
téeme (3) soit vérifié, les quantites c¢c” étant des constan-
tes . Alors le systeme (1) est compléetement intégrable ;
c’est-a-dire , en se bornant a un voisinage v d’un point 1

il existe une solution et pne seule définie pour tout point
de v et transformant le point 1 en un point donné t.
Soit s’ = ts cette solution . C’est la loi de composition
d’un noyau de groupe dont 1'élément unité est le point 1
Donc pour que les éequations (1) défi bissent un noyau de
groupe de Lie, il faut et il suffit que les formes tx)j(s,ds)

vérifient un systéeme d’équations de Maurer-Cartan

DEUXIEME TEECREME FONDAMENTAL DE LIE

Soit G un groupe de transformations de Lie a r pa-
rametres . En reprenant les notations du premier théoreme
fondamental de Lie, considérons les équations 1

(1) X’ = s X

(3) dx’ jfs.ds) Xj Cxe)

L’équation différentloi 1o (3) est complétement intégrable
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1’équation (3) en fournit lo solution qui se réduit a x’=X

pour s=i . L’équation (3) peut étre remplacée par | ’équation

(3) df(x’) = i (s,ds) Xj f(x7)

ou f(x) est une fonction numérique arbitraire deux fois
différentiable . par dérivation extérieure de (3) on obtient

1’équation

(4) 0 = (dnjis.da)) Xjf(x’) + d(Xjf(x’)) A 2Ti(s.da)
Pour que (2) soit complétement intégrable, il faut et il
suffit que (4) soit une conséquence algébrique de (3) . En

tenant compte de (3) et en possnt
® dn~ij = * °jki N i A 35k
| ’équation (4) devient

(s> 0 = Cjki 'S'A i’ & Aaip Xty 5 K II
(3k) pi) *-

Etant donneés les symboles de Lie de deux transformations in-
fini tesimales,
Xjf = X* 5-~- et Yf = Y* f

X Ax\
nous posons



[*0 *:X(«) _Y<«>-»Tg|i . XF N
XA

Le symbole (7*] * est le symbole de Lie d’une transforma-
tion infini tesimsle que nous désignerons par LXyl et qui
s’appelle le crochet des transformations infinitésimales X

et Y . Il résulte alors de {6)

(7) [ij X8 f = o3k, X, t

De (6) et (7) on conclut que les quantites °ijjc ne d”™pen-

dent ni de s ni de x' ; ce sont des constantes . Ceci dé-
montre encore une fols les équations de Maurer-Cartan , et
nous sommes arrivés a | ’équation (7) qui constitue le deuxie-
me théoréme fondamental de Lie
Deuxieme théoreme fondamental de Lie : 31 Xl e eee o xr 8Qn-
r transformetions infinitésimales linéairement indépendantes
d’un groupe cle Lie a r parametres . on a

[ X1 Xj] = c13k Xk

pu les quantites ci lk sont des constantes dites constantes

Réciproque : Etant données, dans une variété E
r transformatiena infinité 3:maies d3fféronv.iot)c?2 e- linéai—

rement indépendantea , telles que

[)d)g = cijk Xk
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ajXj engendre un noyau de

r  pai-emeétree , BFh 1 drinn

Pour démontrer la
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de transformations

de

Infinitésimales

groupe tinsfoiraati ons de Lie &

un doflal ;e _ae 3n

réciproque, il suffit de démontrer

qu'on peut déterminer dans un domaine A dimensions, r
formes de Pfaff linéairement indépendantes , Ti'jfs.ds) , tel-
les que
ni az5j = - «ikl M) A ayk
(W

En effet, ces formes étant déterminées, l'équation

dxT = <3 (s,ds) Xl (x»)
est complétement intégraile, et ses solutions, que nous écri-
vons sous forme Xx* = s X , constituent , d'aprés la réci-
progue du premier théoreme de Lie, un noyau de groupe de Lie
a r parametres

Supposons r —n » On peut trouver dans un domai-

ne D de En des transformations infinitésimales X. i
Xn , telles que X1 e,-)g Xr , ... , X, soient line-
airement indépendantes , Alors on a identiquement

df = 25\ X, f { <=1.3, ..* n)
ou sont n formes de Pfaff lineairement indépendantes
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dans D . Nous pouvons écrire
. I = C . X (<* , B JVjj =1,2 e n)
v PJ <fii [
=0 3, B=1....,r » A>r
35 * ( )
Par dérivation extérieure de df = 3) X f , on trouve
d 35 i = - @C,| afrAA ttt<
Le 377steme
larA= 0 ou A = r+1, .... n
e3l completement intégrable . On peut donc introduire de nou-
i tel 1 I lu -
velles variables 81 s+ 2 S e es que la solu

tion générale da ce systéme soit

3 = Cte ( A T+1 » N ).
A
Donnons aux variables s. ou A > r , des valeurs cons-
tantes . Les formes UJ , ou 1=1»....r . ne dépendent plus
que de SN s - 3r et satisfont a 0O)
Si r-\ n , il euffit de montrer , pour appliquer

le raisonnement précédent, qu’on peut trouver r transfor-
mations in/initésimales W, , .. . Wy définies dans
une variété a N dimensions, ou Nyr , et telles qu’on

ait encore i W] Trd~| ijk wk On y arrive en con-
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s5dbé Fout la variétée Ef t oii N —nr » dont cliaque point
*
esb défini comme un ensemble quelconque de r points x( >,
f>) (r) A

X X X de En . Un recteur W dans E peut etre
considéré comme la somme de r vecteurs x (1) ce., XXNr

. . 1
de En ayant respectivement pour origine ><( ) : X(})

i r .

Posons W=, X3~ + L0+ X* ) . Nous avons ainsi dans
E,, les transformations Infinitésimales Wj gui vérifient
bien les relations

171§ v wigk WC

CALCUL DES FORMES gi Cui

EN FONCTION DES PARABIETRES CAWONIglga

La transformation générale d’un noyau d© groupe O©n-*
gendré par le famille de transformation« infini tésimales SjXj

peut s‘obtenir en Intégrant | ’équation s

dx’ = air dt Xj (x*)
et en prenant la solution x* fonction de t telle que
X’ = X pour t=0 . Le parametre t n*Intervinaut que

par les produits U = ajt , on aura | ’équation de la

transformation générale en fonction des parameétres Uj .

Les formes €6 . (u,du) se mettent alors sous la forme

u j (u,du) = aj dt + <&



Les formes TIT$dependent de daj , t et aj , s’annulent pour
t =0 Les équations de Maurer-Cartan deviaraent
da5A dt 4- d 3T i= - ) Cljk(a¢cdt + ) /\ (akdt +3Tk)
5

Ecrivons que dans cette identité le coefficient de dt est

nul
(D NG5 - = aai - cjki a3 STk
"a t

C'est un systeme d’éqguations différentielles dans lequel les
fonctions inconnues sont les forme3d 2j . ,1a variable eétant
t . Les formea *5", cherchées forment la solution telle que

- 0 pour t=0. En donnant a t le valeur 1,1 0s formes N
ainsi déterminées deviennent les formes \ ( atda )
exprimées en fonction des parameétres canoniques . Ecrivons le

gysteme (1) sous forme matricielle

037 (da) - A ( TuT)
dt
| dal \ fg> I\
(da)=1 J j, C25)4 : J A= (Alk) = (caj)
£ 3@, - VsTr/

Le solution cherchée est alors
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A
C5:) el 1
A

De méme les formes eu. (a,de) en fonction des parametres
canoniaues s’obtiennent en intégrant le systéeme

— -1l = de* + Cjki aj O0J k

S

On trouve ainsi
(<X>) (da)
A

Remarquées que les parameétres canonigques de deux transforma-
tions inverses sont égaux et do signes contraires et on véri-
fie que

73 jfa.da) + COj (-a,-da) = O

Il est remarquable que les formes £37] et co
aient des expressions anal3?tiques en fonction des parametres
canoniques . Les éeéquations de définition du premier groupe
des parameéetres étant analytiques, la loi do composition d’un
groupe de Lie G &est analytique par rapport au s.ylitéeme de
coordonnées locales formées par les parameétres eanoriaques
On en déduit qu’on peut toujours introduire dans la variétée
d’un groupe de Lie G un ensemble de systémes de coordonnées

locales par rapport auxquels le groupe G est analytique
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Nous vorrona plus que les systemes de coordonnées locales qui
jouissent de cette propriété sont determinés a des transfor-

mations analytiques pres
TROISIEME TTIEO tSME FONDAMENTAL DE LIS

En supposant les formes 00 ] exprimees en fonction
des parametres canoniques, nous pouvons dériver exterieure-

ment les équations de ilaurer-Cartan
(1) d coi = Yy~ ciki A Wj¢
En remarquant que d (d (jJj) =.0 , on obtient ainsi

¢-pj (cjki dU>jAcOfc ™ cjki U>jAdt*>k) = °

Comrae cjki = “ckli * on aure
3 / *iki d A (rk = 0

nnn
jfci chftt w i A (\tok =0

Il en résul te 1le
Troisieme théoreme fondamental de Lie 2 Les constantes de
structure d’un groupe de Lie satisfont aux conditions

suivantes . aites conditions de Lie

cijk + cjik =0
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V i

L (°8ki c1]1S + °3hi °flc;d + °jtl ckhd ) ~ 0
}
Réclproque : Etant donné un ensemble de constantes cijk ou
4 - br - 1 & o satisfaisant aux conditions de Lie, il

exlate un noyau de groupe de Lie admettant ces constantes
comme constantes de structure
Les conditions de Lie s'obtiennent aussi en appli-

guant 1*identite de Jacobi
r
xy] 23 +orz] ]+ [[zxjly =0

ou X,Y.,Z sont trois champs de vecteurs, aux transformations
infinitésimales Xi d'un groupe de Lie . Mais ceci suppose
gue les champs de vecteurs sont deux fois différentiables, ce
gui n'est pas forcément le c¢css pour les Xj d'un groupe de Lie.
Pour démontrer la réciproque, il suffit de deétermi-
ner dans un domaine a r dimensions, r formes de Pfaff Wj

linéairement indépendantes et satisfaisant aux équations de

Maurer-Cartan Si le probléme est possible, on obtiendra
les formes Ce . en prenant l'intégrale du systéme
(3) = daj + cJk, a} Uk
Ot
telle que CO =0 pour t=0 , et en y posant t=7 *

En apuel ant <IU- les formes qui forment la solution de (3)
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tel 1e que Ggpp, — O pour t —0 , les formes d
dans lesquelles on a posé dt = 0 satisiont a
c> 1 cl Caf . ) _ -
(3) — - = Ojj-j da™ U)k + Ciki 8j d Cuij
ot

Xe systéeme (3) dons lequel on considere les formes d CO
comme des fonctions inconnues de t admet la solution

d siO. :(S?_ﬁ_) CiJk'i IOI*/\ ¢5% * pourvu que les conditions de

Lie soient vérifiées . Cette solution satisfait aux conditions
initiales i d to« —0 pour t—0 . Donc les formes
gulon obtient en posant t=1 dans G . , satisfont bien

aux équations de Maurer-Cartan

Algébre de Lie : Les constantes de structure cijk d*un
groupe de Lie ne sont pas déterminées dTunefacon univoque
En effet, les transformations infinitésimales Xj gui for-
ment une base de la famille linéaire des transformations in-
fini tésimoles peuvent étre remplacées par des combinaisons

linéaires indépendantes a coefficients constants

; les cons-
tantes C. subissent alors également une certaine trans-
1
formation ; mais dans l»espace vectoriel a r dimensions

dont les éléements sont les transformations infinitésimales,
on a une loi de composition bien déterminée . A deux éléments

X, Y correspond un élément déterminé, le crochet XYJ
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qui ost une fonction linéaire de X et do Y et qui satis-

fait au-t axiomes suivants

Xy = -C-nc]
ijxY] z| + jivzi X + A2Xj y) =0
On appelle algébre de Lie un espace vectoriel A dans le-

qguel on a défini une loi de composition £xyJ , linéaire en

X et en Y et satisfaisant aux axiomes precédents . A tout
groupe de lie a r parametres , correspond une algebre de
Lie a r dimensions . Réciproquement, toute algebre de

Lie a r dimensions peut Ctre réalisée par leensemble des
transformations infinitésimales d’un noyau de groupe de Lie
h r parameéetres . Il est clair que si deux noyaux de groupes

de Lie sont isomorphes par un isomorphisme deux fois diffe-

renti able, les algébres de Lie correspondantes sont également
Isomorphes et réciproquement . Par conséquent, la classifica-
tion dos groupes de Lie au point de vue local (c’est-a-dire

des noyaux do groupes) se raméne a la classification des al-
gébres de Lie, probléme qui sera traité dans un autre exposé.

On doit a M.E.Cartan le théoréme suivant, qui est
peut-étre le plus surprenant de toute la theéorie ;

Il oliste toujours un groupu do Lio aurons global
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tel que 1’ensemble de ses transformations Infinitesimales

réalise une algebre de Lie donnée

Lie a donné de 3a réciproque de son troisieme théo-

réme fondamental une démonstration qui entrEine, lorsqu’elle
est valable, le théoréme de Il. Cartan . Considérons en effet
1 *espace vectoriel A formé par 1l’algebre de Lie donnée

Considérons dans cet espace la transformation

dxX = 1I"YXJ
ou Y est un point fixe, le point X étant ainsi transfor-
mé en un point X + dX . Nous la considérons comme une trans
formation infinitésimale linéaire dans | ’espace Ar . On mon-

tre d’ailleurs que c’est la transformation infinitésimale gé-

nérale du groupe adjoint lineaire . Soient X , r vecteurs
de base de A, , et désignons par E; le transformation infini-
te si mal e

dX = £Xj x]
le crochet f|p| -EN correspond a la transformation Infi-

ni té si mal e

I - I il
dx = |Lx il/2<2 xﬁ] - i_X-ﬁ_X'l x|||

qui s’ecrit, en vertu des axiomes de | algelre de Lie
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« = [C1* xj] *1
Doho "Bj B?"j est la transformation Infinitésimale corres-
pondant é CA )q] Lea ® n® sont pas nécessairement 1li-
néairement indépendantst car dans G , il peut exister des

éléments Y qui sont échangeables avec tous les éléments X

(c’est-a-dire [yx] = 0 ).Gonsidérons le cas ou 11 n’existe
aucun élément Y de cette espéce . les transformations infi-
nitésimales  3j sont alors linéairement indépendantes et

forment une algebre de Lie isomorphe a | "algébre de Lie don-
née . Biles engendrent donc un noyau de groupa G dont les
transformations sont linéaires et sont por suite définies
dons tout l1l’espace AT- . Soit alors G” | ’ensemble des
transformations linéaires dont chacune est le produit d’un
nombre fini de transformetions do G . On voit facilement que
G’ est un groupe de Lie au sens global

La démonstration précédente n’ést pas valable dans

le cas général . Mais comme toute famille de transformations
infinitésimales linéaires qui forme une algébre de Lie engen-
dre un groupe de transformations linéaires au uens global ,

le théoreme de M.Cartan résulte du théoreme suivent, démontre
récemment par M, Ado, et qui sera traité dans | ’exposé de

Chevalley

Toute algébre de Lie admet une réalisation fidele



par des transformations infini té aima aires

Eemarougns oncoro quTa une aigéore de Lie peuvent

eorrosnon’'-.i6 plusieurs groupes abstraits de Lie au sens glo-

bal liais il ne lui correspond qu *un seul groupe abstrait

de Lie simplement connexe . De plus, celui-ci est le groupe

Se recouvrement simplement connexe do tout autre groupe abs-

trait de Lie corrcspondant a 1'algebre do Lio donnee

LES SOUS-GROUPES D'UN GROUPE PB LIS

Soit G un groupe abstrait a r parametres . Un
sous-groupe g de G sera appelé sous-groupe de Lie, lors-
gue la variete g est difféerenti able . De méme : étant

une réalisation de G par un gcroupe de transformations de Lie
un sous-groupe o], de Oy sera appelé sous-groupe de Lie

lorsquM 1l correspond a un sous-groupe de Lie g de G

Tout sous-groupe de Lie Ov est évidemment engendré par une

famille linéaire de transformations infinitésimales de Oy
Pour qu'une telle famille , a.Y. , engendre un sous-groupe
il faut et il 3uffit que

[*i Yj] = Yijk Yk

la determination des sous—groupes de Lie est donc un proble-

me purement algébrique En employant un systeme de coordon-
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néees formés par des parameétres canoniques, tout sous-groupe
de Lie de G est représenté par une variété plane au voisinage
de 3 ’élément unité

Concernant 3es sous-groupes d'un groupe de Lite, on
doit a M.E,Cartan deux théorémes importants contenus dans 3'é-

noncé suivant qui est un peu p3us généra3

Thé oréme : G étant 1an groupe abstrait de Lie, soient g un
entiomble fermé de G et V un voisinage de 3*¢3ément unite i
te3 s que, Si s et s* sont deux points appartenant a g
eta \/ , 3e point s*s-1 appartienne éga3ement a ¢

a3ors 3a partie de g contenu dans un voisinage suffisamment
peti t de i forme un voisinage de i sur un sous-groupe de
Lie

Supposons que 3e systeme de coordonneéees formé par
3es parametres canoniques soit va3ab3e dans V . En uti3disant
les notions de géométrie euc3idienne dans 3’espace des para-
metres canoniques, soit V' 3'intérieur d'une hyperspheére
de centre i contenue dans V . En supposant que g ne soit
pas proprement discontinu dans V, i3 existe une suite de

points s, t ... . sn, ... de g tendant vers i . Les

droites isn admettent au moins une droite*d*accumu3ation

i a . Soit s un point do i & intérieur a V' . Soit Ph
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le plus grand entier tel que la distance de 1 au point

fa )Pn scit inférieure ou égale a la distance is . Alors le
n

point o eat évidemment point d’accumul ati on dfiS pointa

(a IPn et appartient donc a ¢ . L’ensemble des segmenta de
dr%ite passant par i ot appartenant a ¢ forme évidemment
la partie intérieure a V’ d’une variete plane g’ , te point
i admet alors un voisinage v” C. V’ tel que tous les
points de g aituéa dans V” appartiennent a g’ . Sinon, il
y aurait en dehors de g* une suite de pointa G~ * CAN* .
appartenant a g et tendant vers i . Soit h une varieéeté
plane de dimension r~r* (oii r = dimension de G, r’ —di-
mension de g’) et rencontrant g’ au seul point i . Appelons
g’ la variété qui ae deduit de g’ par la transforma-

tion du premier groupe des parametres correspondant au point

rr , La variété G, S’ , qui eat analytique, rencontre h
en un point G’ qui appartient a g et qui tend vera i
loraque ©6~n tend vers i. 1*onsemble des droites i CT™ ad-
mettra une droite d’accumulation situee dans h . Cette droite
d’accumulation devrait aussi appartenir a g* ce qui est im-
possible . Donc, a | ’intérieur de V7, g est confondu avec
g*

Lea theéoremea de 11. Cartan, qui résultent immédiate-

ment de | ’énoncé précédent, sont
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AASTgat.5 *

1. Si g est un sous-groupe du groupe de Lie G ,
et si g eat formé dans_ G T on peut trouver dans G un_
voisinoge X de 1Te]ement unite tel que les éléments de_ g
intérieurs a VvV soient les éléments de la partie d’un sous-

groupe c?% Lie intsricure _aV

Il.- Tout soi-Is-groupe continu a fc parametres d'un

groupe de Lie est un sous-groupe de Lie

Nous disons qQqu’un sous-groupe g de G est conti-
nuement isomorphe a un groupe topologique g . lorsque g
est une représentation isomorphe et continue de g dans G.
Si est un groupe continu a k parametres, nous disons
aussi que g est un sous—groupe continu a k parametres
Le théoréeme 1l se général ise un peu : Lorsqu’un sous—groupe
d'un groupe de Lie est continuement isomorphe a un groupe to-

pologique localement compact, c’est un sou3—groupe de lie

Remarque

Un sous-groupe de Lie g d’un groupe de Lie
n‘est pas forcément ferme dans G . Bxemple : le tore h deux
dimensions est la variété d’un groupe de Lie a deux parame-
tres , On soit que chaque point du tore peut étre représenté

par un couple de deux nombres réels (x,y) modulo 1 . Nous
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definissons un groupe do Lie en prenant la loi de composition

suivante

Xw = X 4 X*
(mod.1)

y" =y + y*
Les 30uc-groupes continus a un parametre sont les géodésiques

(de la métrique euclidienne du plan x,y ) définies par

y — tx « Si t est irrationnel, la géodesi que y = tx

n*est
pas un ensemble fermé sur le tore mais un ensemble partout

dense sur le tore

Appllcation a l1l*isomorohlsme de deux groupes de 1Ile

Les sous-groupes de Lie a un parametre ont une défi-

nition purement topologique : ce sont les sous-groupes conti-

nus a un parametre . On en déduit le théoreme suivant

Etant donnés deux groupes de Lie , G et G —tput_

lsomoyphi sme continu entre G et G' est analytique—psr—akl*

port 5 des coordonnées locales analytigues définies—dans_ G

et dans G*

Un systéme de coordonnées locales dans G est dit
analytique lorsque la loi de composition de G est analytique
par rapport a ce systeme , Si G et Gf sontdeux groupes contl

nus a r et a rT paramétres , tout isomorphisme continu
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dans un sens entre G et G* est topologique (c*est-a-di re
continu dans lea deux sens) et par suite r=r’ . C'eat "One
conséquence des théorémes suivants

3) Tout groupe continu a r parameétres peut étre recou-
vert par un ensemble déixombrsbi e de voisinages {3. Cartan f
IV,p.7 !

Z) Toute transformation biunivogque et continue d’un espa-
ce bicompact dans un espace de Hsusdorff est une homéomorphie
(P.A3exandroff at H.Hopf , TOPOLOGIE, p.95)

3) Un ensemb3e de dimension r ne peut pas étre 3a reu-
nion d’une fami33e dénombrab3e d’ensemb3ea de dimensions in-
féerieures a r

Soit G et G* deux groupes de Lie a r parametres
et considérons un isomorphisme topo3ogique entre G et G*
Rapportons G et G* a des systéemes de parametres canoniques
| Pisomorphisme considéré fait correspondre a toute droite de

G passant par i une droite de G* passant par i T . Nous

pouvons supposer gque lea vecteurs de base des deux systéemes

de coordonnées se correspondent deux a deux . Tout e3ément
s wvoisin de i est d’une facon bien déterminée 3e produit
de r é3éments C oy vevreereenrnennens c, ou c est un é3ément de
3 fc k
3’axe de coordonneées d’indice k . Le point s est une fonc-

tion ana3ytique des points cC,. ... »cy . De méme tout
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point s’ wvoisin de i* est d’une facon bien déterminée 3e
proauit de r éléments CN CI appartenant respecti-
vement aux axes de coordonnées choisis dans G* . Soient
Cf o0’ les points de G’ correspondant respectivement

r
aux peints C , ...» c, de G . Le point s* |, produit de
»» ¢’ correspond alors au point s , produit de c
1 r o
c . la correspondance entre s et ar est donc analytique
e{ par suite linéaire par rapport aux parameétres canoniques.

Avec notre choix particulier des systemes de coordonneées,
les peints s et s* ont les mémes parameétres canoniques

le théoreme ainsi démontré peut s’énoncer encore de
la facon suivante 1

Dons un groupe de lie deux systemes de coordonnées
locales analytiques ( ou deux foia différentiables ) définis
dans un méme domaine, se déduisent 1*un de 1’autre par une

trans fonnation analytique (ou deux fois dif férenti able).

ESPACES HOMOGENES DE LIE

Un groupe de transformations G défini dans une
variéte En est dit transitif si tous les points de E sont
éciuival ents par rapport a G t c’est-a-dire s’il existe une

transformation qui transforme un point arbitraire X en un
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point arbitraire x* . Nous appellerons espace homo”™érie, une
variétée S dans laquelle on a défini un groupe de transfor-
mations continu a r parameétres qui est transitif dans Sn ;
ce groupe sera appelé le groupe de structure de 1»espace ho-
mogene . Sn particulier, on aura un espace ;nomogene_J.e_ Xle _

si le groupe de structure est un groupe de transformations

de Lie a r parametres

Exemples : espace euclidien . espace affine, espace projec-
tif

Soit En un espace homogene , (k(\). son groupe de
structure , Oy le sous-groupe de t/~ formé par | ’ensemble
des transformations qui laissent fixe un point 0 de Bn -
Les lettres G et g désigneront les groupes abstraits
correspondants . On voit facilement que g est fermé dans

G . De plus, g n*admet pas de sous-groupe invariant dans G.

Car s’il existait un tel sous-groupe , chacune de ses trans-
formations laisserait invariants tous les peints de BEM et
serait donc la transformation identique . L’ensemole des
transformations de gui transforment le poini? 0 en un
point x est l'ensemble sg formé par les produits d’un

él émeut -oar-ciculier s par un élément quelconque de g.

Lef= points X correspondent donc d’une fagon biunivoque
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aux ensembles sg . Par hypothése, la transformation qui
fait correspondre a un point s do G le point x correap
pondant a sg est une transformation continu®©

Supposons maintenant que le groupe abotrait G
soit un groupe de Lie a r parametres ; maby nous ne sup-
poserons pas que le groupe fie tran&fo™mati.onjs”~eat un grou-
pe de transformations de Lie . Comme g e”t fermé dans G
c’est un sous-groupe do Lie de G . Soit Y un vois mage de
i dans lequel en peut introduire le systéeme de coordonnées
formé par les parameétres canoniques ; g sSera représente
dans V par une variété piano a k dimensions . Considéerons
dons V une varieté plane P a r-fc ¢iin&nsions qui rencontre
g au seul point i . Si s est voisin do i , I "ensemble
ag est une varié té analytique qui rencontre P en un seul
point t wvoisin do (. Si V. est un voisinage suffisam-

ment petit de i dans la vajriétd plane P , les ensembles

tg et t’g correspondant a deux points distincts
t* de v sont distincts * Cela nous permet de definir un

espace topologique que nous appellerons espace quotient

G/ et dont les points sont les ensembles sg . Nous dé-
g

finissons comme voisinage de | ’élément origine g | ensem-

ble des éléments tg , ou t ost un point d’un voisinage
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v do i dans P. Un voisinage do 3’é3émont sQ sera alors
3 Tensemb3e des éléments sQtg e ou t est un point que3con~
guo de v L*espace G/g aord donc vue voriét* a r-fc
dimensions . Si nous faisons correspondre a 3»élément s de
G 3a transformation sg--~>s0sg , 3«espace Gl/g devient
un espace homogéne dont 3e groupe de structure est une rea3i-
sation du groupe abetmit G

Ifontrons que 3es espaces homogénes B~ et G)Ig
sont topoJogiguemont équivalants . les points do En et de
G/ correspondant d’une facon biunivoquo oui ensembles 8g.
nogs avons "bien une transformation biunivoque T entre n
e G/ 15 suffit de démontrer que T est topo3ogique
T est g<]:ontinu dans 3e sens do Q/ sur En En e eI

un veisinage dTun point Xg de En correspond dans G uxx

voisinagede s Qg , Ce voisinage étant composé d'ensembles

sg 13 y correspond donc dans G,/g wun voisinage de 3 éle-

ment sQg , ce qui démontre la continuité do T dans le sens

de A7'6f sur EXI « Le fait que la transfoitnation est topo3o0-

pique résulte ensuite des propriétés suivantes

3) 3’espace G/, peut Etre recouvert par une familie dé-
D

nombrable de voisinages

2) toute transformation biunivogque et continue d’un esps-

ce bicomoact dans un espace de Hausdorff est une homéomorphie.



IV.-E.F.- 55

3) un ensemble do dimension n ne peut pas étre la réu-
nion d'une familie dénombrat)! e clTensembles de dimensior in-
férieure a r

On a donc le théoréme

Tout espace homogéne En dont le groupe de structu-
re est une réalisati -n continue d'un groupe abstrait de Lie G
est équivalent a un espace quotient G/ : ou g est un_

sous-groune qui est fermé dans G et qui ne contient aucun

sous-groupe invariant dans G

iIDémontrons enfin le théoréme suivant

| espace Sr du théoréme précéedent est un espace _
homogene de Lie On peut choisir dans 3™ et dons G des
coordonnées loc3ies, definies a des transformati ons—analy.ti/-

gues pres telies eue le groupe de sbructure soit analytique

Reprenons les notations que nous avons employées
pour définir | ’espace quotient G/~ . Nous pouvons toujours

supposer gque les parametres canonigques des points de P sont

€k oww, n gn N et a Y — 0 pour A > n . Prenons dans
gui est | ’image d’un voisinage du point 0 de En , le systéme
de coordonnées defini par (ai, ad . : an) . Considérons
un voisinage Vv Vv . On peut trouver dans G un voisinage

V, C v de 1 tel que la variété stg rencontre v en un
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point t* bien deéterminé lorsque t C vi . a C..w

Le point tT sera une fonction analytiqgue de s et t

tT = {sJt) . Noua avons ainsi dans le voisinage v de En
et dans le voisinage V de G des systemes de coordonnées lo-
cales tels que les transformations du groupe de structure,
xf =sjc , sont analytiques par rapport a s et x , lors-
que 8 C Vvl =« x C,. . On en deéduit ensuite, par les
transformations du groupe de structure et par celles du pre-
mier groupe des parameétres, des systémes de coordonnées loca-

les recouvrant En et G. Par rapport a ces coordonnées locales

le groupe de structure sera analytique . De plus, les coor-
données locales qui jouissent de cette propriété sont bien
définies & des transformations analytiques prées . En effet
nous avons deéja démontré ce fait pour ce qui concerne la va-
riéeté G Rapportons donc les po-ints t et t* de v a un
nouveau systeme de coordonneées dans v ted que t —*fMs,t
30it une fonction analytique, on supposant s rapporté au
systéeme des parametres canoniques . On passe alors des an-
ciennes coordonnées définies dans v aux nouvelles par la
transformation analytique t* = {t* i) ou le point tf
dans u3” rapporté aux ancionnes coordonnées
Le théoréme précédant généralise le théoreme suivant

dd a Schur (Il) *
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Tout groupe de transforciationa de Lie qui est tren*-
gitlf peut étre rendu analytique par un choix convenable—do_
gyBtemes de coora”™nnées_dans la variée te $u groupe—et—dans—

1 Tespace o0oU opéra 2e groupe

L’hypothéese de transitivite est essentielle pour la
validite de ce théoréne . Il y a des groupes de transforma-
tion de Lie intransitifs qu’on ne peut pas nettre sous forme
analytique

La notion de transitivité se définit évidemment aus-
si pour un noyau de groupe de transformations . On volt enco-
re que tout noyau de groupe de transformations transitif qui
est une reéalisation continue d’un noyau de groupe de Lie psmt
étre défini do la facon suivante

Soient G un noyau de groupe de Lie et g un noyau
de sous—groupe de Lie qui ne contient aucun sous—groupe inva-
riant dans G Soit En 1 »ensemble dont les éléments sont les

classes sg , les voisinages étant définis comme précédem-

ment . L'ensemble des transformations sg forment
alors un noyau do groupe de transformations de Lie qui est
transitif et qu’on pput mettre sous la forme analytique
Remarque sur la réciprogue du deuxieme théoreme fondamental
de Lie

D'aprés le théoréeme de M. Cartan. tou noyau de grou-
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pe abstrait de Lie admet un prolongement formant un groupe
de Lie au sens global . Il roste & savoir si tout noyau de
groupe de transformations de Lie admet également un prolonge-

ment formant un groupe de transformations de Lie au sens glo-

bal . D*une facon plus précise, supposons que dans un domaine
D on aitdéfini r transformations infinitésimales X 11-
n@airement indépendantes et telles que K;XjIij — Ciljk

Il existe alors dans Dn un voisinage v tel que les trans-
formations infinitésimales a"Xj engendrent un noyau de
groupe dont les transformations sont définies dans v
Peut-on choisir ca voisinage v de telle facon qufil existe
an groupe do tranaformations de Lie Q', opérant dans un
espace Sn ut une reorésentation de v sur un voisinage
v* dans E tels que les transformations infinitésimales
a, XU dans VvV correspondent par cette représentation aux
transformations infinités :nal es an X* de (V, dans vr ?
Un tel prolongement n'est pas toujours possible . En effet
le noylu de groupe abstrait de Lie G admet un prolongement
bien déterminé G formant un groupe de Lie simplement con-
nexe , Le noyau de sous-groupe de Lie g (qui n*admet pas
de sous-groupe invariant dans G) admet un prolongement 'g
bien déterminé dans . Si g n'est pas fermé dans [/, De

noyau de groupe de transformations défini par G et g n’iad-
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met pea de prolongement formant un groupe de transformations

au sens snobai . On donne facilement un exemple d»un groupe

(? simplement connexe , admettant un sous-groupe g qui ne

soit pas fermé dans U? et qui ne contienne aucun sous-groupe

invari ant dans T? (voir 1IX)

Dans cet exposée, J’ai du passer sous silence plusieurs

problémes importants de le théorie des groupes de Lie ; par

exemple le probléme de la ab5terraination de tous 1les groupes

de Lie et celui 0Gde 1»¢quivalence par rapport a un groupe ae

transformations de Lie (théorie du repére mobile) . Les

guestions que y ai traitées Ici conduisent au probleme géné-

ral : trouver des critéres de nature topologique pour qu»un

groupe soit un groupe do Lie, Est-ce que tout groupe abs-

trait continu a r paramétres est un groupe de Lie ?

Une réponse partielle a cette question a été donnée par

J. von Neumann, qui a démontré que lorsqu’un groupo continu

a r parametres est compact, c»est un groupe de Lie

Le réesultat eat encore valable lorsque le groupe considéré

est un groupe topologiqgue compact , localement connexe et

de dimension finie
Un complément intéressant aux résul tats que 3*al In-
digués est aussi fourni par un théoréme do H.Cartan

Tout noyau de groupe de transformations continu a
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r parameétres dont les tranaformationg, sont analytiques

complexes est un noyau do groupe de Lie.
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