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Le probleme dont je vais m’occuper, est, sous sa
forme la plue- générale, la recherche des conditions -’équi-
valence de deux systemes de formes différentielles, ou d’é-
quations différentielles ou aur. dérivées partseljes, par
rapport a un groupe de transfomations continuas au sens de
Lié. Hais ce n’est psr sous cette forme générale nue nous
3e considérerons, parce que nouf no Pomos pas encore on
possession d’une théorie générale des groupes continus ,
cette théorie trouvant précisément son origine dans la théo-
rie d’équivalence, en apparence restreinte, que nous allons
exposer . Elle s Tapouie sur la théorie des systemes de Piaff
en Involution ; d’autre part, elle est a la base de la géo-
métrie différentielle générale (méthodo du repére mobile),
de la théorie des espaces généralisas et d*une théorie d’in-
tégration de certains syrtémes différentiels oui admettent
des caractéristigues <le Cauchy. Il est bion entendu que les
données seront toujours supposées analytiques . bien que les
méthodes et 'ios résultats gardent souvent leur validité

SOous

des hypothéses moins restreintes
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Tout probléme d’équivalence ressortit a jTAnal?ae,

mais comporte préalablement un probleme dAlgébre , qui est
souvent d'une nature triviale, mais qu’il est jmportent de
mettre en évidence . Par exemple doua formée différontielles
au méme nombre n de variables , la premiére construire a-
vec les variables x], Xc', caa X oet leurs différentiel les,
la seconde construite avec les variables x1| X2, - 150n

et leurs différentielles , ne pourront 6tre équivalentes,
c’est-?)-dire transformables | ’une dans | "autre, par une

trasformation analyti que faisant passer des variables X .

aux variables X que si .en deux points correspondants
(x,x) les deux formes , considérées comme formes algébriques
en dx. et dx , sont algébriquement équivalences , c'est-a-
dire transformables | "une dans | "autre par une substitution
linéaire faisant passer des dx, 1u< dxn , S’il sTagit

de deux formes différentielles quadratieues et fu» | "une
soit décomposable en une sonmt> do p n carrés indépen-
dants, il faudra qu’il en soit de morne pour | outre _ Soil

s’agit de deux formes différentielles cub."quee, (non exté-
rieures) a trois variables, ces formes égalées a sero peu-
vent étre interprétées , quand on y regarde les différen-
tielles comme des coordonnées homogéenes d’un point dans un
plan, comme définissant deux cubiques, l’équivalence des

formes exigera nu’on puisse passer d’une cubique a | "autre
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par une substitution linéaire sur les coordonnées . d*ou

égalité des invariants projectifs do ces deux cubiques

Restons dans le cas général ; d’aprés un théoréme classique

les deux formes cubiques données F et F pourront etre

écrites

- 6 Kk Goy w3 U3

3 3 3 o .
F = Co 4 +Loé+u>é, - 6k u} <n2 3
ou 00 ou go sont trois expressions de Pfaff linéaire-
1 * 3 3
nient Indépendantes en dx , dx™, dx , et de meme pour (o
J X# o
- “73 Les formes canoniques ainsi obtenues peuvent etre

écrites d’un nombre fini

de manieres . L’équivalence des deux

f orrnes exirrera la compati bilité de 1’un au moins d’un nombre

fini de systémes de la forme

1 ¥ = k , aij = 60a » 62 = Q5 « ®3= w 3
a

correspondant aux différentes maniéres (on nombre fini) d’i-

dentifier algébriquement les formes F et

Revenons au cas de deux formes différentielles qua—

dratioues a n variables et supposons-1e3 définies positi-

ves . Chacune peut 6tre

ramenée a une somme de n carrés

indépendants
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3 5 Z
F = &Q,+ o000+ Co
y o >
T1L = oj> 4- GO +. ..+ CO
n

Ini ] Tidentif:cati on al g-jbric;ues des deux formes est possible
d’une infini té de manieres , on posse des Qi a o0o0j per
une substitution linéaire orthogonale. La condition ~équiva-

lence des deux formes, au sens du probléme qui nous intéresse

est donc ici le condition de compatibilité de systeme de
Pfaff obtenu en exprimant que les se déduisent des <o/
par une substitution linéaire orthogonale (a coefficients

a priori quelconques) . j-sis il est préférable pour conserver

la symeétrie entre les deux formes F et F dTintroduire

les formes oji qui se déduisent des ci>|. par une substitu-
ti on linéaire orthogonale arbitraire (ce qui fait apparafl-
tre dans les coefficients des to P ZTM- parametres ou

variables auxiliaires U, U e o vn_[n"l) )» dTintrodui-

re de méme les formes <uwy avec dans les coefficients
— Beeee- 2-autres variables auxiliaires es u.™
La. condition dléduivalence nlest alors autre que la condi-
tion de comp,tibiiité dos équati on? de Piaff
H
o} oji — N1 *

mais a la différence du cas des formes cubiques ou n*inter-



IV.-S.- 5

venai unt que les vari abl es données » il intervient ici des
variables auxiliaires 1

On concoit que dans tous les problémes d’équivalence
algébriqgue, on arrive a des résultats analogues, la trans-
formation linéaire de viriables qui réalise | ’équivalence se
ré alise, gréce a un choix préalable convenable des variables,
par les substitutions linéaires d’un groupe qui peut ne con-
tenir qu’un nombre fini d’opérations ou on contenir une in-
finité . Le probleme d*Analyse correspondant conduira a des
systemes analogues a (1) et (2) avec ou non introduction
de vr-risbles auxiliaires

Un exemple se rapportant a 1’équivalence d’équations
différentiel les ne sera pjs inutile . Considérons deux équa-

tions différentielles du second ordre

\ dan dy, dry” S |- dy\
&) =X F(x .y Y Y= ﬂx,y,-y-y
dx dx"1 dx
Chacune d’elle peut étre ramenée a un systeme de Pfaff , a
savoir
U>n = dy - y’'’dx = 0 R u = dy - y’dx = 0
(A) 2 (A) I
UK = dy’- F(x,y,y’ )dx=0 b = dy"-1F(x,y .,y )dx=0
Chacun de ces systémes , au point de vue algébrique, est un
systeme de deux éructions linéaires et homogenes a trois va-
riables ; 2 ce point de vue , d-oiry systémes (A) et (1)

sont toujours algébriquement équivalents , et cette équiva—
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3enee algébrique se réalise par les relations
; = ai U 4- ~ CO
tJUl ) 3
u> —  «*e 7 toN  4- p T ~ 3
auxquelles il faut ajouter
dx = oL ” Co 4- p "™ ¢o + V" dx 9
3
Plut symétriguement, on posera
*_ *
J — u co N4g- v con ” COp = wu’co-j4 v fto P , —w dx4- r\ dy+j*dyl1
n —_— _ _X H ‘ ,V,a
w , —u i+ Vv «o, |, Goo = U1 coj4 vTcOp, , Cos= w dx+A dy4-jcdyt

avec soot variables awuxiliaires pour chacun des systemes, et

l'eouivajenee 00 réalisera p r I'égalité chacune a chacune
N

y ..
des formes co et co

(/4i}\ 0 N - x ‘>X co X
uo - - , o>, =
J K -* 2 RS 3
¢..aid il ne faut pas perdre de vue notre probléme
initial . U3 compatibilité du systéme (4) sipnifie ‘'su*on

peut jr'ioctuor une tran°formation des variables Xeo Yy | yT
dans» 1¢o variables X, y, yf t transformant (A) on (AM

en e..iof,. les équations (4) donnent résolues, dx, dy\ dy™
comie combinaisons linéaires de dx, dy, dy T , et par suite
un~rrd42¢mt lo -oropri 3té de X, Yy, y* d’06tre des fonctions

de x» y* y* liais on peut se proposer un probléme d’équi-
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valence tout s fait différent, par exemple se demander a
euel]les conditions on peut passer de la premiére équation
différentielle (3) a la seconde, par une transformation

(x,y --—- NOXLYe) . Naturellement 1 introduction
de la variable auxiliaire y* pour passer de | réquation dif-
férentielle a un systéme du Piaff fait perdre de vue ce proble-
me initial . Pour le retrouver, il suffit de |Iimiter les subs-
titutions linéaires considérées dans la partie purement algé-
brigue du probléme, a celles pour lesquelles djiT, ay , s*ex-

priment | inéairement on dx, dy , et en meme temps 1 etu>

s lexori ment linéairement en o) et c e # il on résulte
1

dy —y Tdx = oc (dy —y *dx)
dy» - Tdx = d»(dy-y*dx) + j3 »(dy’-Fdx)

dx = c<n dx -+~ 0O0” (dy —yfdx) ;

on posant cette fois ~

X = u (dy - yrdx)
X
U> = uf(dy - yfdx)+ v1(dy T-Fdx)
N3 = u”dx + vT dy
. _M .
et definissant les co i d’une maniere analogue . les condi-

tions dTéquivalence sont les conditions de compatibilité du
sys terrie

*>1= ©€O (J2 = 103 , « 3* = <F>S*
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ou nTinterviennent aans les seconds membres que trois varie*

bles auxiliaires u, uT, v’ u’” v” , su lieu de 7.

On pourrait aussi se proposer le probléeme d’équiva-

lence des éouations différontiol Jes données par rapport au

groupe des transformations de contact du plan, ce qui exige-

rait simplement que | "équation dy - y’dx =0 se trans-

format en dy - y’dx =0 .11 n’y curait qu’a prendre les

memes formes oj * que dans le probleme précédent, mais (a)3

ayant la forme plus générale

it
Gl = uTldx + v7”dy + w"dy’

Notons ici la remarque fondenentale que le groupe

des transformations ponctuelies a deux variables x, y, a

été utilisé par sa propriété caractéristique que dx, dy
sont des combinaisons linéaires de dx, dy, ce qui veut en-
core dire que ce groupe est constitué par_1’unsembl u_ des

transfo rraations oui laissent invariantesles doux expressions

de Pfgff udx + vdy , u’dx + v’dy, ou interviennent 4 va-

riables auxiliaires , u, v, u’, v’. Le groupe des transfor—

mations conformes du plan, qui reproduit dx

by

+ dy a un

facteur fini prés, est de mOme celui qui effectue sur dx,
dy, la substitution linéaire

dx" = u dx - v dy

dy

v dx + u dy
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ou encore, oui laisse Inveri antes les ”“eux tones udx-vdy

vdx+udy

On concoit que tout probleme d’équiyslence par rap-

port a un groupe qui peut se définir par 1l’invarionce d»un

systémes de formes de Pfaff sera lui-"iéme susceptible d’étre

ramené a un probletae de cor"ipatibil 1te 3*un syst™me de Pfsff

1: ~ analogue a ceux eue nout ayons trouvés ._iusqu’®
w i

présent

Indiquons un dernier exemple qui est a l’origine de

la géométrie iinslérienne . Cherchons les conditions d’équi-
valence de deux 1intégrales %I F(x,y;"g¥ ) dx et

r F* g; ) dx par rapoort ou rroupe des tranafor-
motions de contact du plan . En introduisant les variables

y> et y” , i1l ne suffit pas d’exprimer qu’on peut par uno

transformation de contact changer la forme F dx

forme F o

dans la

, car on suppose que dans 1l’intégration des

formes on ait constamment dy-y ’dx = O et dy - y *dx=0

En réalité i1l faut donc exprimer la congruence

F diT = F dx ( mOFIL. dy - y ’dx, dy' - y”dx" )
ce qui revient a
'"F d&x" + 5k (dy=y *dx”) = F dx + (dy-y *dx)

On sera ainsi conduit a introduire les formes
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cj = p dx + u(ay-y’dx) ad, = vdy-y*dx)
~ =N dx + uidy-F’dx) coa = v(dy-y »dx)
@3==Wdy4Adx4m»®
co = w dy’+ A dx”’+ Ju dy
avec cu ™ = o001 Cjiz ==U>n o0 3 = cu®

L égalité Jy~ = co> exprime que 1’équivalence a lieu par
rapport au groupe des trensforraationa de contact ; mais les

egalités G 3 = 3 - H oo™ montrent que 1 ’équivalence

a lieu effectivement par une transformation ponctuelle

Sn définitive, les problémes d’équivalence par rap-
port a tout groupe, fini ou iInfini , susceptible d’étre dé-
fJni comme 1 Ten.senoi13 des tran jformations qui laissent inva
riantes une osa pluslouil™ zicnues ag vy. se ramenent a |’é-

tude do 1s coincatibiJité d:un oy~teme

(1) a> 5" Clad (1=1,3 i, n)
ou los u> sont n formos dixférontielles linéairement
i ndé-pend ante s en dx-j , dx£ , , X, les cq sont n formes
différontieljes linéairement indé nonlBantes on dxn ,dx? ....

dxr , les <cojf icionts do cos formes pouvant contenir des



1vV.-D.-11

variables euxiliaij?es y~™,* ;i yp 1 erererenees N peut u

reste s’ajouter au systéme il)

eut du

des équations finies

GiM Y (x) = Pk
Nous allons commence* par le cas ou il n*y a pas de

variable auxiliaire et nous supposerons, pour simplifier

quMIl n'y a pas non plus d’équation finie (I»): Te cas ou

il y en aurait se trouvera du reste examiné de lui-meme dans

l*exposé de la méthude

Nous avons en somme a étudier la compatibilité du

syatemo (1) a n fonctions inconnues X

b XD xn de n
variables indépendantes . Conformément a la théorie généra-
lo dos systémes do Pfaff . nous devons ajouter aux equations

(1) les équations différenti ses extérieurement dou = dco

Mais nous pouvons exprimer les du*1 sou3 la forme

i f 1 \
d eu =2 cjk * 00 ( cjk “ " Kj

ou le signe de sommation est supprimé par rapport aux indi-

ces ] et k . Les conditions d e = d uj montrent que
les coeffilcients_ c, sont des invgriants , et | ’on doit
ajouter aux équations (1) les équations

an C_iki fx) = gllIt§

Nous devons alors adjoindre au systéeme ((1). (11), les équa-
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tions différentiees
* [
a oJct = a K L
en posant o ] h
d cjy e-jj vh QO

on trouve une nouvelle série d?invarl anta t

(ren) 'cJko*i(x) = cak”™ii(x)
et ainsi de suite . On obtient pour chacun dos systémes
donnas une suite illimitée dTinvariants
liais il n’est pas nécessaire de former toute cette
suite pour reconnaitre si les deux systémes de formes don-

nées sont équivalentes
Prenons d’abord un cas tout a fait particulier

mais qui a une importance capitale

fondamentaux cJk sont tous constants pour le premier sys-

téme . Il sera alor nécessaire pour | ’équivalence des deux
systemes que les invariants fond amentaux c™M aient les
mdmes valeur? constantes _ Cette condition est suffisante,
car, si elle est réalisée, les équations d¢3 = d o

sont des conséouences des équations (lI) , et par suite le
systeme (1) est complétement intégrable . Le changement de

A *

variables qui transforme les ou dans les wuj dépend de n

constantes arbitraires . En particulier tes formes u>

biA '
du premier systéme sont invariantes une famille de
tranrformations dépendant de N constantes arbitraires, et

, R N trr WP KD . i
ces transformations if*-a”~nt manifestement un groupe, qu‘on

, celui ou les invariants
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s ’assure facilement ctre simplement transitif . Nous avons

le premier exemple d'un rroups fini et continu deéefini comme

l1'ensemble des transformations qui laissent invariantes un
certain nombre de formes différentielles

Prenons maintenant 1'autre cas extréme ou parmi les
invariants C e il 77 en a n indépendants , que nous ap-
Pel lerons Ij , IW> ................. I N Il fnud.ro pour l'équivalence des
deux systémes que ler' inv”-~ritnts Cik aG cernes indices
soient indépendants et qu'il y ait les nmoines relations en-
tre les "cJ 1 qgu'entre les c.«]. . Mais ces conditions ne

sont pas suffisantés. L'équivalence exiere la comp-ti bilité

du systeme

B Iool
\ =il

La différentiation extérieure donne

- i 8 T H 1

fe 1
d’'ou

1 .

k 1 S i
on désignant par l, . les invariants dérivés des invariants
fondamentaux . Il ak"pdut donc pour I'équivalence que les
invariants dérivés Th - soient les mémes fonctions des
invariants fondamentaux "M que pour le premier systeme

Cette condition est suffisante , cur si olle est

réalisée, les relations
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(1Vv) dl = | qu k
i i,k
dans lesouelles le tableau des coefficients | K des
l,
conds membres est do déterminant non nul, montrgnt que le

changement de variable défini par
entraine de lui —memo
Cai = co*
Il est assez paradoxal de remarquer que la conclu-

sion reste exacte sons qu’on oit besoin de supposer que-

tous les invariants fondamentaux c-, 1 autres que [
I n soient pour les deux systémes les mémes foncthansldss
IU' IA""’IM . CTest quTen offot cole est une conséquence
de 1»hypothéese relative aux I.29k . Si en effet on différen-
tie extérieurement (IV) , on trouve, en égalant a ziro | Ten-
semble des ternes en <mhqb
Kk HLin ~ioLh
°h/, |i,k+BTr 1r ,h “‘bTr 1 r,£ =0

relations qui permettant de tirer tous les coefficients

ch£ an fonction des 1~ ot des rj ~
Passons maintenant au cf£s sénéral . Supposons que
~Ne3 cjk soient au nombre de ~Non indépendants , que
Tes cjkI 2QS3A&i et leurs ir,niv.rag.-i"Tivda soient au

nombre do \) > indépendants , et ainsi de suite ;



supposons
dérivés dos deux
indépendants,

troduisent

la compatibilité

F Jﬂ
Cjkl
¢3b i
S i
5 h-<

V cjk*H i m

eét une condition
santo, car elle
ca =*
i
cr
51
i
° 3k, h
c Jk*h'E

est comol etement

par différentiation extérieure

pour

mais que les

p s d’invariant

nécessaire

fixer 20s idées que les

premiers ordres soient

dérivés du

des équations

= SO

= Cc .1

ct?* £

“ ctkih”™m

d’équivelcnce

st réalisée, le systéme
= 001

i
- C

.1k

1
~ Cjk,h

i
= c¢,lk'hd
intégr.:ble, puisque

comme consnuonco des équations données

bu nombre de @é-ﬂ >,
troisiéeme

indépendant dos

sont vérifiées
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et TQurs

ordre nfln-
précédents Alors
311le est suffln-

les équations obtenues

d’el 1les-memes

I>0 solution géné-
rale du systéme dépend du reste de n —9

constantes or—
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bitraires

3n particulier, si 1Ton considere les formes co

du -orcriier s7/ste'.ne, elles sont invariantes pour un troupe

& n - "0 parametres . Ce groupe se présente comme forme
de | "ensemble des t ansformations qui laissent invariantes
\)%» fonctions (V 3 indé oenoantes cK&N SnveV”™l ants ) et n
formes de Pxaff . C,f*at un groupe intransi 11f

Enfin, une derniére question peut se poser . Il ré-

sulte manifestement de ce qui précede qu’un systeme de for-

mes co est caractérisé surabondamment psr | "ensemble de
tous ses invariants deérivés des différents ordres , puisque
la connaissance de ses invariants dérivés jusquTa | "ordre

p+1 suffit au cas ou la formation des invariants d’ordre
p+1 nvintroduit pas d’invariant indépendant de ceux des

p premiers ordres . Le systeme eat compj étement caractériseé
par les relations qui lient entre eux tous ce3 invariants
Mais ces relations ne sont pas arbitraires * et on peut se
demander quelle est la maniere 1a plus générale dont on
peut se les donner . Je me bornerai ancas ou les invariants
fondamentaux cjk n con"”™Gnncn”™ n indépendants 1]

Nous avons vu, alors, que le systeme était caractérisé par

les fonctions I . K des | . Ces fonctions étant connues
i, i
on o0 les oj en résolvant les équations
, k
(V) d 1. = 1 00

i i .k
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les fonctions I . des L seront admissibles si les
formes toj que néds venons d’obtenir satisfont aux rel a—
tions

d i C i co k
ou encore si les équations (V) différentiées extérieuro—
ment sont vérifiées on y remplagant a par or cjki Jw k

Le celcul a dé ¢a été fait et a donné

A JI
l. + . =
ool A a chek 1i, k = 0
: e ] : k
Si I’on élimine entre ces équations les cn N autres que
les n invariants 1™, ... I , on obtiendra un systeme

d’équations aux dérivées partielles exprimant les conditions

nécessaires et suffisantes pour que les fonctions données

I i 8k dGS I’i satisfassent a la question . Ce systeme dif-
férenéiel est en involution et sa solution générale dépend
ne n —n fonctions arbitraires de n arguments , ce qui
serait facile a prévoir par un raisonnement , du reste peu

rigoureux

Xe cas ou les clki sont dos constantes a une ex—
treme importance . Ces constantes no peuvent pas Stre quel —
conques ; on retrouvera la question dans la théorie des
groupes finis et continus , ou elle fait | objet du troi-

sieme théoreme fondamental do S.Lié.
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Pasron? neintenant au probleme général &’ éaulvaloHC®O
toi que noun 1favons formulé : noup nous 1liraitorons, ce qui

n* Qst nas une restriction essentielle a 1*etude de la cothpa—

tibilité d'un systéme

(1) Co1 = u>
ou. les a)~» sont n formes différentielles linéairement in-
dépendantes en dx~, dXg,...* dx»~ , avec des coefficients
fonctions de X=y o XD xn et de p autres variables auxi-
liaires YN Yy e, y~; les co * étant definis d’une ma—
niere analogue avec les mémes entiers n et p . En fait

les U> 1 se déduisent de n fommts particulieres ou n*in-
terviennent que les variables XN par 1'effet d'une substi
tution linéaire appartenant a un groupe a p parametres

les ¢6 N ae déduisent, elles aussi, de n formes particu-
lieres par l'effet d'une substitution linéaire appartenant
au méme groupe . Mais la méthode s’appligue quelle que soit
1'origine des 7eriabl.es auxil icires . ITous nous bornerons

du reste a quelgques indications schématiques

Les équations (1) entrainnnt évidemment si elles
sont compatibles , que les 3?, sont des fonctions des seu-
les variables X Les différentielles d qj sont évidem-
ment linéaires par raoport aux dx,,. c’est-a-dire aux oJ*

mais contiennent aussi les différentielles des variables
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auxi liaires y, ot |’on peut écrire
acal = oofc w*
le signe do someti on p'jr rapport a fc étant omis, les
ZT 1 étant linéaires par rapport au? dx, et eux dy ;
k
chaoue TT * Nn’est du reste pas completement déterminée, cor
K i
on peut lui a.iouter certaines combinaisons linéaires des
sans altérer les seconds membres . Quoi qu’il en soit , sup-

posons que q d’entre elles soient linéairement indépendan-

tes ( mod. odxj , dXM... dxn) ; appelons-les 3T*1, ST —_—

rr 4 On pourra €écrire
g TiT™ ( mod. v ,au ... cOonN)
1 X
Il est clair que les ann sont des Invarisnts . Si 1’un

do ces inveriants dépend eifsftivement des variables vy >»

t \Y on oour ko disposer des variables euxiliaires
* * X X % *

pZ q

de Maniére que cet invariant ptronno une valeur numérique

fixo™ ; il est clair alors qque les équotions {l) exigeront

aue les variables auxiliaires Yy, satisfassent aux mémes

conditions, c’est-a-dire, soient telles que | ’’invariant
N Il est clair qu’il y aura lieu ici de préciser ; une
classification, du reste conforme a la n”~ture des choses,

sera a faire . En fait, dans le cas o0 nNnous nNousS sommes
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3 5 ae méme nom prenne H méme voleur numérique fixe . X*

considération des invariante alk3 permet donc dens certains

cas de réduire le nombre des variable*. auxiliaires . et cela

tant qu’il ae présentera des invariants de la nature indiquée
qui dépendent efiectivement doc variables auxiliaires

Noue pouvons maintenant supoosér effectuée la réduc-

tion du nombre des variables auxiliaires de maniére que les

invariants Oy J ne dépendent plus que des variables N

X * ce moment la deux autres sources do réduo-
XE -

tion pourront se prQ&oni&t . & Tpa 1TSriail oby{olus ne

sont pas cous constants, les invariants dérivés n. ~

T de 3Tun d7entre uux |

g]
dl = -3 u>j+ Oo3+ ... | 3 oon
pourront dépendre encore des 7 cirisb: es ju::iiioiroa n
outre 3es formulea 1 ;
2 > n
d g | a." 1 (Qu3 u. i G
°lr

montrent g-.o0 ¢es éqg-.-tlonP (X) ai aile? sont compatibles,

entri Zr.ar.t

. P
-Ssk - _ ~P7v ). a>* tu G=>

(suitei: .pl 0éé ™, ju les vari obicb auxiliaires ne sont

outres *ue les paramétras d un groupe linéaire , loa inva-

riant”® a . *® sont des

) constantes nundri que3
i £

,de sorte que

le question ne se poserait pas
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D apres | esprit de 3a meéethode géneéerale , il y e lieu din*

trodui rc les g fonnes Invariantes
(wT?™* = -P-* . ’\:'( U>1c

) L h
avec les variables auxiliaires z

Ko on aura alors

day' —a_ GFEHMN 4l ol ak O,

les c 7 sont encore des invariants qui dépendent du reste

k h n

3iéai renient dos vari abl os *uxi liaires . « on dilffposera
de eut* vsriaoifeli -ig maniére & an”m.e?* >0 p *u& ~i*c-tio nNottbre
poasi b le rie cou invariants e Leux qui rjodonu , s i- 3 dé-
pendent e f'foctivesurit Je v&riabios auxiliaires vy qui ot>»
été conservées, permet Lent encore une réduction et ainsi de
sui te

Tsnej amont on peut supposer que les seul 3 invoriants
restants no =& endant que do xj, 31”,...« X o ainsi que leurs

invari anla dé.rivés successifs

ces ccnciitions. io systeme (1) peut étre conmpa-

tible , oxigoia i-égoilté chacun a chacun des invariants ob-
tenus ; on lo complétera donc par un systeme a*équations fi-
nies

nu \ =V

tel qQque les équations @D) et () dif*"é~ant:ées , no

donnent plus d équaocionp finies nouvel jes ed couMilsent a
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tea's seul Oi équati on_r

| k r i i *n
akh ™ v L(.. NG =0
Si les coefficients a’i” forment un systeme involu-
1
tif, le systeme (1), (I11) aura en involution, et sa solu-

tion générale dé-pondre de fonctions arbitraires, au cas du
moins ou il restera des varienles auxiliaires y . Chacun
des deux systemes donnés admettra un groupe infini déter-
miné par 1l’ensemble des transi'omations qui laissent inva-
riantes les fonctions I k et les formes co . 3Til ne
reste aucune variable auxiliaire y, Cc’est qu’on aura O0té
ramené chemin faisant au prettier probleme étudié {absence
do variables auxiliaires ).

S’il reste des variables auxiliaires , et que le
systéme de coefficients ne soit pas involutif, en prolon-
gera le systéme (1) (rn) par l’adjonction des équations
*%

(fo-])  * («™1)

et on sera ramené a un probleme de méme nature que le pro-

bléeme initial , avec com~io nouvelles variables Xi » *3

X et les yk , les nouvelles variables auxiliaires étant
n

les z. , s’il y en a

Toutes ces opérations auront une fin puisque,
d’aprés la théorie générale, 1’integration du systéme (I)

initial peut, par prolongements successifs, 3tre ramenée
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a celle d’un systépe en involution, au ces , du moins, ou
il y a compatibilité

La méthode générale nui vient d’etre esquissée four-
nit donc a la fois les conditions d’équivalence, la suite
des invariants différentiels, et aussi une suite de formes
invariantes dif£fé Mntieil lea . LwS invariants dif~d6rentiel a

sont donnéa psr dos différ .ntiationa, au 7T iou ~ug 3a Biétbodd

de s.Lie les fournit par des intégrations de systémes complets

I ne sera pas inutile de donner quelques exemples
psrticul 16rement simples

Probleme |

On considére dana un plan deux familles de courbes
a un parametre . Conditions dTéqu3v9l ence pur rapport au
groupe des transformations conformea au plan

Rapportons je plan a un systéme de coordonnées rec

tangulaires Xx,y, et soit , en chaque point M du plan, G

17 ia que fait avec Ox la tangente on M a la courbe do
la premiére famille qui passe par ce point . Vv/ est une
fonotlo..i donnée de X, Y . L’équation différentielle des
co"" ''bes *e la famille est



T, 4,

—sin B dx 4 eos O dy —O
Posons
ua_ - u (eos & dx + sin G dy)
& = u (—sIinS dx + eos 0 dy)
I
1 Téquation w ™~ = 0 ost 5

|l ’équation des trajoctolroa or-

thogonales dos courbes données

En eosant do méme

uJaSU(eOSS dx + sin G dy)

cc g u {-sin 9 dx + cos 6 dy)
les conditions d’équivalence sont lot conditions do compa-

tibilité du systéme

(n £3 = co cOi>=c o p

T -

Si ce systéme est vérifié les deux familles de courtes don-

nées seront tranformodos | une dan? 1 autre par une trans-

formation ponctuelle telle que

2 2 J2 3 2 3
u (dx + dy ) = u (dx + dy )

ce sera une transformation conforme
On a ici

_ - 7)o
d o1 = u U>" 4 u (coa® + sin © 4y) dx dy
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a co = —-Sa-u» + Uu (—sine"f— + oo»e—II ) ax ay
3 2

On posera conformément a le théorio generaie

w3} = OG. + A dx + > dy
u »
d Tou
ao), = "ZrMa + ~ (X Sin G - ]i*coo &H-cos£ || +Bin0 ~jt)w3u >3
J N
d u>o =~CC> + i1 (”~ccst +7sin9 - silici 4-coB$ ~ Z-)Wi~°°2
2 2

On peut annuler les deux quanti téa entre parentheses en

prenant
3 7>0© 1
'Dy N & N X
- $ B
Sr = ﬁu + y ay. || dy

e N - 1
On est donc ramené a trois formea <co_~eeu->» W 3 ( ~ ar

linéairement Indépendantes en dx. dy, du . Le calcul donne

d G> = con
d co, = ST"
2 2
1 co
d cr = — 2~(-—_2 . 1 2
u 0 X0 « jr»
On arrive ainsi au premier 1invariant 4 0 Q

ul”
Si EB = 0 pour la premiére fTamille de courbes»
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il faudra que & » =0 pour la seconde : les doux familles
seront équivalentes et la transformation conforme qui reéalise
| "équivalence dépend de trois constantes arbitraires

Le condition & 0 = o exprime que la premiere

Camille s’obtient en égalant a une constante arbitraire la

partie réelle (ou la partie imaginaire) d’une fonction a-
naly tique do a« + iy . Cetto famille admet un groupe a
trois parametres formé par | "ensemble des transformations
qui laissent invariantes les formes
eo = u (cos © dx + sin 9 dy) , ¢ =u (—ainS dx+cos 9 dy)
1 2
co =5s_ +1ld , - -1! ay
» u oy 0 x
Si a 9 p 0 , p¢r e-‘omp]c 487~0, on disposera de
le variabflio auxiliaire u t>our rendre | ’invariant ei?Bl
u4d

a 1, ce qui conduira aux deux formes invariantes

00 —\/0.9 (cos G dx + sin O dy )
00, = WAO (-sin Qdx + cos dy)
et Oor. sera ramené au probléme traité en premier lieu
La "»rmo cog 6tant dépendante do eo1 et 902 .
U>© = a eui + b co ,les coefficients a et b sont des

invariants . Ils ne peuvent , du reste, Otre constants tous
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les doux, cor les ég8lités

d co = W ol = -bcu u>
1 3 1 1 2
d O, = b~ u>3= e oo @

donnent les relations

bl * °3 =
entre les premiers invariants dérivés . ce qui exclut la
possibilité pour ces invariants dérivés d’étre tous nuls.
Une famille de courbes qui ne rentre pas dans le premier
type est donc invariante au plus par un groupe a un para-

metre de transformations conformes

Probi eme 11

On considere sur une droite un champ de forces
5(t ,x, g"t" 006 on auopose imposée la mesure du temps t |,
Etudier tes_condi tl ona J™gnivad once do doux chanpg de for—
cerf par rapport au groupe infini des changements arbitraires

(analytiques) de le coordonnée d'espace X.

La donnée est ici l'équation différentielle
re x — O
SI (t X H —
dtr ( j >
par rapport au groupe A'= t xf = f(0it) , qu’on peut
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définir par 3’invariance de 3a variable t et dea formes
dt et oi dx . L’équation différentielle étant remplacée
par le systéme de Pfaff

dx - x’dt = O dx’ — F dt = O

on aura les formes invariantes
. — g dx
(44 —
| -at 1 W3=rr
006 = u I (dx’* - F dt) + v (dx - x* dt)~j

ricA :
[ relations

dco = O
duop = — = (v+"2r=) > u> + — — W 3
| X’ 2 ux '’ ~
conduisent au:- deux invariants v o+ et 3 _0On peut
1

x w o>
donc disposer les van obies auxiliaires de maniere a annu-

ler le piemier et a rendre le second s¢gai a 1

_ 1 _
U—X—r , V. = -X—E-

d’ ou
33 — MWdax: Fooj
3 - “ -T2- dx
Il ne reste plus de variables auxiliaires . Le calcul donne
dw. =0 du>n = u>, cO
3

30, . siw Az 42 —He>"3->8
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et concluit aux invariants fondamentaux

t i z F
= - | = - -
} xT et ' 2 *

Les champs de force équivalents a zéro sont ceux qui annulent

ces deux invariants , a savoir

F as X(x) . xf2
chacun d’eux admet un groupe a deux parameéetres (la variable

t ne peut étre transtormie).

Probléme 111

Propriétés topologiques de la figure formée par

trois familles a un parametre de courbes planes (premier

probleme de la géométrie textile').

Soiont

IT = FJ <x,y) ( =+ 1,3,3 )

les équations différentielles des courbes des trois familles

Ces données sont équivalentes a un systéme de trois formes

de Pfaif

toj = Uj (dy — Fj dx) (1= 1,3,3)

Ces trois formes ne sont pas linéairement indépendantes

elles sont liées par la relation
F - P F., - F, F.« F«
J.o_ a. u> 4 + —%5 -1 co + i ----- g’ co = 0
un 3 us; 2 .

1
Cm
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on disposera des variables auxiliaires uj de maniére a

pendre égaux les trois coefficients, ce qui donne

uj u(F2 - ff3 ) «2 = u(P3 - Fj )
ud = u'-1 = F2 *
Il suffira alor& de considérer les deux premieres

formes
Usa = u(F - 23 ) (dy - hbx)

ur2

u(F3 - Fj ) (dy - F~dx)

On est ramené a un probléme analogue au probléme |
a u>] = 25 U3 , d w3 =*r W03
en posant

Z5r = + une combinaison linéaire convenable

de dx et dy
On a ensuite

d 72 H 2 A U)o
u
H 6tant une fonction de x, Yy.

lo— si H = 0, (réseau hexagonal de Blasciike) le figure est

éqguivalente a celle formée par trois familles de droites

paralleles ; elle admet un groupe a trois parametres

3°—si H/ O

, on pose u = \JH et on est ramené a deux

formes a deux variables

On aura
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On pourrait encore traiter 3e prob3eme en réduisant
3es deux premieres fsmi3 lea données aux deux farailles de

droites paralleles aux aies et on aurait alors 1»étude d'une

équation différentielle || = F(x.y) par rapport au groupe
infini x» = f(x) , y* = (y) . ce qui conduit aux deux
formes

U)j] = u F dx , Cc>2 =udy

Probléme 1V

Trouver les conditions d'applicabilité de deux sur—

2
faces données par leur ds"*

D'jns les problémes précédents, nous avons fa it

effectivement les calculs , au moins au début ; mais il y s
beaucoup do cas, spécialement dans les recherches théoriques
ou 3a naturo des résu]tats peut O6tro prévue sans que les
cal cul s aient besoin d'étre effectués comt»3etemont . Nous

a3]ona montrer sur ce dernier prob3emc comment on peut pro-

céder
Le premier ds”™ donné O6tant supposé d'une maniére
. . . . . 2 2
particuliére décomposé en une somme do deux carrés eu g
nous poserons
gU,, = ’\—.icos 0] <>>8ill © Uo — - isin © + COS ¢

en introduisant uno variable auxiliaire 0 : les vari ab3 es
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dont dépend Ilo da seront désignas par x« . a> . n.is nMn-
terv3endront pus offactivament
On a

rk ) r* a a .
d tu = deé6 (-~ sin 9 + Wpco3 v) )t d . COs » + dc09u3|n v

3e soc-ond mom'bri est do 3e fomc

* y_ * * *
d LO4 —d °’ 4 a "a>j > 2
On a de méme
N CI\I «/\ N
d cen = o« doWg -+~ ' LGJ COJ

On posera
d X
Ang = dvV o+ aws] £ beod
ce qui donnera
4 X % <

iw ) = w3 00 3 - a'"'s = 3 wil

Los troi 3 formes u<®, to>f',, <M  sont ilnéaircciont

*o

indépendantes on dxi : dxé , d Q . La différentielle du>3

a priori peut étre une forme ouadrat3nue extérieure que]con-
X . M , A . . ,

que, en . w’ u>6‘ T mais nous aflons voir qu’etfe est

tres particuliere . En effet, la différentiation extérieure

Kk

X
de d odg ot d u>~ donne

* *
d <Mie>rn - Usmaitdy = 0 ou dushwi? = 0
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d ct>3 U,,_'J-K 4 a = 0 ou doU3 coa - O

la forme d uJ* s’annulant avec U>* et

avec u>~ ©st
q J

donc nécessairoment

N

Y
dgoB— - K <“>b> g

Nous obtenons un prenier invariant Il A priori cet

invariant pourrait dépendre de X3 , Xo . et 0 ; nous al-

lons voir qu’il ne dépend pas do B . Qar la dil*arontiation

extérieure de la derniére équation obtenue donne

a Etvj'U.S + K du>5uja " eco5 d~2 =0

ou en simplifiant,
k
d i: aa] U) 3= 0

la difféerentielle dK s’annulant quand on annulo a la fois

Us> et , c’est-a-dire dX] et dxg , c’est que IL est

une fonction de XxXn , x2 . Sans étre obligé d’entrer dans

aucun calcul effectif, nous démontrons donc | 'existence d’une

fonction construite avec les coefficients du ds et qui

se conserve par déformation a c’est la courbure totale

Deux surfaces oui ont la méme courbure totale cons —

tanto sont applicables et | "application dépend de trois

constantes arbitraires, car nous sommes dans |le cas do trois

formes uo . a trois variables avec des coefficients cjk

constants
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Nous ne poursuivrons pas plus loin 17> discussion.

Contentons-nous de dire que si K n’est pas constant , on

peut se débarrasser de l1l»inconnue auxiliaire 6 , de maniere

que la différentiej3e dPl ne dépende que de u>"

Bn ps33ant remarquons que le groupe des déplacements
'S - 2 3

du plan correspond a ds — dx 4 dy , avec
Xjj* = dx cos 9 + dy ainB , 00* = -dx sinO+ dy coOO
u>~ = afc
On voit la signification géomeétrique de ces formes : ce sont

les composantes relatives do la translation et de la rotation
que subit un systeme d'axes rectanguleires d'origine (x,y)
faisant l'angle Vv) avec les axes fixes . L'étude des proprié-
tés géomeétriques élémentaires d'une courbe plane y = f(x)
n'est autre que 1'étude du systéme formé par 1'équation do

P

cette courbe et les trois formes l1lo. . En tenant compto de

I'équation donnée, ces trois formes deviennent

Qr _ = (cosb + y' sind ) dx ,
i) = (-sint + y'cos?®™ ) dx LO* = d 9
2 3
Les deux premiéres sont proportionnelles , leur rapport est
un invariant ; en choisissant B do maniere que cet Invariant

soit nul ( 0 = arctg y') t ce qui est un choix de nature



IV_-D. -35

invariante, on aura

A\ " 2 * ru
U)3 _]]\Ah + y» dx @)3 = 3+Y—-—dX

la premiére fomo n'est autre eue | ’élément dlarc da do 3a

courbe , le rapport u>"— Nn’est autre que la courbure

1
itr

—- T7- C’est 1’0”umolc le ojus simple d’un probléme,
{1+y "’ Pv
traité par la méthode du repére mobile, ayant pour objet
| étude dus propriétés des figures envisagées par rapport
a un groupe . le pr >bleme | est un probléeme trai té d’une
maniéere tout a fai t analogue, mais pour la groupe infini
des transformations conformes du plan

Revenons a une surface quelconque; bion qu’on ait

pas dans ce cas aff-ire a un groupe , on peut néanmoins ap-

pliquer les mornes procédés pour étudior les propriétés d’une
ligne tracéq sur la surface comme si cette surface était un
plan ; la détermination de la v riablo auxaliaire O faite

par le m$me procédé conduira a une forme (X);'\;:I qui ne sera au-

tre eue 5 , en désignant t>ar f-—g—j——— la courbure géodésique
g

C’est 1’exemple lu plus simple d’un espace généralisé dans
lequel les procédés d’une géometrie différentielle fondée

sur un groupe continuent a s’appliquer sans qu’aucun groupe

regne dans 1’espace



Nous avons ramené tou3 3es problémes d*6quivalenc®
a la considération do formes <Kif 'érontiol 1os linéaires
Il est dos cos admettent un traitement plus 3imple
Considérons , pur exemple, une forme différentielle quadra-
tique extérieure CO a différentielle extérieure ava iden-

tiguement nulle . Au point de vue algébrique la forme

peut étre écrite

ou=caffcu> V5 <04 .... + -02p_3 & aP
les ijji étant 2p formes différentielles linéaires indépen-
dantes . | "entier p est un invariant et la forme KJ (si
do) = 0) peut étre écrite au no?cn de 2p variables

Deux fomes 0] , correspondant au Iéme entier p sont

toujours équivalantes, 1’équation Z = co a up fonctions
inconziu.es x2 de 2p variables ind'mendantes X.. étant en
1

involuti on avec

91 = 3a -~ = s2p-1 =1
En particulier toute forme de rang 2p et de différent
tielle nulle est équivalente a 10 Jorme

AN O = dx3 dx, + dx3 di4 + e + dx2p-1 dx2p *

elle admet un groupe ’'r *ni, caractérisé précisément par
la propriété de jai jSor inv riante la forme oj?

Si d 0J ~o0 , la discussion du probleme d’équi
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valence est 'beaucoup plus compliguée et 11 faut appliquer
la méthode générale

Un autre cas intéressant et simple ost fourni par
une forme extérieure de degri n-1 a n variables : un®©
telle forme est toujours algébriguement réductible

W:l11>2(yup» ...... CO n_3

Deux cas sont a distinguer

a) d gu = 0 ; alors la forme est toujours équivalente a
lo = dx”™ dx™ ... axn -1

b) dw fi 0; alors la forme est toujours réductible a
CoO = axn-dxa dxa ---—-—-- dxn-»

Dans ce dernier ces par exemple® la forme admet
un groupe infini ohterni en prenant pour x”, x”™, ...» *n-—-
des fonctions arbitraires des i] , Xg
en prenant ensuite

Xn

Il me reste a dire quelgues mots d’une application
desméthodes précédentes a l1l'intégration de certains syste-

mes différentiels. Je ne contenterai de 1 exemple fourni
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par un systéeme de deux équations aux dérivées partielles
du second ordre , dit en invol ution

F(s.y, Z,p,q,r-8,t)=0 "E(*,y-®.P.<l.r.s.t)=0

systeme étudié par B.Goursat. Imaginons qu“on ailt exprimé

r,s,t en fonction de x,y,z,p,q et d»un parametre u

Le systéme donné peut étre ramené au systeme do Pfaff

9 = dz - p dx - q dy — O
G — dp - x dx 1 8 dy = 0
w2

03 =dg-sdx-tdy =20

Ona, on tenant compte dos équations précédentes

Op = (| - |F)dx dy + |~dx du + Fffdy du

ae3= (|] -!])a* dy + aSdx du + Jrlay au

ou 1fon a poseé

_20| - = @_ + p N + r _9Q + s - «_
dx "X Nz dgp oq
d _ o . q- 4 s — — t
dy "oy Oz otl

Le systéme est en involution si
dultes d

les deux formes ré

. a 62 sont proportionnelles



<ir as dr ds
" Tx du Su
H
as __ at ds dt
dy dx du du
T-—ns ce cas les troic éequations 8 ~—0 peuvent

s’éeri ro su moyen do cing vori ¢ol ee seul onmo-nt ces veriablos

sont les intégrales preai eres systéme dos csr& c tej?istique.s

o-otenu en annulant 9., 8 ?, 9 et les dérivées partielles
J 4 o)

de d O2 .par rapport a dx, dy, du

Toute varié té intégrale 5 deux dimensions est engen-

drée par des courtes caractéristiques si | on connait ces

derniéres , on n"a qu’a chercher le" solutions r une dimen-

sion du systéeme 9" = 0, a cine vsri aoles , solutions qui

indiqguent de quelle maniere il faut asseoir les courbes ca-

ractéristiques pour engendrer une surface intégrale

Or, dans le cas général , les caractéristiques sont connues

par des d fférenti ations

En effet, les opérations qui servent a obtenir les
invariants différentiels du systéeme donné par rapport au
groupe de toutes les transformations analytiques portant

sur X,vy,z,p,q,u peuvent se faire quelles qque soient les

variables choisies: si | "on imagine qu’on ait choisi les

5 variables intégrales premiéres des équations des ctrac-
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téristigues , ces opérations ne pourront conduire qu’'a dea
fonctions de ces cing variables . En général, le systeme
total des invariants en contiendra cing indépendants qui
fourniront cing intégrales premiéres . On concoit qu'une
méthode analogue puisse s'appliquer toutes les fois qu'un
systeme différentiel admet des caractéristigues au sens de

Cauchy
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