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le calcul des formes différentielles extérieures a

pria a 1’énoque moderne une 1i1mportance constdarsblo, grace

surtout aux travaux do M.3 .Cartan ou i1l 3oue un role essen-

tiel . Ce calcul présente d<¢ux aspects, 1’un purement algé-
brique, cfest le calcul de Gj;assmann; 1Tautre aspect est pro-
prement différentiel, et sous cette forme, ce calcul est
principalement ]’ oeuvre de IE.Cortan . Nous allons examiner

successivement ces deux calculs .
1.- Calcul de Grassmann
Il a été découvert par Grassmann qui 1’a exposé dans
son "Ausdehnungalehre™, ou il en a donné toutes sortes d’ap-
plications géométriques . Soit Kk un corpa (le corps dea
constantes) et soit Kkn un espace vectoriel a n dimensions
aur Kk; en choisissant dans kn Une "base de n vecteurs indé-

pendants e5, k apparatt comme I’ensemble des vecteurs
X = 2 X, a Ica x. étant dans k .
H— 2 1

On appellera algébre extérieure ou algebre de Gyaas-—
mann aur kn, un systéme Tiyfcercompl exe sur k * G = G(k )
avec les propriétés suivantes 1
lo- G contient un élément unité (désigné par 1) et tous les

éléments de kn ; ot G est engendré par ces éléments
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00_ X t sont doux éiémerits de k*1; leur produit dans G

;-

obéit a la lol 4 yXx & -XxXy

(3T k n’est pas de caractéristique 3, SI en résulte
que ;

30 _ qUel que soit = dan3 kn , xx = 0 ; ai k est de caoiactén

ri stique 3, on ajoute 3e- comme axiome).
4°- les éléments do G ne aatiafont paa a dlautres relations

qu

’ >

a cellea qui se déduiaent do Z°- et 3e-

La multiplication dans G porto le nom de multipli-
cation extérieure <= chaque 1%0is .que ce aera utile pour evi -
ter des ccn+usion3, on la désignera par le signe A «

3n vertu de 1°- , tout élément de G est une combi -

nataon linéairo (avec coefficients dans k) de termes O0j

ée*x , ;:;,,i, Oi ;. en vertu do 2°»- et 3°- * deux termea do
3 m

cette forme aont égaux au signe prés a’ila se déduiaent
1’un do I ’autre par une permutation des TfTacteurs (ils sont

égaux si la permutation est paire, opposés si elle est iIm-

paire) ; et un tel terme alannulo a*il contient deux Tfacteurs
identiques ; en particulier, 1o degré d’un tel terme étant

10 nombre de ses facteura ei , tout terme de degré y n est

nul, et 1l nTy a, au signo prea , qu’un aeul terme de degré

n, a aavolr ole ....0 .11 en résulte que G possede uno
z n

base forméo do 1 et des éléments e< o. ..*.0,

tels quo
1 Z
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, I- < IB3<*_ ,<im * 3a loi de mul tipl ication de
ces eéléments de base étant parfaitement déterminée par 2°-
Qk 30—- et par conséguent, G{k ) existe et est entiérement
déterminée . Bien entendu, puisque 3a définition de g(k )
ne fait pas iIntervenir les éléments de base e , G(kn) est
attaché a 1Tcap-acc k d-une maniére invariante ; cette alge-
bre ost donc yarticun’éromont bien adaptée a l’étude de la
géométrie affine dano N v

Considérons 1 ’effet d"un changement de base
o. = 3 cAﬂ 05 sur les coefficients d’un elément donné de

G A=/ a - 4 e, c. .,..e, . Evidemment chaque
12 *<'m 1 2 m

terme ae transfondera en somme de termea de mbéme degré, do
aorte qu;li auffat de considérer le cas ou tous les termos

de A ent mGmc degré m : dans ce caj A sera appelé une forme

de degré m. (Observons que ai A,B dont des formes de degré
reapectift p,q »leur produit aatiafait a la loi AB=(-1) , BA
car 11 en est ainai lorsque A et B ae réduisent a un seul ter-
me , donc aussi, en vertu de la distributivité, dans le cas
général ). Evidemment toute forme A de degré m pourra étre

écrite aoua la forme A =) aii, , ,e- , la somma-
*e-*m 13 m

tion étant étendue a toutes les combinaisons de m indices
diatincta "W* p , 1 . et les coefficients a étant
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symétriques gauchea ( on dit aussi antisymétriques) par rap-

port a ceg iIndices, c’est-a-dire qu’une permutation paire

sur les m i1ndices ne change pas a, et qu“une permutation Im-

paire rennjce a par -a . Alors, en faisant la substitution

0] ~XZ ci() vv * on vo™ que les coefficients a se transfor—

ment comme des tenseurs covariants antisymétriques a m indi-

ces (les e. sont considérés comme des vecteurs contravari ants)
I y a donc identité entre les formes do degré m dans G et

les tenseurs covariants anti s™métriquos a m indices dans kn.

Soit Vp une variété a p dimensions dans kn - 17alge-
bre G(VJ est évidemment isomorphe a la sous—algebre de
G(kn) qui est evigendrée par 1 et par les éléments do VP ; on
particulier -éC T contient, a un facteur constant
(pcal aire )pres, un élément et un seul de degré p, a savoir

.- , Si les vi sont un systeme de vecteurs do base
de V ; on particulier, la condition nécessaire et suffisan-
te pour que les Vj soient iIndépendants , est que ce produilt
ne soit pas nul . Si on passe a d*autres vocteurs wiI=" ciIjVvi
1’on aura wi”™....wp — CcVvAVAL__,V , et la constante c

est le déterminant dos Cayg (on peut le vérifier , ou, ce
qui vaut mieux, prendre ceci comme définition dos détermi-
nants ).

Ainsi, a toute variété est attachée une forme
do degré p, bien definie a un facteur scalaire pres, et qui
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pout d’exprimer comme produit do p formes de degré 1 : une

telle forme s’appellera une forme complétement déconnosabl e
de degré p 5 les coefficients de cette forme, exprime3 au

moyen des éléments de base OK 012 eee<0ip * forment un syste-

me de coordonnées homogenes pour VP (pour le cas n = 4, p=3

ou , ce qui reviont au mCme, pour le cas dus droites dans

1 »espace projectit s trois dimensions, on retrouve ainsi les

coordonnées ditws pltickdériennes) ; ils satisiont a certaines

relations quadrutiaues qui ont été données par Grassmann,

Soient VP & W deux variétés, et A, B les formes

associées, du degrés r-s.ooctifs P. g » on pourra exprimer au

moyen de A, B, lus propriétés géométriques de V, T7
ple, le fTait que V

. Par exem-
contienne W sTexprimera par le fait que A
soit multiple de B ; A et B auront une

duite a 0 si

intersection non ré-

AB = O : SI au contraire, 1l’intersection do

Y,W se réduit a 0 , la forme AB correspond a la variétée a

p4-q dimensions o1 contient V ot W ; etc

2 .— Formes assocliées,

A toute forme de degré p, A, on associe (d’apres

Grassmann) une forme de degré n—-p par la régl e suivante?
Si d’abord, A se réduit a un terme egjeis---.o*p , on lui
associe une forme A = - 0_..0j_ ....es= , tello que

NI 7. Jn-p g
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AA* = 0102 on ; 1l est facile 3, voir que A* est dé-

terminée d"une maniére unique . Et 17on convient que la cor-

respondance ontre A et A** est linéailre : étant definie pour

la base de G, elle est donc définie pour tous les éléments

do G #

Il est naturel, puisque la définition du A fait

intervenir la base &i , que cette définition ne soit pas in-

variante par rapport a un changement de base . Il est fTacile

de trouver le groupe qui laisse invariante la correspondance

entre A et A™* . Tout d’abord, si A =1

= , A — e{ef ¢*-en
donc le groupe est unimodulaire . De plus, si x = XJjoi »
on a x/ = {H M ) ©Oi©O3*ee«xen <= donc Te 8roupe lai3Se Tn"

variante la force T a* . "Réciproquement, on veérifie par un

calcul facile que toute substitution orthogonale de détermi-

nant 1, laisse 1invariante la correspondance entre A et A «

La notion de forme associée permet donc d’exprimer les no-

tions de la géométrie euclidienne . En particulier* soit

VP une variété a p dimensions ; soit A

la forme correspon-

dante de degré p; par une substitution orthogonale qui amene

les p premiers vecteurs coordonnés a étre dans V™ , on voit

que A* n’est pas autre chose que la forme correspondant &

la variété V** P orthogonale a VP ; ce qui montre également

que la foime associé o a une fTorme completement decomposable

est compléetement décomposabio
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Xa correspondance entre forme et forme associée
prend un autre aspect si on iIntroduit 1llespace duel de k «
ctest-a-dire ] ’espace k* des formes linéaires dans k i
cette dualité s’exprime par 3e fait qu’a tout élément u de
kA et a tout élément x de k correspond un élément de k ,
(u .x) , a savoir la valeur de la forme u au point x#

Soit G 1»algéebre extérieure construil te sur I’(r’]\ ; on trou»
ve que 1’ensemble des formes de dee™é p dans G~ peut €étre
considoré comme 1’espace dual de 1’ensemble dgs Mormes de
degré p dans G (par exemple, a toute forme décomposable
T=wUe..eUp dans G et a toute forme décomposable

X = X X2,,...X dans G, on fera correspondre U)X égal au
déterminant des (uj,x") ; et cette fonction bilinéaire U,X)
sera étendue par linéarité a toutes les formes de degré p
dans G et G ) .

Notons que, de méme que les formes de degre p dans
G ne sont pas autre chose que les tenseurs covariants anti-
symétri nues a p iIndices dans k , les formes de degré p dans
G ne sont pas autre chose gque les tenseurs contravari ants
antisymé triques a p iIndices ; et (U,X) n’est pas autre
chose que le 7produit contracté” d’un tenseur covariant et
d’un tenseur contrave riant (tous deux antisymétriquesa a p
indices .

Liais, d’autre part, il y a également dualité, dans
G, entre les formes A do degré p et les formes B de degré
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n-p, cette dualité s"oxprimant par 3’e:.istence d’une fonction
bilinéaire (A,B) définio par AB = (A,B). e2....°n , Inva-
riante p~r le groupe des substi tutions unimodulaires sur les
ei , On en conclut qu’on peut établir, d’une maniere Invarian-
te par rtooort a ce méme groupe, une correspondance entre les
formes de degré p dans G et les fomes de degré n-p dans

G . Si maintenant, on établit d’une maniére arbitraire une
correspondance (ou pour mieux dire un 1iIsomorphisme) entre

kn et 1 ’éspace dual (ce qui se fera par le moyen d’une
forme bilinéaire B(x,y) , de déterminant non nul, qu’on se
donnera dans K11, et oui pourra par exemple étre déduite d’une
forme quadratiauo non dégénérée), on obtiendra une correspon-

dance entre fomes de degré p et formes de degré n-p dans

G, 1Invariante par un certain groupe de substitutions.

De la correspondance entre formes et formes associeées

Grassmann déduit une opération, dans G, qu’il appelle le

produi t régressit , Soient A, B deux fomes de degrés p# q]

si p+g \ n , on a AB = 0 . Mais considérons la forme
(A*xB * )™ = elle est de degré p+g-n ; c’est elle que Grass-
mann appelle le produit régressit . Pour p+gq = n , le pro-

duit proprement dit et le produit régressif existent tous
deux, et sont alors liés par une relation tres simple : si
AB = C'ei°95|4'0n’ c étant un élément de k, le produit ré-
gressif est c, £ général, les considérations ci-dessus sur

I espace dual (ou une vérification directe) montrent que
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J]'association entre deux formes et leur produit régressif

est i1nvariante par rapport au groupe des substitutions uni«
modulaires. Ceci permet de prévoir que le produit régressif
permet d’exprimer certains faits géométriques, en dualité
avec ceux qu’on exprime au moyen du produit extérieur . Par
exemple, si A et B sont les formes correspondant a deux va-
riétés VP W , le produit régressift s’annulera si V, W
sont contenues dans une méme variété a moins 4e n dimensions
et, s’il n’en est pas ainsi, ce produit sera la forme corres-
pondant a 1’intersection de V et W.

3. - Fermes différentielles

Sur une variéeté'différentiablen a n dimensions,
on considérera, on chaque point, 1’espace vectoriel a n
dimensions des différentielles en ce point . C’est un espace
ayant pour base, si l’on prend des coordonnées locales x ,
X .....X au voisinage d’un point de la variété, les dif-
férentielles dx, des coordonnées . Sur cet espace, oOn cons-
truit I ’algebre extérieure G : les formes de G sont les for-
mes différentielles extérieures sur la variété . Il y a , ici
encore , identité entre cos formes et les tenseurs covari ants
anti symé triques sur la variété , Une toile forme s’écrira:

A(X) = \ a, , * (X)) dx, ....dx< . Pour éviter des
) y 12-°°*p() 21 *p

difficultés treés serieuses, on supposera les coefficients
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a(x) deux fois continGment di fférenti ables .
Tout ce qui s été Tsi t plus liaut subsiste ici -
Tout d’abord, la notion de produit extérieur ; mais aussi la
notion de forme associée, des qu’on s’est donné une forme
quadratique différentielle non dégénérée (c’est-a-dire un
ds3 , mais quil n’a pas besoin d’étre défini positit ; par
exemple, en théorie électromagnéetique (équations de Maxwell)
intervient la notion de formes associées par rapport a la

) i 2 2 2 2 2
forme quadratique bien connue dx + dy + az - c¢c at ;

Ce qui Tait la nouveauté du calcul des formes djffé-—
rontiollos extéricures par rapport au calcul de Grsssmann,
c’est I ’opération do dérivation extérieure, iIntroduite en
analyse (scmbl o-t-11) par i1l.Cartan . Par définition, si 1’°on
a :

A=/ al |, , dx . dx. ... .dx,
L— 12* e« p 11 *2 p

les a étant contindment di fférenti sbles, on posera :

dA = y de. . . dx. dx. by - - AX .
1 2*"*p 1 2 p

da désignant la différentielle de a (qui est une forme de
degré 1 do 1’algebre G ). Si A est une forme de degré p, dA

on est une de degré p+l « Cette opération satisfait aux lois

suivantes :

1°— S1 A est une fTorme de degré 0, c’est-a-dire une fonc-
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tion f(xX) (contindment différentiablo), dA n’est autre puq
la difféerentielle ordinaire df (forme de degré 1).

3°- si A, B sont des formes de degrés respectifs p# q
pn a

d(AB) = dA.B + (=DP A.dB

comme on le vérifie immédiatement (et trivialement) a partir
de la définition

3°- Quel que soit A, on a d(dA) =0 . Ce théoreme
qu’on veériftie fTacilement, est au fond équivalent au théoreme

_152%1-: __£L§¥r qui est un cas particulier {celui ou A
'est de delgyré 0).

Réciproguement, ces trois propriétés, jointes a la
linéarité ( d(A+B) = dA + dB ) suffisent a déterminer en-
ti ereaaent | “opération d, comme on le voit immédiatement ;
par conséquent, cette opération possede une signification
invariante (indépendante du choix des coordonnées)é
C’est naturellement, ce qui en fait I’ Importance
Dans le cas ou A est une forme de degré 1 (ou, comme on dit
‘parfois aussi, une "forme de Pfaff"’, ou "expression de Pfaff')
on connaissait depuis longtemps le "covariant bilinéaire"” as-
socié a la forme, qui n’est autre quo la forme bilinéaire

formée avec les coefficients de dA : ce covariant joue un
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grand rdle dans les travaux de Frobenius . D’autre part,
Poincaré, dans son memoire ~Sur les résidus des iIntégrales
doubles”, avait écrit les équations qui expriment dA - 0 ;
mais | ’opération générale que nous deésignons par d appa-
ratt pour la premiere fois dans les travaux de M.Csrtan (ou
elle est généralement notée AT et non dA) . Il convient
de noter que cette opération n’est autre que la dérivation
tensorielle , pour les tenseurs covsrionts antisymétriques:
on sait, en effet, que Il’opération de dérivation tensorielle
qui ©&n général fait intervenir les ¢g,” de la forme quadra-
tique fondamentale, en est indépendante dans le cas particu-

lier dont il s’agit é

4. - Aspect intégral.

On peut se demander, réciproquement, étant donné
une forme A, s’il y a une forme B telle que dB = A .
D apres ce qui précede, il faut, pour quTil en soit ainsi,
que dA = 0 . Réciproquement, si d&=: 0 , on verifie sans au-
cune difficulté I’existence de B (qui s’obtiendra par des
quadratures) dans Te voisinage d’un point donné : on pourra
par exemple, procéder par récurrence suivant le nombre dos
variables (Cf. auspi les conférences ultérieures de H. Car-
tan, sur les systemes de Pfaff). On en déduit immédiatement

que st dA = 0, A peut Stre mis sous la forme dB , si 1°0n
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se trouve sur une variété simplement connexe, meéﬂ?k)rphe a
2’espace a n dimensions).
Co résultat est. étroitement lié su théoréme de Stokes

dd. lui aussi, a M.Gsrtan. Soit A une forme de degré p ;

soit V* une variété a p dimensions, c’est-a-dire une somme

(a coefficients entiers, ou méme plus généralement a coeffi-

cients dans le corps des nombres réels ou complexes) dTimages

continues, contindment différertiables, de simplexes euclidiens

alors, 1»intégrale de A sur Vp possede une valeur bien défi-

nie . Si 1’0n désigne par VP la frontiére d’une variéeté VP

(c’est-a-dire la somme algébrique dos frontieres des simplexes

composant VP ) le théoreme de Stokos s”™écrit e

*p+i vp+i
A étant une forme quelconque de degré pf une variété
a ptl dimensions ; le signe dépend de p et des conventions

faites pour l’orientation de la frontiére d’une variété

Il est clair que le théoréme sera démontré si on le démontre

pour un simplexo euclidien ; ot dans co cas

. il ne présente
pas de difficulté

59- Extension possible de la théorie.

De Rhum, dans sa theso et ses travaux ultérieurs, o
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mia on évidence une analogie trés profond© entre le calcul

dea formes différentielle« extérieure8 et celui

en topologia combinatoire

des variétés

Au produit dea formes correspond

T* Intersection des variétés . a la différentielle extérieure

correspond la frontiére et les regles formelles sur ces

epérations sont exactement les mémes si on fait correspondre

aux formes de degré p dans un espace a n dimensions, les va-

rietés a n-p dimensions

Lorsque p = n, on a , d’une part, les fomes de

degré n, qui ne sont pas autre chose que les éléments de

volume, c"est-a-dire les distributions de masse "réguliéres”

(possédant une densité continue) dans 1 ’espace étudié ;

dautre part, les variétés a 0O dimensions, au sen? de 18

topologie combinatoire, sont les sommes do points on nombre

fini, a coefficients réels, c’est-a-dire, l1e3 distributions

do masse concentrées en un nombre fini do point» . On
natt la notion qui

con-
embrasse ces deux -.la comme cas particu-

liers : c’est la notion de mesure de Radon , (sur la droite
c’est la notion d’élément d’intégrale de Stieljes).

On peut conjecturer qu’il y a de méme, dans le cas
général, une notion embrassant a la fois celle de forme a p

dimensions et celle de variété a n-p dimensions . Cette

notion n"a pas encore éeté trouvée ; mais du moins,

I analo-—
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¢Je entra formes et variétés a deja conduit a des réesultats
remarquables ; ceux-ci sont esquissés d’une maniere treés

claire dans la conférence de de Rham , citée ci-dessous,

et a laquelle Je renvoie pour cette question
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