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On appelle algébrique tout noml»re qui est
racine d’une équation a coefficients entiers . Tout nombre
qui n*eat pae algébrique eet appelé traneoendant |,

existence (et autel une ndthode de oonatruetlon) dee nom-
bree transoendanta a ¢é té montrée trés simplement par Oentor
N 1674» lorsqu'il s démontré que | vsneemble des nombres
slgébrliquss est dénombrsbls tandis que I*ensemble des nom*
bres réels s une puissance aupérlsure au dénombrsbls
Msls déja auparavant, ilouvills (z ) sn 1644 aralt construit
effsotlTsoent dss nombres transcendants a | valde ds Isur
développement sn fraction continus , Sn 1873» Hermite
s démontré que s* était transcendant si s est rationnel.
Snsuite LIndemann i e n 1882 étend ce résultat a toute
Teleur algébrique ds i m Donc n est aussi transcendant,
sinon en*7 *1 le ssralt . Hllbert ~5™ a posé slors
en 1900, le probleme suivant s

s étant un nombre slgébriqus dlstlnot ds O
et de 1 , et b un nombre elgébrlque irrationnel 9 s™ est-
11 transcendant ? le démonstrstlon sn s été donnés sn 1034
P& Gelfond et peu de temps epres par Aobnelder ™™ (oe
dernier se besent sur une i1dée que des IttaS siegel avait
appliqué eux fonctions ds Bssssl

al |1 ’on désigne per B(x) le fonction
V (;&)® /* 73n ,

O 15~/ qul aussi l'équetlon dlIfféren>



tiell©os B' -f 1 B~ + B* O, «t a étant un Boabrt

algébrique non nul, B(a) aat trsnseenasnt et est algébri-

quement Indépendant de B*(a) . Sn particulier» le raleur
de la fraction continue i 1 1 __. rl 1X feee

*

a u
est transcendant« pour z 1 a car cette raleur aat
Mo 2 _
o> = . De méne, lea racines de B(Xx) »O0 sont

(fis
aussi des nombres transosndanta |, Sn 1936» Schneider a
montre (9) que la raleur 4s toute intégrale elliptique ds
premiére et dsuxléms espece, a coefficients slgébriquss,
priss entre des limites slgébrlguss eat transcendante si
2?Iintégrale Indéfinis correspondante ne ss réduit psg a
uns fonction algébrique . Sa particulier, la périmetre
dwns ellipse aat un nombre transcendant, al lea «xss 4s
1»ellipse sont algébriques , Owsst os tbéorems que nous al-

lons maintenant démontrer

Soit jr m J—p(x) . ou P(x) eat un polpnSm«
du quatrlems degré sans racines multiples et R(X,y) uns
fonction rationnelle queleonqus , £a surfaos ds Rismsnn cor-

respondante s deux feuillets et quatre points ds rsmliflos-

tlon . on appsllsrs alors slllptlqus 1fintégral ©/ R(x,y) da
O

prise Is long dwns courbe C tracée sur |Is surface ds
Rlemann J au rolslnage”™d’un pSls 4s 1s fraction rationnelle

t on psut dérsloppsr |jr sa sérls ds Taylsr sn

1 1
s £ " 7 VISTF e o* 2 est “n «e «»»Ifio.tlon



LTintégration L R(x#jr) dx paat alors Introdulre daa

logarlthmaa . Sana ea ose, 19Intégrale aat dits ds trolslems
espece . Dans le osa contraire, l'intégrais sst dits ds dsu-
siéme ou ds premiere espece fulvsnt qu’elle s dss polss ou
non . Supposons le poljmSms P(x) # cosalo lents sigébri-

quée ds nméne que Is fraction rationnelle RCojr) , et 1*in-

tégrale \] R(*»y) dx ds lére ou 2-€iee espece , Ls théoreas
qus nous sllons déoontrsr s'énonce alors s

Theorftas
f
La valeur A/ dx . l'intégrais étant

PP
prise le long d*une sourte traoés sur la surfass ds tlf « «

sst tranaosndants si Iss nombres c¢/-, o0 ssnt sigébriquss
Le théoreme reste vrai si # o'set-
a dirs si O est uns courbe fermés , a condition toutefois

qus O ns puisse %rs ramené a un point par déférmatlon
continue aur la surface de Slamami ,, Ainsi la longueur du

périmetre d'une olllpee de demi-axes A et B est
Al

Uns transformation bl—+ationnai 1ls ramene la
courbe aT —~ *(ar) a la foxme N« 4 X3 - g2 X - g3 # et
si Iss coefficients ds P(x) sont slgébrliguss . 11 an aat

de méne de ceux de la tranafezaatloa st ds §2 st 93



Poeona alors A (x) mj ~ st - ~ ()

L'Intégral* la plue général» ds lére et da Tieme espeéce peul
alora se mettra aoua la forme 1 3j(x) + B ~(*) ¢ 8(2,7)
ou A at B sont daa constantes at 4 (2,7) wuna fraction

rationnelle . Sl lee coefficient® da P(x) et da fTt(x#y)

aont algébriques, a et B et ceux da S(x,j) la aaront
auael . 1l suffit dono de démontrer le théoreme pour lein—
tégrala I/I ft-ft.>* dx o Xy s Xy, s , b étmt

7

algébriques
Posons C/% No» ot , alora x “ —p(t)
y » /J»(t) at a‘(*) * J!(t) dt = = N (t)

( t(t) at (t) aont lea fonctions introduites psr WSiera-

trsss dsns 1*étude des fsnstlons elliptiquea)

Soit encore X} » -r (t ), \ * H %)
elon X .
»|] *~ as=alg— )-5" S
.1 . . . .

Dfsignons maintenant par 4(t) la fonction at = b "™ (1)

e* Po»on» - s - *} - y3 - "Myl Lz - *3) -

Le théoreme d'aAAltlon de la fonetloa 1 [t) Sonne s

$(tj - $*,) -fo(tpe ¢ (tg)
g 2P Ay
ot f£» q (*0) = E! * *z

* *I ~ *z



Or Sj étant algébriquee, il an aat da nBhre da

Yis 1L at par auita da | ’expression g— ;IL + %\ .

loua allons démontrer la théoreme da schneider par l1*absurde
an 8uppoaant qg(*0) algébrique ,, 3faprea le théoréeme d*ed—
dition pour la fonction ,p (t) , on voit alors que ™ (tQ
et per euite sp *(t_ ) . eet algébrique, de eorte que lee

aept quantitée a, b, J (tQ g {t ¥ aont toutes

algébriquee , Oee quantitée déterminent un corpe elgdbrique

K et noua déelgnerone par <= eon degré . Soient X, ...Ka

lea m corpe conjuguée de K, 31 ~ eet un nombre elgébrl—

que quelconque de K aéra la aonjugué de > dans le
corpe L , Houe déelgnone par la notataen 4 la plua
grande des quanti téa &=1,2,,..fs « On dit que

jui eat un entier algébrique a9ll aat racine d’une aquetlen
h. coefficients entiera , le coefficient du terne de plua
h.aut degré étant 1 . On démontre que la aonme et le pro-
duit de deux entiers algébriques eat encore un entier al-
gébrique , et dans tout corpe K de degré = t il exiate
au moins un ayatéeme Ny, de s entiers algébriques

tels que tout entier elgébrique ~ de x pulaae se mettre
aoua la forme “FL /NL FC Feee + Fe A e Fe* *] Feee

étant daa entiera ratlounela déterminée unlToquement

Per . @G ayateme s’appelle une beee dee entier© de K,

Dana la suite, noue déelgnerone per a,f e
A I3



o, ».a. des entiers rationnais poaitlfa dépendant unique-
ment du oorpe 1 , Avant de commencer la démonatratlon du

théoréeme de Schneider, noua allone montrer le lemme suilvant

£ » o 21
Soient (k*1 .2 ... .m)
2»1
m formes a 2m variable«x x 2 , lea N étant dea entles
d*un corps =z tale que [ - A , a étant un entier ra-

tionnel poeltlf . XI existe alore une solution dee équations

y» * 0 {k=1,S,..#m) en entiers X J -.... non tous
nuls du corps K . et 1l,on a arTT ~ O m A

Soit d’abord K le corps dea nombrae ration-
nels, alors Iss entiers N et s/N sont des entiers

ordinaires . Soit g un sntlsr rationnel quelconque et

donnons a XjJ,---, les veleurs O. - 1 g :

on obtient elnel (Sg 1) systemes e - dif-
férents . Les nombres yj,..., oorreepondants sont en-—
tiers et 1 "on s c gl>-

1vkl1~-/7 Kk ~I1* ~2mAdg

Iz 1 GGm Ag + 1) systemes ds nombres entier« Xi,e..

ym différents, qui Vsrifleixt osa inégalités # Si alors

Gg + D2* > (am A g &1)* 11y s dtux systemes
**2a *' *eeex*'z3x  différents donnent le méme systéme
*1 _... entiers * *H * *E ( *E-F»o_.2m)
na sont pas tous nuls et vérifiant la ayattma O X

«=7 ke *



st de plus Isn| 4 s g , Jsh prencnt alors g * mA
en s Mon Cb A#1)2" > Ass XK +1)B st le
lesene sst démontré avec la constants S = 2 »

Sens le cas général, nous déslgnsrons par

2 uns base des entiers du eorps K . Alors

*1 m  *-e.irw T+ eee + ¥L - [*] oS » ;.1 »eee*
étant dss entiers rstlonnsls , Lms quanti tés £/ "

sont dss sntlsrs algébriques ds | , on s sussi

z4>* “ WV f.t.1 A» +*"H4 e kN .r.. [*e

les NOrOI »e*-5 ak™ r s étant des sntlsrs rationnais.

On s dono
2a 2m a (S

le, Z — sk.™,r.u o /™m
£*1 £=1 r*1 u*l

fin écrivant slors = O (k=l.... ,sa) on obtient Is systeme

ijil;:_lfc""'*"_' (@1::-.-.9%))

ds nma équations a 2ns inconnues r sntlsrs ration-
nels , D'aprés 0os que nous venons ds voir, on peut détermi-
ner un *y8téms ds solutions non totates nuliss tsllss que

¥ *ri"2nms A ( (2 étant Is plus grand dss sntlsrs

| ak, £>r,u| = °r 5 désignent Iss conjugués
*e N~ » /if dana Is oorps , on s sussi t
< h) )

k.« / " VAT IA» +— ¢ mk.é.



aroro h * 1, _...e e e
On s slinsl s dqustlons a o In%%nnuso s<. / s X
. ..
rom at la détsrmlnsnt I aat r O .
Laa aw r _ ,, a<int dona doo forao* linéaires dont loo

©

eoofflolonts ns dépendent que do K , doo qusntltdo u ~ *
st psr sulto A] * o> A . Mous srons dono p~ SMOgA
ot psr sulto a Ix~ 1~ m a

Reprenons Iss sspt nasbraa a. b, © ,

N (@) , M*0) - g{tQ} qui déterminent la aarpo K do

dogré s . tooong /» 18 1 . Soit n un entier pool-
tlt dirilslblo par - houa poaarona % mr at
= h , da oorto quo 1wn o s/r * ® . {tQ) oot un

nombro algébrique fInlt dvepreo oa définition . Goama
aat un polo do y () t tWQ n"oot paa une période da |J'(D,
91 parmi laa multiples do lo (to , StQ.... 8 /»0 . 12 Yy
o dea périodes, dcslsmons par g |I’entier la plua petit

tol quo g t oalt période . Toutes loo périodes faisant

partie doo quantités t  ..... s/t oont eloro ami tipleo

do g % .0r g —a t 1l y e done su molns £ quanti téa
—---u”™ multlploo do % qui ns sont paa pérlodoo ot

per oonoéquont oont finios . Désignons por u [7un« quoi™

conque de ooo roleuro u™».._*u™ .

«Of(n) , q(u) oont sloro doo nombres



ds K . (u) et . '"(u) sont en effet des fonctions ra-

tionnelles de J?2 (t0) , x *{t0) . % »  D*autre part,

la fonction g(t) a le théoréme d9eddltlon suivant |

PR G L

qui montre que q(u) est eutal un nombre du corps K .
Considérons les * h produite ™~ A{t) qJd (t)

(* = 0,1,.,,n-1) et désignons lea par {t ) fh[t) ;

f(t) sera I'un queloonque d'entre eux . Meus silons déter-

miner h entiers algébriques (° de t tels que Is fonc-

tion y (t) H(1 fj(t) +...+ PN % {t) slt une racine
d'ordre r au moins en oheeun des points t*uj,...,u
Il fsut pour cele que <f~ (t) = (t) +.. t)
AAL ,
s'annule pour t * u et **0,1,...,r-12 , ( f (t) dé-
signe Is dérivés v leme de f(t) par rapporta t) . on a
r équations homogenes pour déterminer les h * Zr™ en-
tiers fI"***" Tk on P°urrs appliquer le lemme
v). .
Les z (u; Bont dss nombres du oorps T , mais ne sont
f entiers pea néoeeaalrementfelgébriquee . Bn effet, l'on a
V S ——— Jar) m («) '
- s | , K »
VAN 15 SRR L O N (] lt)" i Vi
ol A * >

Or g»(t) «a+h| (t) ,11 suffit dono d'avoir lee déri-
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vaes sucesslveg de y(%) Daaontrone par raeurrtnox gu©
T (sS{4! =z 7 Y (*) it A{%)
2 « +3Fi+4X**g+2Z a
o*x 2 | > V1 e b» relation est vraie si g*0

Supposons la. ?rsie Jasqa'a la valeur g = en Aaérirant «t

on remplacant N () par (6 (t) - ) on obtient s

1(*-»1) \T S At .* rrﬁ:f(h J—l(t¥ +(t,f’H I(t)(GAS (t)/E>j

\Vins /S
“f A (-—) 7~ 21 7~ >*1()
i— 1w *1 2 1 3
area 2 2 hr3/Ma + 4 =3 + 3/ ¢ 4/7¢ 1T « (g-M) ¢+ 2
o | = / 1«

| Of siz* " | MY

4 f <3*+3/vM,y)EDar 4 S(*+I1>(9«)*™ [s(g+tl)]S+1
Ri
Gatta faxnula montre qua f (u) aat un

uoabra algébrique du oorpa K

S'sutra part, al aat un antlar rationnai
positif tel que o™a , 0™ . <« *2 _ o0 ~Mu) . = r\M»),
2 ® H o

bR
®&q((») aolant toua entiera algébriques du oorpa K (u*u3

ee*f N *e «oOrtra @ *** aat un antlar du oorpa
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K 9 en effet « ¢/»eV ~ g+l _ »e méme le noabrt 0 fV A u i

atra un entier Au oorpa K . Xx nombra
t1*>(«) 02-I+1+—-+eAc+I+I>I+I+--+V +1

eat dono entier elgébrique du oorpa K *

Or a + 1 ¢ bHh o Ve TN+ po N~ = + fIN

dono 0 dY@U) est entier du oorpe K . D autre pert
les nombrea A (Uu) t N*GE) e y= < étant donnée, on peut
dono écrire Le>™ (u)| -~ (®*)* » oar N | a<HA* CSgi'"9
et €elSsY ™ {f+1 # et de méne (w| ™ (#*)*-

et per eulte s

I «v 1 1 / (0] ~ \>42i
L Wl » CAe<>) (0 W) o3

en effet Y\ oMo« (A+ (D)~ et « v
o lee *\/

Se méne on a s

I 1(V.(») | A <04 *)n
en effet VvV N r et n* vza2/r
L ) (o) . .. V48B
gn multiplient elora lee fonction®© (t) per on

pourra appliquer le laauae et on eura dee entiera f. »=.. 1
tele qQue s

_ 3
If1 ~ °i r I (o r)2

Imm fonctions G (%> ainsi fkit--
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na pauTant paa Stra ldantlquamant nullae. alnon on aurait
una ralatlon algébrique antra Jj-(v) at q(tv) oa qui aat
Impossible, q(t) n*étant paa una fonction doublornant pé—

rlodlqua ,

Houe alloua maintenant démontrer a l*alde da

| fintégrale da Oauchy. qua | 'on peut oholalr n t o*aat-4—

dira auaal r > assez grand pour qua .all <t (t) admet la
raolna n arto lsordrt da wultipllolté \V AV , alla ad—
mette ***** _amm raalna srce 3»ordrt > 1 . Oaol ontrai-

nara qua la fonotlon te (t) aat ldantlquamant nulla. d*ou
la contradiction cberohéo. qui na paut Stro larda qutan fai-
sant 1fhypothése gm I*una au nmoina daa aapt quantité» a. b.

31 | (o™ e T (%> - 4(t0O) aat tranaoanlant#

Noua supposerons dono dona la aulta » v m
Gome INV*(u) « +..¢ T ( n )

loa limitationa préoédentee noua donnant

<lj VT(»)TIL h «jri (O’\I’jl_ (2n) G») o3 " o0- \?3V>
n effet > 4 ot # On a de
S : 1" >2n o))" 71 / ao
mome le| ) ( )(«) ] . ./

3olt alora O la oourba forafa aulranta s

on ooneldére dana la plan daa t ooaplasaa, la oarlla
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aur laquair |t = ng , Soit dveutra part, 6-.la modula da
la plua patita péfrlode da | () at conatruiaona autour da
obaqua pSle da ~ () coanae centra un oerole da rayon ¢

3

Oea aarolaa J seront deux a deux aana point oonavn

O aera la oourba foxaéa par laa aroa da JI extérieurs aux
aarolaa ) s complétée chaque foia par le plua pati t dea
deux aras déooupée par r ”~dans un cercla r . O aat tout
entiere dana la région -6 —U 5 4 [0 m \? + 3 —~

aa longueur eat inférdieure a v . zn » et la dietance
dea pointa da O aux pSlaa de 7~ (© eet aupérleuro ou
egale a £ . De plua ~ () étant périodique» aur toute
la oourba O , on aura J t) | o™ , et come
|

g*(t) * a +rb /(1Y) , ONn a aussi aur Os |Jq®] ¢ enr>"
ddiln, le nombre dea polea de j' (t) Intérieure I O
est Inférieur a 09

Béalgnone par Q(t) at S(t) Ilea polynbmes
sulvants : <D »u’\u (t - UE)O «la produit étant
eétendu a toutes laa valeur® e. , sauf a I»une

d*entre ellea u t Rt) * T (t = ot)3® 9 N preaent

toutes lea valeure iIntérieures a O pour leaquellee (v)

a un pole , La fonction s
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N %) . Y
(t-w)V Q(D)
aat alora holosorpht dana O , al noua auppoeona n SSSSS
grand pour qua tout laa pointa U ,,.., Up soient Inté-
rieurs a 0O . Sn affat () * & (D) qr o) a pour
t = ot un p6la d*ordre 3N N3 n , deno (@@ () s
pour t « un pole afordre inférieur a 3n . D*autre

part, pour t m u® eeeey YN | < (D a une raelna d*ordre

\V4 - I"intégrale de Oauehj donne
u <») -_ K f WU «»
T 31N Je. *~n

et par aulta

Wwyu) | —~ — . n e £~7 6 max 1— |
H)() - £t 7 '

Or aur O s
1 3V 1 a
|(c (t) rfl (& ¥5)” L S g Vi (=4v)ir c? <oe<?)
I 1
'|*<t)] ! <010 Vv } o

[(ew™ " a(gy £ (=)

SI nous supposons n sssss grand pour que la diotsnee da

o au plus proolis dea points ttn,..,uf aolt plua grande
1 L

que la moitié du rayon v/ de T . an tenant alors

eompte ds o0s qus n ™ \NU -ty il vient t



B W] * oiav’

Or on développant T(t) on aérlo do Taylor autour do

t au qui oat raolno d*ordro v , on a s

Cf{t) At O, () + ...

donc

w@® - aillislLul « (t-u) r ]

'@, V; J

-t , 1»)
o R(») H "<

i ©@=>i- « 11N 7.?2>(»>
Mais v J = v *  jre@w)] ™ Ojg oar laa u™ ,...,u0 aont
doa oonatantaa ; ot y(w] a ois oar 11 n«y a qu’un

nombre borné do poles <« dana lo voisinage da la Talaur u (

Nous avons donc s

t*) .9 2 t# - 4)V

,I‘( (MK &4 v »
ot par aulto |[1’entier algébrique o™M*1 (u) oat toi
tRox ok » kiu {") / _V . Iév
|°2 — <*>I 4 °1s 9 a

Su combinant ootto Inégalité avec celle obtenue préoédemment
pour les conjugués do oot entier, on obtient

*

(“<.Ifé\+rw _I_(»)Iu )p (;V jVv 33> Oi(é) y
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oar € > 18 a , N (1) désignant la norme du nombre a
c'est-a-dire le produit de a par toue aea conjuguée
La norme d'un entier algébrique eet un entier ordintf re ,

qui ne peut Stre nul que ei le nombre algébrique l*eat lui—

ménme . Or el l'on ofcolait n eeees grand pour que r >o16
I'inégalité obtenue montre que pour tout NN en a
0
\& .« 7 (~J .
e16 \V, 1 , donc lp (u) J—o » d9ou le oontredlo-

tion annoncée ,
Sn pertieulerieent lea valeurs dee eonetentee

dane l1*intégréle étudiée, ofc obtient divers résultats

Prenons par exemple er ittt b>» O, tQ* » , ©CO étant
une période de la fonction J1(t) dont lee invariants
g3 sont algébriques , ~ étant auppoeé non période, ™ (—)

eat racine de 1»équation r —qg«* —g3 = O 9 dono eet
algébrique, et gr'( W) * O. Il en résulte que (( ~8- )=
eat transcendent -

Le méthode précédente permet égelement de
démontrer le théoreme suivant : Soient (t) et ™ (1)
lee fenctlona de Weleretrees correspondant au» invariante
algébrlquoe «a - e *3 * de plus, supposons
| (V) et — (t) clgébri guenont indépendante (o'eet-
dire 11 ngexiste aucune reletlon algébrique a coe”™floiente

conatant» entre ™ (t) et J (©v) qui colt ldentiquement
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nulla) . ar alora t aat una valeur quelconque . non pé-
rloda da ~ (©) , ni da ™ (© , I*una au moine daa quanti-
téa ~ (t0) et " (tO) aat tranacandanta ,
On fara jouer, dans la démonetretlon précéden-
te, a le fonction J () le réle de q(t) . Ooneldéxona
alara la fonction modulelre 3

2
§/o 1 ST «a
d5 fd étant laa i1nvariants d“une fonotion ~ () pour

co
s * é.l # 60 «t 7 étant deux périodes A« " (b

Com

Si a>* — aat algébrique* J(a) aat algébrique al a
01
eat une 1irretionnel ité du Seme degré » et J(a) eat trana-
cendent al la deicré de a dépeaae a . In effet, aoit
un nombre algébrique quelconque, posons gt =1 |,
g « Vi—1 . g et g aont donc algébriques . 91 ~
® * 37 1
et N eent deux périodea de la fonotion ~ () oorraa-
coa
pondante, on aura Jo * J . Supposons —— non lrré-
el
tlonnel du Seme degré et aoit O « p@2.v) . N (M et
“" () aont algébriquement Indépendente, eer t—022 n"est
d il

ni retlonnel, ni irretionnel du Seme degré, et on a

omm (O tt — CoO

«S* (— > S «a “ |~ *  «a
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th «E 1 la,/ax'iir " fil

Donc si T est algébrique , 11 en eet de menme pour t23 et
1
CO « -
d., , Prenons tQ* —— , alors N (tQ) eet algébrique
et N (tQ = (—-) I*eet eues! , 11 y e donc contredis—
co.

tlon qui montre que « S eet traneCendant |,

On retxouTcrelt aussi par la méne méthode lee

réeultete ds HeTraite et de llIndeaann . a étant un nombre
algébrique, el e ételt ©gaiement elgébricue, 11 en eerelt
alnel de e®* et de toutee lee dérl*réee de e e* pour

t = 1» n 9 ... ; et toutes oee re leurs appartien-
draient eu eerpe contenant e et a . Bn prenant lee
fonctions t et e** eu lieu de N () et qg(t) on ob-

tient le oontredlotien cherchée

fonetiona de B189BI (8)
Pane le méthode précédente la propriété earae—
téri atigua eet le théoreme d’addition de le fonction ¢ (V)

Pane lee recherches suivantes, on oonsldéere dee fonctions

entiéres B(x) veérifient une équetlon différentielle 2i—
néaire dont lee coefficients eont dee polynSmes en X , Is
dé-rsloppement de I(x) « ¢ + o, ¢£ JfL ¢

1 nT

eyant lee trole proprldtée suivantes s

nombres sQ Bj,,..* ca sont rationnels
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2°) plus petit oowiun dénominateur de O cte o=
°’m reste en raleur abaolue inférieur a (™} ou £ > O
3°) ile numérateur de c¢cn reste en releur absolus

inférieur a fnj)»

ex sst- une fonction 3fx) . De méme la fonc-

ti OXi

J -+ —2—+ - ¢ '

o *~  A{A*D) A(A+]D), . . (A+N)

pour rationnel et différent d’un anMer cégatii ou nul

Il en aat encore «inai de la fonction s
Xle-1ii-S)A*-*«3Ct » , +1r * +
X (i-t)*K*1 fit * 1o
aga(M).,.(K+n-1) X>>
— A(A+D .. (A+N-]) Nnj

et A rationnels et non entiers uogstlf ou nul #

pour K
£nfln la fonction s
-A L% M .
ro(¢td (f ) »A* -\ — L-ai__ (i)an

— A+1}... (A+tN)N* 2
s*0O

pour a rationnel non entier négatif , eat encore une fonc-

tion 3(x) . B (¥) est ici la fonction de Bessal rérilflant
I'équatsion diffé rentielle : 3 « (X) 1 ® *(*)+(1-1L.)B (X)
* O.

Moua aliéna donner |’idée générale de la mtf-
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thode dana le cea particulier da la fonotlon

B(X) « *gx) « N>

/ (n*)s S
Nn=o
«t | >sppliqguer au nomor© 'H>» = t a étant algébrl—
Bf (a)
g*e -
tomona lea 11 produita f_(x) = Bf (*)»ee

o KGO W W B*k-k() , ...» () - BATEX)

Oes prodults Teériiient un ayaténa différentiel du premiar

ordra linealre . *n effet
*fk(x) * (k-1) Bk™ B,Ix~kK#1+ (li-k) (-B-1B")
dono s
k) - (k-1) K jOO - HIO) *k+1<X) - ik
flolent aloro Pa(x),. ..,Pfc(x) , © polynSmea en x *
ooefflolenta «atiera , poaona i
X(X) - gj(») i (x) + ... + dgfe(») ~h(x)
Alora 3 — -
I»(X) «2. Pfk(x) *k(x) ¢ * (> *Tk(*i
k*1 L N
et par aulte
X I»(*) « QI<*> *ji(*> ¢ eee <t(*)
lea G (x) , ...» Q,\}(X) étant anoore dea polynSmea en X
>
a ooefflolenta antiera . XTonératlon x H- transforme dono

dx
1>» (%) an une expreaalon du nmema typa g et de plua, al L(x)
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a une raolne d*ordre r pour x»0 , 11 en aere de nméne
pour | ,expreeelon obtenue par l1*applloatl on de l1Topération
« A -

cec

Supposons alore lee polynSmea F~(z) . ,,,
K (x) de degreé an—3+ , les ooefflolente étant dee Inconnues
1>»>(X) est alors uns forme linéaire Homogene en oee 2nb in-
connues . Oherohoas a lee d<Sterminer de fycon que le déve-

loppement de 1(») en série de Taylor oomroenoe par un teiae

en Jt*1 ; C*eat-a«xdlre que les ooefflolents ds ,

X eont nuls, ou encore que 1 (x) a pour * = O une
reolne d’ordre lin . Nous aurona dono nli équetlone IlIlnéal—
et homogfenee pour déterminer les ooefflolents de (*)»...

™) e Le développestent de B(X) ayant dea coefflelente
rationnels, oee égquations auront dee ooefflolenta rationnels.
Jon oaloulsnt dee bornea pour lee plus petits commune dénoml—
nateurs et pour lee numérateurs de oee coefficients , on
pourrs appliquer le lemme qui foumlrs en Méme temps une
borne eupérleure pour les ooefflolents eherehés dee poly-

nomes Pl(X) .o .

«1 siors le nombre b = -0l ui eet alsréferl-
B* (>
4% e N déterminent un corps algébrique K . on eurs
iIN(s) » S) t dono le nombre

iaiad K«) « Pa(s) + b Pa(a) + ...¢ bh"X Pk(s)
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est algébrique et appartient a X , 3n général, ee nombre
ne aera paa entier Au corps K . Or» soit o0 un entier ra-
tionnel tel que oa et ob aolent entiers algébriques

Le nombre ** OSn+11-S L(e) eet alors entier

algébrique , Pn remplacant L(a) par son développement qui
commence par un terne en r® on peut montrer que le nombre
c* devient trées petit si h et n sont assez grands »
Sn calculant encore dea bornes pour les valeurs abaoluss
dea conjugués ds Vv on pourra démontrer que pour h et
n suffisammsnt grands jN( }| 1 ,donc ~ m 0 et
I»(s) =m0

31 1’0on peut slors montrer que 1I°on peut
construire une fonction L(X)____quil n*s paa la raclns
X « 1 . on aura une contradiction . G"est la la difficulté
principale ds la démonstration . Le principe ds ostts demons-—
trstion sat la suivant 8§

On calculera les sxpressions 1

XTri®) - j(z) *j(*) ree.+ (>
ou I»(*)(X) est la dérivée r ikss ds L(X) . Pes F?,*.*(x)
(k*It<,,k) sont daa polymomes an Xx a eoefficlents entiers
pour la valeur abaolue desquels on peut calculer desa bornasa
supérieures , 3gdit alora A X * |7 |,@QW® le détermi-
nant formé par les coefficients T. w(2) (k=1_._,._,b) dss

fonctions T (X) dans & expressions X*N (9
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( -t=1,...tIX) dl*iérentes . A (X) eat un polyndme on

X et on peut montrer que | wvon peut trouver doa r» tala

que A((s) MO ; Il y a donc au moins une txprtaaion
(M) {x) qui n*est paa nulle pour X * a et o*oat

a cette expression que I|I’on fer* jouer le rOlo do I(x) do
tout a | heure ,
On déduit de oe théoreme que pour tout

X jcO algébrique, la érection continue s

« »21\
X 4 1—————10 t———14—a. b1 —1e. .. 0» - 01—
eax ' 3% BN 0 24 o« (SIL)

eat transeendante ,

Pour étudier la tranaoondanca de B{<& il
faut généraliser la probléme . On montrera que laa nombres
B(a) et BTf(a) sont algébriguement Ibdépendanjfca
dire quvll n*existe aucune équation a coeffl clanta rfelUon-
nel & entre B(a) et p*(a) , Sn particulier B(a) eat
transcendant .

, owveat -a
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