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0& 4ésfgner» 4sns ee qui aul t par k un corps algé-

%#lque Termé de caractéristique O et par CAD une algebre de

Xle sur k.

Rappelons qu’on appelle représentation de une ho**

moniorDhie do <J? avec une al gebre de Lie composée de transie*"
ieti ons linéaires d’un espace linéaire

YifC par rapport a k

s’opr-elle espace de représentation ; sa dimensions™ appel «

le dejrré de la représentation

7* étant un élément de JfC , nous désignerons en

général par X & [17élément qui s’en déduit par application

de lu transformation linéaire qui correspond a I’élément X

de c/fc =« autrement dit, nous donnons le méme nom eux éléments

de et aux transformations linéaires qui leur corresponden

Si on choisit dans YIC une base minima,
formations linéaires de

les trans-
AL se représentent par des matrices
et on obtient une représentation de (]1 par des matrices .

L ’ensemble ffa des éléments x *Ip qui sont repré-

sentés par la transformation 0 constitue une sous-algébre
invariante de <fP . On dit que B

ou toute partie de B

, ou tout élément de

, est annul é par la représentation™ «

siB = 160 , 1a représentation est dite fidéle.

Dais le cas général, la représentation fournit une représen-
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tation fidelo doA
Un sous-espaco IV «e KIC ost ait
tout X £Jb , ona x 70CVt. 11 en est notamment ainsi ai

pour tout X t K _.o» a X K =H ®uquel DB AN sit ,US
tl ou tout élément ae It. est annulf par la représentation .

L"espace ae représentation 11l (ou
elle-méme) est dire

Invariant 3l .pour

la représentation

irréductible s’il n’y a pas d"autre sous-
espaces 1iInvariants que \0”" et 7*0

Yt, étant un sous-espaoo Invariant, et /

sont évidemment de nouveaux espaces ae représentation . On

YLO= \ O*CTC
invariants tels

aémontre qu’on peut toujours choisir une chaTtne
yr |, n — Yfi, de sous-espaces

gue "les espaces Ytj+i soient irréductibles

reme de Jordan-Eol der s’applique a ces chaines : deux d entre

. Le théo-

elles ont la méme Qlongueur h

TE

et les espaces quotients

qu’elles fournissent sont les mémes, a l’ordre

prés .

L ’espace de représentation ~YW (ou la représenta

tien elle-méme) est dite completement réductible si T/l est

une somme directe de sous-espaces invariants irréductibles

Il est facile de voir que la condition nécessaire et suffi-

sante pour qu"il en soit ainsi est gu"a tout sous-espace in-

variant YU on puisse en faire correspondre un autre YL tel
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que M = yto te

Théoreme 1

soit yt la plus grande sous algébre invariante ré-

soluble de JO . et soit JT I'algobre dérlvée _de Jt .

Toute représentation 1lrréducti Fle de Y0 annule c .
En effet, X. étant résoluble , il existe dans [1IC

un vecteur e* tel que . pour tout E t _ . on ait

'IEI\ é*o = XH %“ ou X'|I_T est une fonction de H a valeurs dans

K . Soit N 1*espace engendré par les vecteurs e joui 8*

38nt de la propriété suivante : il existe pour chacun d’eux

un entier N tel que
(E- XH) N = 0
On voit facilement que est invariant : donc T .

Si d est la dimension de Tﬂ_. la trace de la transforma-

tion linéaire fournie par E est donc d E ° °r cette

trace est nulle si E 6 : on a, dans ce cas, AN —O0

| ’espace I j des éléments de I/t gui sont annulés par

tous les éléments de A étant évidemment invariant
et contenant e’(‘) , on a '&= L » ce gui démontre le
théoréme

Il en résulte que, sMI existe une représentation
fidéele complétement réductible de A ,on aHn A" = {o0o}1

A . est somme directe de A '. Qui est semi-simple, et d*une
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algébre comrautative, dont les éléments sont bailleurs repré-
sentés par des multiples de la transformation unité (Gartan).
Ceci démontre. en particulier, le théoréme de Jecobson énoncé

dans 1Texposé procedent

Inversement, une algebre qui est somme directe d’une

algebre semi-simple et d’une algebre commutative admet évidem -
ment des représentations fideéles completement réductibles
Mais en général, elle admet aussi des représentations non com-

pletemont réductibles

Par contre, nous allons maintenant démontrer le théo-

reme suivant

Théoreme S .

Toute représentation d’une algébre aemi-aimple est

complétement réducti ole
étant un espace de représentation ae Jt . choi-

sissons une base minima (Xj, X~ ... Xr ) ae t/t , et for

mons le aéteminant | SMU iX jH .. ou 3 N représente la

trace ae la transformation linéaire ae M . Ce aétenninent

s’appelle le discriminant de la représentation

lemme 1 .
T,e discriminant a ’une représentation Irréauctlble,
sL° d’une algebre simple est y O

Si ce discriminant était nul. il y aurait un X ™~ O
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tel que, pour tout Yt A , on ait sm YT “ 0 e« Les X
jJouissant de cette propriété formeraient une sous-algebre in-

variante de ofic , donc égale a wt . Il nous suffit donc de

démontrer qu’il existe un X et un Y tels que Syy™fXYjfo
Nous mettrons 1’algébre -ftt sous forme réduite par

rapport a une sous-algébre commutal5ve maxiraa C . Soient i

— X , --.--. les racines ~ 0 et soit E~* un élément ap-
partenant a la racine c* .
Nous dirons qu’un vecteur '& possede un poids /V

s’il existe une forme linéaire JA =A (H) definie sur »
a valeurs dons k , telle que , pour tout H £ % on ait

jiagFE= X . Il existe au moins un vecteur ~ 0 qui pos-—
sede un pgids , De plus, si eW possede le poids f— , E EA
possede le poids L\+ < . il en résulte que 1 ’espace 73" est
engendré par des vecteurs qui ont des poids

é* étant un vecteur différent de O ayant un poids

on peut évidemment I’indérer dans une suite ilinie ¢€© en,

--..de vecteurs " O tels que :

1) E - x eo = 0
2) e i1+l =E X ej (1-0,1, «==t T
3 Sxhb =0

On voit facilement par récurrence sur 1 que

E-<* E* <4 = - (Aj +1-*4 )3



&V oat 1« poida do e ¢ Qt «* iVa o0%AxetXxreprésen-

*—[o* N
tons lea raleurs priaea par ™~ ot Por Py * h=n [e 'b—
D* ou
vo + I ** _°
et
s~ T g**}@j;a(h-a) w H as ‘Br« C

Or (at+l) (h-a) Q3t un nombre rationnel ~ 0 .qui B*ost
nul que Si n « a . 5*89 EJA =06 « Gomme o(Anp 0 - et
qgu’il oxiate au moina un e tel que E x o™~ 0 » on a
S /g 2 ) £ 0 < eo qui démontre le lemmo *
mt -* =

Lemmo 3 I de lithitehead)

étant un espace de représentation d’une algebre,.

aimple. faisons correspondre a chaque XA& un éelément

ftX a TIYT Les conditions nénRHaalrea et auffisantes pour

» —
qu’il existe un vecteur ~&* tel que, pour toutX en - e
sont que

linéaire_

1) la correspondance X—*eA soit

Z) on ait

e CXY] = X °Y *Y °X

Les conditions sont évidemment nécessaires Pour

montrer qu’elles sont suffisantes envisageons plusieurs

cas
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P Ha représentation donnée par IPfC est 1a représen-

tation O . Dans ce cas, on a °rxYjy = ~ gatant simple,

donc égale a sa dérivée, on a eX =0 , et Bk= 0 est

une solution .

3) la reorésentation donnée par Tic est irréducti-
ble et "0 .Soit d son derré . Prenons une base minime
- X3 ..... Xr ) de Jt . Le discriminant | S MEXjXj)!
etant "0 , i1l existe une base ‘'‘compléraentoi re" (Xj,x:2

Xr) telle que 1’0n ait

1 Si | » |
(X3X3) = i
TTC 0 si 1£1
Par suite, X étant un élément quelconque de Ut , on a
. N_ _
X = A S X X ) Xj
L, ne
1=
PosoNs u = X . X* X étant un élément quelconque de
T=T 1
<K on a

Exiﬂ = ETIX.XjI X1 +~_ Xj [x.x§

54 3 (EX.Xj-IXF) XjX* + 3 (EX.X™Xj) XjXJd = 0

ji 1 1 9w 4

comme il résulte tout de suite des propriétés des traces

D autre part, on a S™MfU) = r ~ 0 ; il en résul-

te , l’espace étant irréductible, que U = 1

,ou 1 re-
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«réaante la transformation linéaire unité . On voit alors

tout de suite que * ) <X donne la solution

cherchée

3 Dans le cas général, nous procéderons par récur-

rence sur la dimension d de /T6. Le lemme étant déja démon-

tré pour les représentations de degrés < d

paee 1TL réductible ; 11 admet un aous-espace Invariant [[®

de dImenalon & < d ; W- jyt- est

, supposons | ’es-

espace de représenta-

tion de dimension d - d ¢1 d .11 existe donc un vec-

teur e~ toi que

~e;‘( = X e (nod. Y& )

Posons €T = eX " x~ ¢ lea secteurs ~€ de YC satis-
font encore aux conditions 1), 2). du lemme . 1l existe donc
dans YC un vecteur e* tel que e*N = X e* .Le vec-
teur = e" + el fournit une solution

Le lomme de V/Mteheod est encore valable pour les

alfeebres semi-simples Nous le démontrerons par récur-

rence sur l’ordre r de Jt . Supposons-le vrai pour toutes

les algébre3 semi-simples d’ordres ~ r . Soit Y/C un espa-

ce de représentation de . Chorsissons dans une sous

algébre inveriante simple Jt ™ _ Il existe une algébre inva-

ri ant® serai-~3iImpie ~N  telle que 075 2

que ez = X3 e

sin X C KL T 8* nous posons e?x = & “ ~ °

Il existe dans TfC un vecteur e* tel

* noUS
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tenons de nouveau* vecteurs satisfaisant encore sus condi-

tions du lemme . De plus, si \Cﬁ t “£) .29 T 2 = on
a [xjral =0 . d’ou X =0 ; les % sont dsns

le sous-espaee invariant Tt de YK qui est annulé par |ty

or, Yyt est espace do représentation do Jt g ; il existe
o . > — X> clt . Le vecteur
donc un e7 \’('g tc? qu 5 ¢
+ ll(.IS

fournit alors une solution du probleme

Nous pouvons maintenant démontrer le theoréme 3

Soit HIO un espace de représentation de I algébre
semi-simple JI , et soit |1t

un sous-espace invariant . 2
Déterminons un espace linéaire YTJ tel quQ nNO*F&
g* étant un élément de J)X . posons X & - e + vx N
ou ix e" e >t . Vx cTt |V

. UX et VX sont des ap-

plications linéaires de KIC dans /7t et dans YL

On a a -0 ot
w,vyJ =uxuy - UYux + ux vy - uv vx
'r, vi =XX w - %

Or los applications linéaires

T de Y/l «<ans IC forment
elles-raCmos un espace

linéaire *UL ; on posant X(TJ)-UxU-UT]
on fait correspondre a chaque X t Jt

»ne transformation
linéaire de 1IX

. et on voit facilement que cette correspon-

dance est une représentation . En vertu des formules qu~on
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1lent d*écrire . on e

UtX.Y} = s <V = * U6

Per Ouite ? en vertu du lemme de ’/hitehead, 1l existe un élé-

ment TIO ~ 1X tel que, pour tout X, Ux = X (UO) On en tire

xX{ é- - UO e*) - Vx e™-U (Vx 6*) . Il on résulte que les
vecteurs e* - uQ "o* , pour eyt JC . forment un sous-
espace invariant tel que Y/IC — ICC Yt* ce
qui démontre le théoréme Z

On peut deéduire de la une généralisation du lemme 1.

étant une algébre simple, soit YIC = YYCMQ) YYC%GD --

(+) YYCU un espace de représentation de [iC

, les 1Ttj
étant des espaces de représentation irréductibles On a
S yyA(S-<4 E Ay - s yya (B..c< 3 <= ) N fi s 168 F
étant des nombres rationnels - 0 , et f3j n étant nul

que si  Y/Cj donne la représentation O On en déduit que le

discriminant d’une représentation £ 0 d’une algébre simple

est FEO . On en conclut facilement que
Le diseriminont d’une représentation fideéle d™*une

algébre semi-gjmple est £ O
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Détermination des repréaentatlons Irréductibles

d*une algébre simple

Considérons une algébre simple it gque nous met-

trons sous forme réduite par rapport a une sous-algébre com-

mutative maxime O . ... .. désignant les racines,

on peut supposer que les nombres ~ . sont rationnels
Soit un espace de représentation irréductible . Il résul-
te de la formule (1) que pour tout poids [V , les nombres
‘J)‘CF sont rationnels . Prenons n racines linéairement in—
dépendantes |, di’ A# ..., o1, e n étant la dimension de

# pourra €étre considéré comme une combinaison linéaire
> E A cio ces racines . Sn vertu de ce que nous venons

1 1
do dire, les coefficients f*. sont nécessairement ration-
m™T «
Ceci va nous permettre de définir une notion d*ordre

dans 1*ensemble fini des poids . Soient IV =] Pj )

J\* =b A deux poids . Nous dirons que A. est su—
'a I
périeur a A. si, a etant le plus petit indice tel que

p» P , on 8a ' > Pa * Comme 13 n*y 8 Qutun nom"
bre fini de poids, il y en aura un, f\. , oui sera plus
grand que tous les autres . Il s*appelle le poids dominant

Ceci posé, M.Cartan a démontré le théoréme suivant:
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Théoreme 3.

unQ renréaentatlon irréductible est entiéerement dé-
terminée (€& une i1aomorphie pres) par son poids dominant .

La démonstration sTappui e sur les considérations
suivantes : ck étant une algebre de Lie, prenons-y une base
{Xn, Xg ..... Xr) et considérons les Xj comme des varia-
bles avec lesquelles on construit des polynomes non-commute-
tifs <F (X ) Les Clk étant les constantés de struc-
ture , considérons 1x»ensemble linéaire engendré par tous
les polynomes de la forme B (XX M-XJ™ 1™ ci,j,k™knr A
Il est clair que tout polynome peut se mettre sous la
forme 3+ ~3 o0 aE et ou (f3 est un polynome

dont tous les monomes sont de la forme a Xj X* eee XN

QVeC 17 A i

gi KIS est un espace de representation de , et
i IOft* 9 “Finit immédi
ai 0> est un vecteur de Yoon définit immédiatement le

vecteur Cp e . On a N 1= 0, si (pg -ut , deou
Q &= Ln oa*
étant supposée semi-simple, et mise sous forme
réduite par rapport a une sous-algebre commutative maxime V

nous rangerons les éléments d“une base minima de (JTC en met-

tant d"abord les EAX qui correspondent a des racines
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¢ C 0, puts ceux qui correspondent a des ~ 7 0 { puis les
eléments dMme base minima H} , Hg ----. Hn de - Nous
appellerons poids d“un monome la somme des racines qui Tfigu-

rent; en indices dans les facteurs de ce monome . Nous dirons

au"un polynome tp est isobare do poids 3F si tous ses mono-

mes sont de poids & . Si € est un vecteur de poids A d’un
espace de représentation, ost alors nul ou de poids

I\ + %j si on met de la maniere indiquée plus haut, 1Ip sous
fca forme ip3 + <2, <fs A et sont isoba-

res en méme temps que @ et de méme poids que lui

Ceci posé, prenons un espace de représentation Ifl,

et un vecteur e de poids dominant <0 * lemmO©
suivant :

lemme : Cp étant un polynome 1isobare de poids O,
on a (T &~ = p , ou p est un élément de Kk qui

ne dépend que du polynome
Mettons (f souela forme N1 o+ N2 Indi<luée Plus

haut . On a N R0 ® ~o e Un monome de 1 eat de
la forme a B~ ... EAN ---- B avec

o + A + ...... + A =0 , dé pée ...... eam

31 le monome contient au moins un B~*

,on a A ™ O . Le

vecteur Kj Hﬁ ---- EJ eat hul ou de poids /V0 ;
11 s °

Ao + A n"étant pas un poids, on a BKHEI12 H* --»/\i«s, Qo=
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On en conclut que p est la valeur prise par 3 eny rem-

placant les par 0O et les Hj par les nombres A 0(Hj)
ce qui démontre le lemme

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 3

Soient YYC YYt' » deux espaces de représentation irréducti-
bles admettant le méme poids dominant A Q

. Prenons-y des

vecteurs ég , eg de poids A Q - W étant 1irréductible,
est évidemment identique a I’ensemble des vecteurs y eQ .
Considérons tous les polynomes tels que If eQ = 0 .
Les vecteurs e Tforment évidemment un sous-espace iInva-
riant YV de jfiC . Montrons que é&j T K * En effet*
si on avait <f *0 . TFTJ =~ .les mémes formules

seraient vraies en remplacant <f par la somme If de ceux

de ses monomes qui sont de poids O . Mais on aurait alors en

vertu du lemmo f T *£ . 9 o= 7~ ,* °6 qul
est impossible . YYC" étant irréductible, on a YC \oj .
TTC et WC* jouant des rdles symétriques , on voit que la

correspondance  <f <f& °st un0 is°“°rPhle a°

et de IF3C , ce qui démontre le théoréeme de M.Gartan
1

Y it'

résulte de 1a que la rechercho des représe

tions irréductibles d’une algébre simple est ramenée aux pro-

blemes suivants : trouver tous les poids dominants possibles

- trouver pour chaque poids dominant une représentation ir-

réductible 1 ’admettent . Ces problemes ont été entierement
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resolus par M.Carten pour chacun des types d’algébres simples.
Nous nous contenterons de donner quelgues Indications rapides

sur la solution

Les quantités K. sont connues dés gu’on connafit la

0*-

structure ae 1Talgébre semi-simple . D’autre part, si A est
un poids dominant et si ¢* est une racine > 0 , on doit
avoir, en tenant compte de ce que [V + of n’est plus un
poids, A =e O( ., h etant un entier ~ 0 . M.Cartan

a démontrée que les formes linSaires A gui satisfont a cet-
te condition sont toutes les combinaisons lineéaires a coef-
ficients entiers —0 de n d’entre elles , —i * "N2*

I\ gu’on peut appeler les poids dominants fondamentaux

Il a également montré que, dans chaque cas, chacun de ces

poids dominants fondamentaux est effectivement le poids do-

minant d’une représentation irréductible qu’il a construite
D’autre part, on peut montrer que

Si. A et [V annt 165 poids dominants de deux re-
présentat! ons irréductibles , A + A* est le poids domin
nant d’une nouvelle représentation irréductible.

Soient , en effet, i>* et Y1t des espaces de re-

présentation comportant les poids dominants A- » [Y

Prenons dos bases ninima (o™, o, ...
f i L fxv do ftC et de TC

tours ayant dos poids , étant do poids -A- ot f3 do

)).* a/\

, composées de vec-
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poids A* . Posons XeN = alA (X et

1 y“' b x) f : Pren%ns un espace linéai re é% de
dimgnsion m;» admeztant une base g- - (1 — 1/i»"3- 3 —

et posons X ] —_)_ &3A \PjM, < . & devient , au
moyen do ces formules , espace de représentation do c/L ; le
représentation ainsi obtenue est appelée produit krofeeckerien
des représentations fournies par TIl et par 1TC . Le vec-
teur ? est de poids dominant A + /V ; en prenant le

plus petit espace invariant contenant ce vecteur, on obtient
un espace de représentation satisfaisant eux conditions impo-
sées .

13 en résulte que toute combinaison linéaire a coef
ficients entiers = 0 des poids dominants fondamentaux, est
3e poids aomirent d’une représentation irréductible, et gqu’on
obtient ainsi toutes les représentations irréductibles

Théoreme de Lévi .
Des méthodes analogues a celles qui lui ont servi

a démontrer la complete réduetlbll Ité dea représentations des

algébrea seml-simples ont pemla a M.Whitehead de donner une

démonstration du trés important théoréme suivant dd a levi ;

Théoreme 4

VA étant une algebre de Lie. X aa plus grande.
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sous-algébre Invarlante résoluble # AN contient une sous-
a3gebre isociorphe a vt- T
Lfa démonstretion s’appuie sur le lemme suivant:
Lemme : Soi /C un espace de représentation
d’une algéebre semi-simple Jt. Ach aque couple (X,Y)
d’elements de iil'l'. , fafsons correspondre un vecteur
"ty M %€ . Les conditions nécessaires et suffisantes
pour que ces vecteurs puissent se mettre sous la forme
Moy = X & - Yey - & 1 ol les e soient des
vecteurs d?Pendant linéoirement de X . sont que :

1) f.0 o dopende linéairement de X et de Y ;

2) on *3_t
XY + *Y X - o ZAX Y+ X*Y.Z+ YTZ X“T £X Y] X

+ ffi.z], X+ f &X],Y
On voit tout de suite que ces conditions sont
nécessaires . Inversement, supposons-les remplies
Nous allons envisager divers cas
1) La représentation donnée par 7*1 est la représen-
tation O # Formons un espace linéaire R dont les éle-
ments sont en correspondance bi—dnivogque avec ceux de

et formons | ’espace "Z@ /IC , gnN étant | ’élément

de ,”2C qui correspond a Y, posons
X «Y = fX.Y + «fe.-a



IV.-K.- 18

et X ?2= 0 si r e m On obtient une représentation
de *1 dans laquelle est sous espace invarlanb , Il exis-
te donc an a” ere soun- espaco inversant /C ce IFYEGH tel
que D)Ty"0 >6 = [IL& fC2 .Soit g~ 3%lément as Tt3

qui est congru (mod, T ) *7on 0 N EgY — Sy —
*X.Y + «'(X,Y] t T donC fX.Y = «V.Y|] "% ,YI| ne dé_

pend que du crochet |X,y] , ce qui démontre le lemme dans
ce cas .
2) Supposons que ne donne une représentation irréducti

ble fidele . Dans ce cas», le discriminant de la représenta-

tion est #0 . Pronomr. une baso (& , Za» , .»e »

c/t * et la baso ccmpjémuntaire (2, Z , ..... Z ) . 0On_
voit corame plus haut que la transformation linéaire __Z’\ZI
est égalo a 1 ,si d est le degré de lareprésentati on.
Posons :

SR

La condition 3) donno

ix,Y = X ©y “ Y of - epc.Yf [Y.,zZj] X- (074 fzj,2n

+ f 1 f"[z. X] .y iz1X

Or,. sSi nous posons t}uZéL.:Q;_ b

i.j S, t nous avons
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> . =S C'r.z) z3) = s 12).y] z,) - aou [zl.v\ =
13 = SYa( z) z3) = sw.. (1231 2z |
b3_ Z _ : do aorte que les doux temes entro accolades
— | 1
sont nuls, ce qui démontre le lemme dans ce cas

3) Supposons maintenant seulement dTLirréductibIe . On

a jS1 = (+}J| , étant annulé par 1QT et iif6

fournissant une représentation irréductible fidele de :*—oﬂﬁgc

I en résulte qu'on peut trouver des vecteurs e. , tels que
l'égalité f~y = X éy - Y ej - O Yj soit vraie quand
X et Y sont a la fois contenus dans * ou dans

Posons £iiTy = Y - X~ +Y éx + ~1X.Y] * Ce3 nouveau3C
vecteurs vérifient encore les conditions du lemme . Prenant
X, Y 1 *A2 , et z (¢ Jlg . il vient "Ny Yj o ,Z = 0
I."algebre I\, étant sa propre dérivée, on a fjny =0
pour x £ i - Zt thg , donc fv % ~ 0 quels que
soient X, Y . Le lomrae est encore démontré dans ce cas

4) On passe au cas général en procédant par récurrence
sur le degré, de la représentation exactement comme pour le
premier lemme de Whi tehead .

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme de

™eévi . Nous le ferons par récurrence sur 1'ordre r de K, .
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Supposons lo théoreme démontré pour toutes les algéebros d’or-

dres € r . Si I1’algébre dérivée do est ~"FH »
est d’ordre ™ r , donc contient une algébre "-1/1C

isomorphe a N"tf, < Ccomme X 7/ X , JCj est d’ordre

<r ot contient par suite une sous-algebre isomorphe a

/vt et a  VA/IE, . Supposons donc ht* - NP - H™ est

commutative et constitue un espace do représentation de 1 ’al-
gebre semi -oimpl o . Jt contient un espace linéa”.reot
tul aue Jt- 4t (+) Jt* et il existe une correspondance 11-
néaire biunivoque X 4—>X ontro 1F°¢ G-~ Ho™ s

Posons Hx vy = TX* ¥ -\x.y]* . les éléments HK I

ainsi détermines satisfont aux conditions du lemme
existe donc des éléments Hx &

dépendant linéairement
de X tel s que

hx,y = [x* -®l1l * [Y* e HxX] " HI[X.YJ
13 en résulte gpo les éléments X - Hx forment une sous-

algebre de >jfc , isomorphe a A /[ H

Reprélaentation linéaire des, algébros de X*le

quel concues

M. Ado a tout récomment démontré le théoreme suivant:

Théoreme 5

TOyV al~c-bre do Lie posséde une représentation 1li-
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néaire fFido"io .

La démonstration di ce théoréemo étant fort longue
ot compliquée, et étant protablornent susceptible Ce simpli-
fications i1mportantes , nous ne ferons oulen iIndiquer quel-
gues aspects .

J siI noua considérons d"abord une algebre A de
rang O (nilpotente) on démontre qu“on peut construire une
algebre -7 {également de ran«r 0) telle que soit i1somorphe
a 1"algébre quotient de v par une sous-algebre invariantei%

qui contient 3e contre de . Gommo la représentation
adjointe do JJ est une représentation fidéle de W

on voilt que <ft est isomorphe a une algébre quotient (* ﬂ? )

/ (ﬁ‘ﬂ* ) d*une algebre qui possede une représentation fidele.
?

L*oxist-ence d"uns représentation fidele pour une algebro de

rang 0 se déduit alors du lemme suivant:

Lemme : Toute algebre quotient d“une algebre de Llo
qui admet une représentation fidele admet aussi une repré seri-
tation fidele .

La construction de 1~"algebre " dont nous venons &e
parler se fTait par extensions central es successives ; les ex-

tensione centrales étant définies de la maniéere suivante :

on appelle extension centrale d"une algébre <X une nouvelle

algebre < n telle que soit 1somorphe au quotient de
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par une s~ua-algebre de A3 gui fasse partie a 3a fois du

centre et do 1*algébre dérivée de th - M. Ado démontre qu’

une algebre de rang 0 admet toujours une extension contraie

non triviale . qui est encore de rang 0 , et que 1*on Peit

former a partir de Jt une chatne Jt » :~3

d*algébros do Lio dont chacune est extension centrale do 3a
précédente

1]
. et dont la derniére jouit des propriétés énon-
cées plus haut .

Quant au lemme , le principe de 30 démonstration est

le suivant : considérons une algébre de Lie Jt composée de

substitutions linéaires portant sur n variables x3, Xg,--

. On voit facilement que les polynomes en les x* de

degrés bornés par un nombre d forment encoro un espace de

X

represontation de A . Soit maintenant % une sous-algébre

invariante de JE dont or. atropcee d*i*crd quelle est de rang
O et contenue dans | ’algebre dérivée de JI

M.Ado montre alors

que, si  d est assez grand, on peut trouver une fTamille 11-g

néaire do polynomes qui soient annulés par tous les éléments

de /¥ et par ceux-la seulement . Cette famille de polynomes

fournit alors un espace de représentation fidele de </t/7
Ceci Tait,

Il est assez facile de généraliser pour une sous-

algebre i1nvariante quelconque,

et de démontrer ainsi le lemme
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2) M*Ado démontre que, dans toute algebre de
existe une sous-algébre 1invariante L de rang O maxima (qui
contient toutes les autres ) . Les éléments de Jt définis-

sent alors des automorphies de | . Par extensions central es

sjiccessives, on passe de L & une nouvelle algébre de rang O

P , qui permet de construire une représentation linéaire de
*

P . Or on démontre que toute automorphie de ? peut etre

prolongée par une automorphie de !~ . On en déduit qu®on

peut fabriquer une algébre tJU composée de transformations
linéaires contenant 1 comme sous—algebre invariante, et

telle que toute automorphie de L puisse étre engendrée par
un élément de . De cette maniére se trouve établie une

correspondance entre les éléments de , considérés comme

produisant des automorphies de L * et certains éléments de
, qui engendrent une algebre - I n"est pas en

général isomorphe aJt ; mais on montre qu®"on peut par un ar-

tifice déduire de une algébre isomorphe a qui ad-

mette une représentation fidele



