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IlI,- i.

SEMINAIRE IE MATHEMATIQUE S

T ro isièm e année 1935**36

TOPOLOGIE

He co ut r e  m enta  . ** G roupe fo n d a m e n ta l

E xposé  f a i t  p a r  M.MARTY, l e  lu n d i  23 M ars 1936

E x e m p la ire  n®



Par comparaison avec les invariants topologiques d'ho- 

mologie et d'enlacement, dont il  a été parlé dans les confé­

rences précédentes, la théorie du groupe fondamental prend un 

aspect un peu particulier ,  du fa it  que l ’ on ne connait pas 

encore d'algorithme satisfa isant  pour définir  d ’une manière 

purement abstraite,  partant gén éralisable , les chemins homo­

tope s .

En sorte que l 'o n  ne maîtrise actuellement bien les 

propriétés d ’homotople que pour les chemins à une dimension 

et dans le ces des pseudomultiplicités . Ces recherches en 

leur état actuel jouent cependant un rôle très important.Je 

me placerai systématiquement à un point de vue aussi in t u it i f  

que possible, renvoyant pour une discussion serrée des rela ­

tions entre l 'a sp ec t  combinatoire et l 'aspect  "mengentheore- 

tish" aux traités classiques .

Dans la première partie ,  nous étudierons lo groupe fon­

damental, sa structure, ses relations avec divers invariants 

déjà étudiés dans les précédents exposés .

Dans la deuxième partie ,  nous parlerons des recouvre­

ments d 'un  complexe et de la théorie du groupe de monodromie: 

le problème de la représentation du groupe fondamental par 

des groupes de permutations est en fa it  à la base des recher­

ches récentes sur l ’ aspect topologique de la géométrie algé­

brique .
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I . -  D é f i n i t i o n  du g ro u p e  fo n d amen t a l  .

S o i t  tin com plexe s i m o l i c i a l  K, c o n n e x e . Nous a p p e l l e r o n s  

chem in  d an s  K l ’ im age c o n t in u e  d ?un v e c t e u r  . Un chem in  a un  

p o i n t  i n i t i a l  e t  un  p o i n t  f i n a l  . S i c e s  deux  p o i n t s  s o n t  

c o n fo n d u s  e n  un  s e u l  p o i n t  P , l e  chem in  s ’ a p p e l l e  u n  l a c e t  

de P . S i  deux  ch em in s s o n t  t e l s  que l e  p o i n t  f i n a l  au  p r e ­

m ie r  e s t  p o i n t  i n i t i a l  du s e c o n d , l e u r  r é u n io n  e s t  un  chem in  

q u i  j o i n t  l e  p r e m ie r  p o i n t  i n i t i a l  au  deux ièm e p o i n t  f i n a l  . 

On 1 * a p p e l l e  p r o d u i t  d e s  deux ch em in s d o n n és  . Deux ch em in s  

n 'o n t  p a s  t o u j o u r s  un p r o d u i t ,  m a is  e n  p a r t i c u l i e r  : deux  

l a c e t s  de P o n t  p o u r  p r o d u i t  un  l a c e t  de P « Un l a c e t  p e u t  

év idem m en t ê t r e  r é d u i t  à  un  p o i n t ,  e t  d a n s  c e t t e  m u l t i p l i c a ­

t i o n ,  l e  l a c e t  n u l  jo u e  l e  r ô l e  d ’u n i t é  . P a r  c o n t r e ,  deux  

l a c e t s  d o n n és  n ’ o n t  en  g é n é r a l  p a s  de q u o t i e n t  . P o u r  p o u ­

v o i r  p a r l e r  d ’u n  g ro u p e  de l a c e t s ,  i l  f a u t  f a i r e  i n t e r v e n i r  

l a  d é f o r m a tio n  homo to p e , d o n t l a  d é f i n i t i o n  s c a s  ferm e f i g u ­

r é e  e s t  l a  s u iv a n te  : un  en se m b le  connexe  y  r e s t e r a  connexe  

m ais  deux p à i n t s  à  d i s t a n c e  f i n i e  p e u v e n t  en  c o u rs  de d é f o r ­

m a tio n  y d e v e n i r  p r o v i s o i r e m e n t  , ou  d é f i n i t i v e m e n t ,  i n f i ­

n im e n t v o i s i n s  . S i q u a t r e  l a c e t s  de P , , m , 

mf , s o n t  t e l s  que e s t  hom otope à -v 1 , e t  m à 

m’ , on v o i t  de s u i t e  que "G m e s t  hom otope à  m*. 

R angeons d an s  une c l s s s e  to u s  l e s  l a c e t s  de P hom o to p e3 

e n t r e  e u x . La m u l t i p l i c a t i o n  d es  l a c e t s  e n g e n d re  une m u l­
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t i p l i c a t i o n  des c la s s e s  de l a c e t s ,  où l a  c la s s e  des l a c e t s  

homotopes au l a c e t  p o in t  joue le  r ô le  de l ’u n i té  . Mais c e t t e  

f o i s ,  i l  e s t  c l a i r  que l e  p r o d u i t  d 'u n  l a c e t  p a r  lui-même p a r ­

couru  en se n s  c o n t r a i r e  e s t  homotope au l a c e t  p o in t  . Donc 

chaque c la s s e  a un in v e rs e  , e t  nous avons m a in ten a n t le  r é ­

s u l t a t  s u iv a n t  :

Les c la s s e s  de l a c e t s  de P hom otopes e n t r e  eux fo rm ent un grou 

pe , que nous a p p e lle ro n s  (p ro v iso ire m e n t)  groupe fondam ental 

de K au p o in t  P .

On se convainc d*a i l l e u r s  im m édiatem ent que ce groupe 

en t a n t  que groupe a b s t r a i t  e s t  in d ép en d an t du p o in t  P c h o i s i .  

S o i t  en e f f e t ,  u un l a c e t  de P , u ’ un l a c e t  de î ’ , CO le  

chemin PP* , u ’ <33 ~1 e s t  un l a c e t  de P, U) u CJ e s t

un l a c e t  de P ’ , e t  i l  e s t  c l a i r  que c e t t e  co rresp o n d an ce  e s t  

isom orphe, c e t t e  Isoraorphie  é t a n t  d Ta i l l e u r s  d é te rm in ée  à une 

au tom orphie in te r n e  de l ’un des g roupes p rè s  .

Nous p a r le ro n s  donc d éso rm ais  du g roupe fondam enta l d fun 

complexe (ou  d ’une v a r i é t é  to p o lo g iq u e  co n n ex e).

Avec l a  d é f i n i t i o n  que nous venons d ’ a d o p te r ,  i l  e s t  

c l a i r  que le  groupe fondam en ta l e s t  un in v a r i a n t  to p o lo g iq u e  

D’une m anière p lu s  p r é c is e  e t  p lu s  com plète :

P a r  une r e p r é s e n ta t io n  co n tin u e  d 'u n  complexe K dans 

un complexe E le  groupe fondam en ta l de Kn e s t  r e p i-qso n té

homéomorphement dans le  groupe fondam ental de K_ , En cas  d*ho

Ill.-i.- 3
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méomorphle des comp le x e s  e t  de r e p r é s e n ta t io n  to p o lo g iq u e  t 

1 ’homomorph i e c l-d eo cu g  ¿ e v ie n t  un h omooorphlgme .

La "base de ce r é s u l t a t  e s t  n a tu re l le m e n t  que l e s  images 

de deux chemins hom otopes s o n t  hom otopes s i  l a  r e p r é s e n ta t io n  

e s t  c o n tin u e  . I l  e s t  c l a i r  a u s s i  que l ’ isom orph ie  ou l ’homo- 

m orphie ne so n t d é f in ie s  q u ’à une au tom ôrphle  i n t é r i e u r e  p rè s  

de l r un des g roupes .

I I . -  D é te rm in a tio n  e f f e o t lv e  du groupe fondam en ta l

P a r t a n t  d ire c te m e n t de l a  d é f i n i t i o n  du groupe fondamen­

t a l ,  on a r r iv e  au lemme s u iv a n t  q u i e s t  so u v e n t t r è s  u t i l e  :

Le groupe fondam enta1 du p r o d u l t  to p o lo g lq ue de deux 

com plexes e s t  é g a l au p r o d u i t  d i r e c t  âes g roupes fondam entaux 

des deux f a c te u r s  .

Cela s ’ o b t ie n t  p a r  une d is c u s s io n  ra p id e  de l a  s t r u c tu r e  

dea c la s s e s  hom otopes , e t  de l a  rem arque q u ’un chemin du 

p r o d u i t  to p o lo g iq u e  e s t  d é te rm in é  b iun ivoquem ent p a r  le  cou­

p le  de chem ins c o rre sp o n d a n ts  dans l e s  deux com plexes f a c ­

te u r s  .

Remarquons , en o u t r e ,  que :

Le groupe fondam ental d ’un sous-com plexe d ’un complexe 

donné n ’e s t  pas fo rcém en t un so u s-g ro u p e  du groupe fondam ental 

du complexe . En e f f e t ,  un l a c e t  du sous-com plexe r e l a t i f  à 

un de se s  p o in ts  P e s t  a u s s i  un l a c e t  du su r-co m p lex e , e t  deux 

é lém en ts  de même c la s s e  du sous-com plexe so n t a u s s i  de même
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c l a s s e  p o u r  1© s u r - c o m p l e x e  . N o u s  a v o n s  d o n c  u n e  h o m o iû o rp h le  

d u  g r o u p e  f o n d a m e n t a l  du  s o u s - c o m p l e x e  s u r  u n  s o u s - g r o u p e  d u

g r o u p e  s u r - c o m p l e x e  .

Ce p h é n o m è n e  n o u s  e s t  p r é c i s é  p a r  l e  t h é o r è m e  s u i v a n t  s 

S i  l e  c o m p le x e  ¿fe e s t  l a  somme t o p o l o g i q u e  d e s  c o m p le x e s  

R  '  e t  h  " l e s q u e l s  o n t  e n  c ommun ». l e -  g r o u p e  f o n d a ­

m e n t a l  de e s t  u n  g r o u p e  f a c t e u r  d u  p r o d u i t  l i b r e  d e s  g r o u -

p e s  f o n d ame n t a u x  de h '  e t  h "  . On o b t i e n t  l e s  r e l a t i o n s
^  ïf î

s u p p l é  m e n t a i s  s ,  s i  n  e s t  c o r .n e x e , e n  p r e n a n t  c h a q u e  é l é ­

m e n t  d u  g r o u p e  f o n d a m e n t a l  de  </C '*1 e t  e n  i d e n t i f i a n t  1 Té l é ­

m e n t  du  g r o u p e  d e  a T e t  c e l u i  d u  g r o u p e  de & ,Tt q u i  l u i  

c o r r e s p o n d e n t  .

D o n n o n s  q u e l q u e s  e x e m p l e s  s i m p l e s  :

L a b o u l e  à  n  d i m e n s i o n s  © u n  g r o u p e  f o n d a m e n t a l  r é d u i t  

à  l ’ u n i t é ,  L a c i r c o n f é r e n c e  d e  c e r c l e  a  p o u r  g r o u p e  l e  g r o u p e  

c y c l i q u e  l i b r e  .

L ' i n t é r i e u r  d * u n  t o r e  e s t  l e  p r o d u i t  t o p o l o g i q u e  d ’u n e  

c i r c o n f é r e n c e  e t  d ’ u n  c e r c l e  ; d o n c  s o n  g r o u p e  e s t  a u s s i  l e  

g r o u p e  c y c l i q u e  l i b r e  .

La s u r f a c e  d 'u n  t o r e  e s t  l e  p r o d u i t  d i r e c t  de d e u x  c i r ­

c o n f é r e n c e s  . S o n  g r o u p e  f o n d a m e n t a l  e s t  d o n c  u n  g r o u p e  a b é -  

l i e n  à  d e u x  g é n é r a t e u r s  d ’ o r d r e  i n f i n i  .

Une v a r i é t é  e s t  d i t e  s i m p l e m e n t  c o n n e x e  s i  s o n  g r o u p e  

f o n d a m e n t a l  s e  r é d u i t  à  l ’ u n i t é .  T r o u v e r  d a n s  u n  t y p e  de  d i -
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m enaion donnée l e s  v a r i é t é s  même hom ogènes, q u i s o n t  s im p le ­

m ent co n n ex es , e s t  un p ro b lè m e o sse s  d é l i c a t .  P o u r une dim en­

s io n  i l  n ’y a que deux t e l l e s  v a r i é t é s ,  l e  c e r c l e  e t  l a  d r o i ­

t e  . La d r o i t e  e s t  s im p lem en t connexe; à  deux d im e n s io n s , l a  

s e u le  s u r f a c e  ferm ée s im p lem en t connexe e s t  l a  sp h è re  o r d i n a i ­

re  ; l e  p l a n  e s t  l a  s e u le  s o l u t i o n  i n f i n i e  . A t r o i s  dim en­

s io n s  l a  sp h è re  e s t  v ra is e m b la b le m e n t  d ’ a p rè s  P o in c a ré  l a  

s e u le  s o lu t i o n  . A q u a tr e  d im en s io n s  l o  p r o d u i t  de deux s p h è re s  

à  deux d im e n s io n s  e s t  s im p lem en t connexe s a n s  ê t r e  homeomor- 

phe à  l a  sp h è re  à  q u a tr e  d im e n s io n s  ( l e s  nom bres de B e t t i  de

l a  d im en sio n  2 ne s o n t  p a s  l e s  mêmes ) .

P o u r l e  c a l c u l  p r a t i q u e  du groupe fo n d a m e n ta l , on s ’e f ­

fo rc e  g é n é ra le m e n t de p re n d re  comme p o i n t  de d é p a r t  un a s p e c t  

c o m b in a to ire  du p rob lèm e : on décompose l e  com plexe en  s im - 

p le x e s  ou en c e l l u l e s  , e t  on se  p ro p o se  de c o n s t r u i r e  des 

s u i t e s  de s im p le x e s  ou de c e l l u l e s  q u i f o n c t io n n e n t  comme 

g é n é r a te u r s  du g ro u p e , a p rè s  q u o i ,  on a jo u te  une s u i t e  de r e ­

l a t i o n s  é lé m e n ta i r e s  q u i c o n s t i t u e r o n t  dos r e l a t i o n s  du g ro u ­

pe (d é fo rm a tio n s  c o m b in a to i r e s ) .

P a r  exem ple l a  m éthode c la s s iq u e  ( T r a i t é  de S e i f e r t  -  

T h r e l f a l l )  p re n d  une d é c o m p o s itio n  s i m p l i c i a l e  e t  en  forme 

l e s  chem ins au moyen de c ô té s  à une d im en sio n  . P o u r c e l a ,  

on p ren d  un sommet f i x e ,  a u q u e l on j o i n t  to u s  l e s  a u t r e s
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som m ets, chacun  p r i s  une f o i s  p o u r  to u te s  ; a lo r s  à chaque 

c ô té  à une d im en sio n  c o rre sp o n d  un é lé m e n t g é n é r a te u r ,  à  ch a ­

que fa c e  à deux d im en sio n s  une r e l a t i o n  (Méthode des chem ins 

de c ô té s )  .

Dans un a r t i c l e  { a c tu e l le m e n t  so u s  p r e s s e )  j ’ a i  m ontré 

que p o u r  l e s  com plexes fo r te m e n t co n n e x es , on p o u v a i t  cons — 

t r u i r s  d i r e c te m e n t  l a  d é f i n i t i o n  d u a le  du g roupe fo n d am e n ta l. 

En e f f e t ,  dans l a  d é f i n i t i o n  c la s s iq u e  un chem in e s t  une s u i ­

t e  de sommets d é f i n i s  p a r  des c ô té s  à une d im en s io n , dans mr 

d é f i n i t i o n ,  on a des s im p lex e s  r é u n is  p a r  une fac e  à  n -1  d i ­

m en sio n s, chaque r e l a t i o n  n a i s s a n t  c e t t e  f o i s  d Tune a r ê t e  à 

n -2  d im en sio n s  . C e tte  d é f i n i t i o n  a v a i t  un i n t é r ê t  dans l ’ é ­

tude  de l a  s t r u c t u r e  des rec o u v rem e n t r e la t iv e m e n t  r a m i f ie s ,  

où on a r r iv e  a i n s i  à  des d é f i n i t i o n s  c o m b in a to ire s  beaucoup 

p lu s  f a c i l e s  .

Dans un a r t i c l e  ré c e n t^  R e id e m e is te r  p ren d  p o u r che ­

m ins é lé m e n ta i r e s  des s u i t e s  de s im p le x e s  t e l s  que chacun 

s o i t  i n c id e n t  au p ré c é d e n t  ; c e t t e  d é f i n i t i o n  d i f f è r e  en  f a i t  

peu  de l a  m ienne, m ais p e rm e t de ne p a s  e x c lu r e  l e  c a s  où le  

com plexe p r é s e n te  un é tr a n g le m e n t  . T o u te fo is ,  au p o in t  de vue 

du groupe fo n d am en ta l 3*a l pu d ém o n tre r récem m ent que , à  to u t  

com plexe f i n i  non fo r te m e n t  connexe on p e u t  a d jo in d re  un com-

î ïa th ,  , Z o l t s c h r i f t  , P . 40 , 1935 , 5 , 406
(1)
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p le x e  f i n i  f o r t e m e n t  c o n n e x e  e t  a y a n t, l e  m6'me g r o u p e  fo n d a m e n ­

t a l .  Ce r é s u l t a  ( p e u t - é ' t r e  p a s  i n é d i t  m a i«  u rô e  i n t u i t i f )  e n ­

l è v e  n a t u f r e l „ e n e n t  u n  c e r t a i n  i n t é r ê t  à  l a  g é n é r a l i s a t i o n .

D ana l a  t l i é o r i e  d e s  n o e u d s  d a n s  l * e s p a c e  à  t r o i s  d im e n ­

s i o n s ,  o n  r e n c o n t r e  -ses e x e -n p la é  s i m p l e s  de g r o u p e s  fo n d a m e n ­

t a u x  n o n  a b é l i e n s  . P o u r  l e s  c a l c u l e r  o n  a p p l i q u e  u n  c e r t a i n  

n om bre  de m é th o d e s  p a r t i c u l i è r e s ,  q u i  t o u t e s  r è v i e i i ï î e n t  à  

c h o i s i r  u n e  d i r e c t i o n  de d r o i t e s  n e  d o n n a n t  p a s  l i e u  à  s é ­

c a n t e s  t r i p l e s  , e t  à  d é c o m p o s e r  l ’ e s p a c e  à  t r o i s  d im e n s io n s  

e n  c e l l u l e s  cy c l i n d r i q u e s  p a r  l e  c y l i n d r e  a y a n t  l e  n o e u d  p o u r  

d i r e c t r i c e  . L e s  r e l a t i o n s  n a i s s e n t  a l o r s  à  r a i s o n  de u n e  r e ­

l a t i o n  p a r  s é c a n t e  d o u b l e ^  .

M a is  i l  n * e x i s t e  p o u r  ce  c a s  a u c u n  a l g o r i t h m e  a u s s i  s a ­

t i s f a i s a n t  q u e  l ’ a l g o r i t h m e  d e s  c y c l e s  p o u r  l e s  q u e s t i o n s  

d ’h o m o lo g ie  .

III -  H om olog l e  . h o m o to p ie ,  h o m é o m o rp h ie  .

On c o n s t a t e  t r è s  f a c i l e m e n t  q u 'u n  c h e m in  p e u t  a u s s i  ê t r e  

c o n s i d é r é  comme une c h a în e  ( à  c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s )  à  u n e  d i ­

m e n s io n  , e t  q u e  d e u x  c h e m in s  h o m o to p e s  d o n n e n t  l i e u  à  d e u x  

c h a în e s  h o m o lo g u e s  , l a  r é c i p r o q u e  n  é t a n t , a u  s u r p l u s  , p a s

(1 ) V o i r  R e i d e m e i s t e r  , K n o t e n t h e o r i e  , B e r l i n  S p r i n g e r  1 9 3 4 .



né cg sa  a i r e  m ont v r a i o  ; e t  que l e  p r o d u i t  de deux  ch em in a  e a t  

l a  somme d e s  deux c lia in e s  co:ci"ô 8"j>ondan.ta s  .

S o i t  in v e r s e m e n t  une c l a s s e  de c y c l e s  h o m o lo g u e s  ( c o e f ­

f i c i e n t s  e n t i e r s } ; l a  c l  a s  3 e c o n t ie n t  au mo i  i s  un c y c le  p a s ­

s a n t  p a r  un p o in t  donné; donc l e  groupe fo n d a m en ta l e s t  s u s ­

c e p t i b l e  d vur/3 rep ré -j 3 n  t  a t  i  on homomorplie s u r  l e  g ro u p e  d 'h o m o - 

m o rp h ie  de l a  -Si mens io n  1 .

S i l ' o n  c h e rc h e  l e  n o y a u  de l 'h o m o m orp h ie  on t r o u v e  p r e s ­

que i  mmé d i  a tem sn t  l e  groupe d e s  c ommur a t  e u  r  s  . I l  e s t  c l a i r  

e n  e f f e t ,  que l e  groupe d -h o m o lo g je  é t a n t  a b é l i e n ,  t o u t  com­

m u ta te u r  a p p a r t i e n t  au  noyau  „ Ré c ip  r  o que me n  t , s o i t  u n e  c ¿ la i ­

ne hom ologue  à  0 de l a  d im e n s io n  1 , e l l e  e s t  f r o n t i è r e  d 'u n e  

s u r f a c e  e t  l e  p ro b lè m e  à  r é s o u d r e  e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  c e l u i  

do t r o u v e r  l e s  r é t r o s e o t io n a  q u i  l a  r e n d e n t  s im p le m e n t c o n ­

n ex e  ; une f o l s  c e l a  f a i t ,  l e  c y c le  d e v i e n t  hom otope à  un  

c o m m u ta te u r  .E t  on a b o u t i t  à  :

Théo r ème : Le g r o upe d -h oroo lo g le  à une d im e n s io n s  ( c o e f f i ­

c i e n t s  e n t i e r s )  e s t  l e  g ro u p e  q u o t i e n t  du g ro u p e  fo n d a m e n ta l  

p a r  l e  g ro u p e  dos c o m m u ta te u rs  .

P a r  c o n t r e ,  on d é m o n tre  p a r  d e s  e x e m p le s  r e p r o d u i t s  d a n s  

l e s  t r a i t é s  c l a s s i q u e s  que 1* i d e n t i t é  d e s  g ro u p e s  d ’hom o?.ogie 

de t o u t e s  l e s  d im e n s io n s  n Te n t r a i n e  p a s  1 * i d e n t i t é  d e 3 g r o u ­

p e s  fo n d a m e n ta u x  , p a s  p lu 3  que 1 Ti d e n t i t é  d e s  g ro u p e s  f o n d a ­

m en tau x  n 'e n t r a i n e  l ' i d e n t i t é  d e s  g ro u p e s  d 'h o m o lo g ie  , s a u f  

p o u r  l a  d im e n s io n  1 . E n f i n  l ' i d e n t i t é  t o t a l e  d e s  g ro u p e s  d 'h o -
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m o lo g ie  e t  fo n d a m e n ta l  n ’e n t r a i n e  p a s  l ’hom ém orph le  .

I V . -  T h é o r ie  c l a s s i q u e  du r e c o u v re m e n t  n o n  r a m i f i é .

D é f i n i t io n  : Un com plexe  &L e s t  d i t  r e c o u v re m e n t  de , 

s u j i ^ o r t  de oC , s ’ i l  e x i s t e  une  r e p r é s e n t a t i o n  b i c o n t i -  

nue de J t  s u r  ^  (n o n  n é c e s s a i r e m e n t  b iu n iv o q u e  ) .

D é f in i t i o n

Le re c o u v re m e n t e s t  d i t  s a n s  r a m i f i c a t i o n  e t  s o n s  f r o n ­

t i è r e  r e l a t i v e  s i  l a  c o r r e s p o n d a n c e  e s t  lo c a le m e n t  b in u n iv o -  

que  .

Dons c e s  c o n d i t i o n s ,  on d i t  que l e  p o i n t  du s u p p o r t  e t  

l e s  p o i n t s  du com plexe  d o n t  i l  e s t  l ' i m a g e  s o n t  d e s  p o i n t s  

s u p e r p o s é s  r t  q u 'u n  p o i n t  du s u p p o r t  e s t  l e  p r o j e c t i o n  de 

s e s  s u p e r p o s é s  du r e c o u v re m e n t  . P a s s a n t  de l à  à  l a  n o t i o n  de 

c h e m in s  s u p e r p o s é s ,  on c o n s t a t e  que l a  p r o j e c t i o n  d 'u n  chem in  

fo rm é du re c o u v re m e n t  e s t  un ch em in  fo rm é . Au c o n t r a i r e  l e s  

s u p e r p o s é s  d 'u n  ch em in  fe rm é  p e u v e n t  Ê t r e  do s c h e m in s  o u v e r t s .  

C e c i c o n d u i t  au  r é s u l t a t  s u i v a n t  :

Le g ro u p e  f o n d a m e n ta l  du co m p lex e  de r e c o u v re m e n t  e 3 t  

un  s o u s - g r o u p e  du g ro u p e  fo n d a m e n ta l  du com plexe  s u p p o r t  .

L o r s q u 'o n  ch an ge  l e  p o i n t  i n i t i a l  d e s  l a c e t s  on  re m p la c e  

d ' a i l l e u r s  ce  s o u s - g r o u p e  p a r  un  s o u s - g r o u p e  c o n ju g u é  .

S o i t  a l o r s  une d é c o m p o s i t io n  du g ro u p e  fo n d o m e n to l de

h d ’ a p r è s  un  de c e s  s o u s - g r o u p e s

&  = %  + ' K i  5 \ >  +
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Deux chem ina p a r t a n t  de 0-, , de e t  q u i a r r i v e n t  au même

su p e rp o sé  de s o n t  v is ib le m e n t  de l a  même c la s s e  de r e s t e s  

e t  ré c ip ro q u e m e n t . D 'où  de s u i t e  1 énoncé :

Le nombre de f e u i l l e t s  du reco u vrem en t  e s t  é g a l  à l ' i n ­

d ic e  de dans F . M ais l e s  r é s u l t a t s  p ré c é d e n ts  a d m e tte n t 

une ré c ip ro q u e  f o r t  i n t é r e s s a n t e  :

A c h s r ue o l a s se  de sons - • g ro u p es  con j ugués du groupe 

fond a ment s i  corroeponct biianivocjuam ent un re  couvre ment du 

complexe de b ase  .

P our ré so u d re  le  problèm e co m b in a to irem o n t dans l a  mé­

thode c la s s iq u e  , on se p ro p o se  de t r o u v e r  l e  d é co m p o sitio n  

s im p l i c i a l e  du complexe de base  . Dans l a  th é o r ie  c la s s iq u e  

à chaque sommet de l a  d é c o m p o s itio n  s im p l i c i a l e  a b o u t i s s e n t  

dos chemine p a r t i s  de 0 que l 'o n  r é p a r t i t  on c la s s e s  au moyen 

du so u s-g ro u p e  é tu d ié  . A lo rs  à  chaque sommet a p p a r t ie n n e n t  

a u ta n t  do sommets s u p e rp o sé s  que do c la s s o s  do chem ins . Les 

8 r ê te s  à une d im ension  se d é te rm in e n t  au moyen do chem ins 

hom otopes à z é ro  e t  une d i s c u s s io n  d é l i c a t e  , m ais sa n s  d i f f i ­

c u l t é s  th é o r iq u e s  porm ot d 'a c h e v e r  le  problèm o .

V .-  Q uelques p rob lèm e s do reco u v rem en t .

Y a - t - i l  un reco u v rem en t s im p lem en t connexe d 'u n  complexe 

donné ? -  c ^ o s t - à - d i r u  , d o n t l e  groupe fo n d am en ta l e s t  r é ­

d u i t  à l 'u n i t é  ? -  Oui , c a r  t o u t  groupe adm et l 'u n i t é  p o u r
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sous^groupo  ; l e  reco u v rem en t c o rre s p o n d a n t s * a p p e l le  le  r e ­

couvrem ent u n iv e r s e l  » En e f f e t ,  son  groupe fo n d am en ta l é t a n t  

so u s-g ro u p e  de t o u t  so u s -g ro u p e  du groupe du s u p p o r t ,  11 e s t  

recouverarment de t o u t  reco u v rem en t du s u p p o r t  .

On a a u s s i  é tu d ié  avec a t t e n t i o n  l e  c a s  des reco u v rem en ts  

d i t s  r é g u l i e r s  t dans l e s q u e l s  l e  so u s -g ro u p e  a s s o c ié  au  r e ­

couvrem ent e s t  un so u s -g ro u p e  i n v a r i a n t  du g roupe fo n d am en ta l 

du s u p p o r t  . A c e t t e  d é f i n i t i o n  e s t  é q u iv a le n te  l a  s u iv a n te  • 

to u s  l e s  su p e rp o sé s  d*un chem in ferm é s o n t  à l a  f o l s  o u v e r ts  

e t  fe rm és . Les rec o u v rem e n ts  r é g u l i e r s  o n t dos p r o p r i é t é s  

p a r t i c u l i è r e s  en  ce q u i concerno  l e  g roupe des a u to p r o je c ­

t io n s  , que nous v e r r o n s  a p rè s  l ’é tu d e  du groupe do m onodrom ie, 

l e  reco u v rem en t u n iv e r s e l  e s t  to u jo u r s  un reco u v rem en t ré g u ­

l i e r  .

V I .-  T h éo rie  du reco u v rem en t r a m if ié  d ’une p s ^ u d o m u l t lp l l c l t é .

A in s i que je  l Ta i  m ontré dans l ’ a r t i c l e  p r é c i t é  , l a  th é o ­

r i e  du reco u v rem en t r e la t iv e m e n t  r a m if ié  se p r é s e n te  n a t u r e l ­

lem en t l o r s q u ’on se p ro p o se  une c o n s t r u c t io n  du reco u v rem en t 

d u a l de l a  c o n s t r u c t io n  c la s s iq u e  , c ’e s t - à - d i r e  s im p lex e  de 

d im ension  n p a r  s im p lexe  de d im en sio n  n . En ce c a s ,  i l  a r r i ­

ve que des s im p lex e s  de l a  d im en sio n  n -2  s o ie n t  r e c o u v e r ts  

un nombre de f o i s  i n f é r i e u r  au nombre de f e u i l l e t s  du re c o u ­

v rem en t . Oes s im p lex es  s o n t  l e s  é lé m e n ts  de r a m i f i c a t io n  

e t  on a r r iv e  à a s s o c i e r  au s u p p o r t  , e t  à son  groupe fo n d a ­



III.-i.-13

m en ta l l e s  é lé m e n ts  s u iv a n t s  :

1°) un complexe de p e r f o r a t i o n ,  r e la t iv e m e n t  san s  f r o n ­

t i è r e ^  e t  ¿0 ¿Limonsiona i n f é r i e u r e s  de 2 à c e l l e  du s u p p o r t  .

2°) l e  g roupe  a u x i l i a i r e  q u i  n ’e a t  a u t r e  que l e  groupe 

fo n d am en ta l du eomglorzo p e r f o r é  .

On c o n s ta te  a lo r s  que : 

l e  groupe f e n 5.aru-9nta 1 du s u p p o r t  e s t  un g roupe q u o t ie n t  du 

groupe a u x i l i a i r e  {p ar un g roupe d ’é lé m e n ts  r a m if ia n ts }  ,

lo  g roupe fo n d am en ta l du reco u v rem en t e 3 1 un so u s-g ro u p e  du 

groupe a " b i l i a i r e  .

Dans le  cas  où l e  s u p p o r t  e s t  à deux d im en sio n s  , l e  

g roupe des é lé m e n ts  ram i:;::'.a:rfe p jc .t  ê t r e  engendré  p a r  des é l é ­

m ents g é n é ra te u r s  l i b r e s  (re c o u v re m en ts  Rieman.'ii'-iiJiî) . I l  n fen 

e s t  p a s  de même p o u r  l e  c a s  des s u p p o r ts  à  un nombre de dim en­

s io n s  s u p é r ie u r  .

La c o n n a is sa n c e  de to u s  l e s  reco u v rem en ts  d 'u n e  v a r i é t é  

é t a n t  é q u iv a le n te , au m oins en  g r o s ,  à l a  c o n n a is sa n c e  de 

son  groupe fo n d am e n ta l, i l  y a i n t é r ê t  à  donnor un schéma 

q u i p e rm e tte  de l e s  c o n s t r u i t e  . On s a i t  çra' un com plexe p e u t  

ê t r e  donné s o i t  p a r  son  soliéma de somm ets, s o i t  p a r  l e s  ma­

t r i c e s  q u i asp-fim ont l e s  r e l a t i o n s  d 'in c id o n c e s  . A c-ôts dos 

m atz i'jt '3  d • i n e i  5.enoe, nous in t r o d u is o n s  l a  mat r i c e  do a con ­

t a c t e  o r i e n t é s  „ d é f in ie  comme p r o d u i t  de l a  mat r i  ose ¿le s i n ­

c id e n c e s  do 1*o rd re  n s u r  l 'o r d r e  n -1  p a r  s?  tra n s p o s é e  .



i l  y co rro sp o n d  une l i g n e  o t  une co lo n n o  à chaque s im p le x e  

d ’ord ro  n . L es term es de l a  d ia g o n a le  p r in c ip a le  s o n t  égaux  

à n+1 , e t  au c r o is e m e n t  d ’une l i g n e  e t  d ’une c o lo n n e  d ’ i n ­

d ic e s  d i f f é r e n t s ,  i l  y  a 0 s i  l e s  deux s im p le x e s  n ’ o n t  p as une 

fa o e  de d im e n sio n  n -1  e n  commun, +1 ou »1 s * i l s  o n t  une 

t e l l e  fa c e  commune avec  co n co rd a n ce  ou d is c o r d a n c e  d es o r i e n ­

t a t i o n s  .

On s a i t  que l e s  ta b le a u x  d es in c id e n c e s  d é te r m in e n t  l e  

co m p lex e , m ais no s o n t  p a s  a r b i t r a i r e s  ; l a  m a tr ic e  d es co n ­

t a c t s  ne l e  d é term in e  p as ; m a is  l e  r é s u l t a t  fo n d a m en ta l que 

j ' a i  o b ten u  e s t  l e  s u iv a n t  i

S i  on c o n n a ît  un su p p o r t  du com plexe d on né, sa  m a tr ic e  dos  

c o n t a c t s  l e  d é term in e  .

E n f in ,  su p p o so n s donné un com plexe # à p a r t i r  de sa  ma­

t r i c e  d es c o n t a c t s ,  on p e u t  c o n s t r u ir e  l a  m a tr ic e  deS co n ­

t a c t s  de t o u t  reco u v rem en t ( r a m if ié  ou n o n , con nexe ou non) 

p ar l a  r è g le  s u iv a n te  ; l e  d am ier c a r r é  de l a  n o u v e l le  ma­

t r i c e  e s t  une s u b d iv i s io n  p ar n (nombre de f e u i l l e t s )  du da­

m ie r  de l va n c ie n n e  ,  S i l ’ a n c ie n n e  c e e »  c o n t e n a i t  n+1 , 

l e s  n o u v e l l e s  c a s e s  de sa  d ia g o n a le  c o n t ie n n e n t  n+1 , }.es 

a u tr e s  O . S i  l ’ a n c ie n n e  c a s e  c o n t e n a i t  0 , on m et 0 dans 

l e s  n o u v e l l e s  , E n f in ,  s i  l ’ a n c ie n n e  c a s e  c o n t e n a i t  +1 ,

(ou  —l )  on r é p a r t i t  d es  +1 (ou  - 1 )  e t  d e s  O dans l e s  nou ­

v e l l e s  de t e l l e  s o r t e  que chaque l i g n e  e t  chaque co lo n n e  

c o n t ie n n e n t  un un iqu e term e non n u l .

III.-i.-14
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Bien e n te n d u , une f o i s  l e  nouveau ta b le a u  a in s i  co n s ­

t r u i t ,  i l  f a u t  c o n n a î t re  to u s  l e s  ta b le a u x  d * in c id e n c e  du

complexe de reco u v rem en t .

Ceci répond donc à l 'o b j e c t i o n  de R e id e m e is te r  dans 

l ' a r t i c l e  c i t é  ; le  groupe fo n d am en ta l e s t  d é te rm in é  p a r  l a  

donnée des s im p lex es  des d im en sio n s  0, 1 , 2 , t a n d is  que p o u r 

d é f i n i r  l e s  reco u v rem en ts  , i l  f a u t  f a i r e  ap p e l à to u s  l e s  sim«* 

p le x e s  du s u p p o r t  ï o u i l e  reco u v rem en t dépend au p o in t  de vue 

a b s o lu  de t o u t  l e  s u p p o r t ,  m ais l e s  r e l a t i o n s  du reco u v rem en t 

avec le  s u p p o r t  ne d ép en d en t , e l l e s ,  que dos s im p lex e s  de 

l 'o r d r e  le  p lu s  é le v é  (o u , p a r  d u a l i t é ,  de ceux  de l 'o r d r e  

l e  p lu s  f a ib l e . . )  .

V U .-  Groupe de monodromie . h y p e rg ro u p e  des a u to p r o j e c t io n s » 

B ien que to u t  ce q u i va s u iv r e  s o i t  in d é p e n d a n t du nom­

b re  des f e u i l l e t s ,  nous su p p o se ro n s  dans l ' é c r i t u r e ,  que c e -  

l u l - c i  e s t  f i n i ,  l a i s s a n t  aux s o in s  du l e c t e u r ,  l e s  p e t i t e s  

a d a p ta t io n s  n é c e s s a i r e s  .

C o n sid é ro n s  l e s  d iv e r s  su p e rp o sé s  d 'u n  p o in t  0 t s o i t

0-, ..........  0 . A un l a c e t  de 0 c o rre sp o n d  p o u r choque 0^x • g
un chemin su p e rp o sé  ^ i ^ j  » c 'e s t - à - d i r e  q u e , à chaque l a c e t  

de 0 c o rre sp o n d  une p e rm u ta tio n  des 0^ » I l  e s t  c l a i r  que 

deux chem ins hom otopes dans le  s u p p o r t  (ou  dans l e  s u p p o r t  

p e r f o r é ,  s ' i l  y a l i e u )  donnen t n a is s a n c e  à l a  même p e rm u ta -



t i o n  . Ces p e r m u ta t io n s  fo rm e n t  un  g ro u p e  , l e  g ro u p e  de 

mono d rom i ©̂ .

Le g ro u n e  d© m onodrom ie e s t  d ' a i l l e u r s  une r e p r é s e n t a ­

t i o n  du g ro u p e  f o n d a m e n ta l  \ d ’una a a r i l o i c  p l u s  p r é c i s e  *

Le g ro u p e  de m onodrom ie e s t  1 « iso m o rp h e  au  g ro u p e  _ 

q u o t l e n t  du  g r oupe f o n d a m e n ta l  du s u p p o r t  ( p e r f o r é  s ' i l  y  a 

H e u ) p e r  1 a p a r t i e  co israune au.*; s o u s - g r o u p e s  du g ro u p e  f o n ­

damen t a l  a u x q u e ls  l e  r e c o u v r e n a î t  a p p a r t i e n t  .

L 'o r d r e  du g ro u p e  de m onodrom ie e s t  au  m o in s é g a l  au  

nom bre de f e u i l l e t s ,  p u is q u e  l a  t r a n s i t i v i t é  r é s u l t e  d i r e c t e ­

m en t de l a  d é f i n i t i o n  . L * é g a l i t é  a l i e u  s i  1© s o u s - g r o u p e  de 

p r i m i t i v i t é  ( q u i  l a i s s e  f i x e  un  é lé m e n t  d o n n é) so  r é d u i t  & 

l ' i d e n t i t é  .

S u p p o so n s  l e  g ro u p e  fo n d a m e n ta l  d u  s u p p o r t  donné f lf l  

r e p r é s e n t a t i o n  é t u d i é e  e s t  d é te r m in é e  e n  t a n t  que g ro u p e  a b s ­

t r a i t  ±jar l e  sou3-groupe de primitivité , et p a r  l e  s o i i s - g r o u -  

pe  a s s o c i é  do F ; e t  p a r  c e l a  mémo l a  s t r u c t u r e  du r e c o u v re m e n t  

R é c ip ro q u e m e n t,  d ’ a i l l e u r s  on  c o n s t a t e  s a n s  d i f f i c u l t é s  q u e , 

à  ch aq u e  r e p r e s e n t a t i o n  du g ro u p e  f o n d a m e n ta l  p a r  une p e rm u ­

t a t i o n  de g  v a r i a b l e s  c o r r e s p o n d  un  r e c o u v re m e n t  "bien d é t e r ­

m iné è  g  f e u i l l e t s  .

E n f i n ,  n o u s  a l l o n s  a s s o c i e r  à  un  r e c o u v re m e n t  donné un  

h y p e rg ro u p e  ( r a p p e lo n s  que j ' a i  a p p e lé  h y p e rg ro u p e  u n  s y s ­

tèm e p o s s é d a n t  m u l t i p l i c a t i o n  e t  d i v i s i o n ,  m a is  où l e  p r o d u i t  

de deux  f a c t e u r s  e s t  f o n c t i o n  m u l t i f o r m e  d e s  a rg u m e n ts )  q u i
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ne se  r é d u i t  à  un  g ro u p e  que p o u r  d e s  r e c o u v r e m e n ts  r é g u l i e r s .  

E t  e n  o u t r e  :

L ' h y p e r g r o u pe d e s  a u t o p r o j e c t l o n s  e s t  is o m o rphe de l ' h y p e r -  

g r o upe  q u o t i e n t  du p r ouve de mon p a r o d ie  ga:»: ao n  s o u s - g r o u p e

do p r i  mi t i v i  t é_.

T ans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  du  r e c o u v re m e n t  r é g u l i e r ,  d é j à  

é t u d i é  p a r  l e s  a u t o u r s  c l a s s i q u e s ,  oe r é s u l t a t  s e  r é d u i t  au  

s u i v a n t  :

l e  g ro u p e  d e s  a u t o p r o j e c t i o n s  e s t  iso m o rp h e  du g ro u p e  de mo­

n o d ro m ie  ;

c a r ,  d a n s  c e s  c o n d i t i o n s ,  l e  s o u s - g r o u p e  de p r i m i t i v i t é  e s t  

l ' i d e n t i t é  . D’ a i l l e u r s  c ^ s t  s e u le m e n t  d a n s  ce c a s  que l ' h y -  

p o rg ro u p e  q u o t i e n t  e s t  u n  g ro u p e  : i l  f a u t  on  e f f e t  que l e  

s o u s  ■»•groupe e n v i s a g é  s o i t  i n v a r i a n t ,  e t  à  c a u s e  do l a  t r a n s i ­

t i v i t é ,  l e  s o u s - g r o u p e  de p r i m i t i v i t é  ne p e u t  l ’ f î t r e  quo s ' i l  

s e  r é d u i t  à  l ' i d e n t i t é  .

R é fé  r e n c e s  .

THRELFALL- SEIFERT L e h rb u c h  d e r  T o p o lo g ie , T e u b n e r  1934

( p r g .4 2  à  59)

REIDEMEISTER Z u r T h e o r ie  d e r  F u n d a m e n ta lg ru p p e

M a th . Z e i t s c h r i f t  40  (1 9 3 5 ) p . 406

F.MARTY G roupes e t  h y p e r g r o u p e s  a t t a c h é s  à  une
f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e , A n n a le s  E N3 (1 9 3 6 )
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