ANDRE WEIL

Application des invariants d’homologie a la caractérisation
des classes de représentations

Séminaire de Mathématiques (Julia), tome 3 (1935-1936), exp. n°6, p. 1-19
<http://www.numdam.org/item?id=SMJ_1935-1936__3 A6_0>

© Ecole normale supérieure, Paris, 1935-1936, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire de mathématiques implique I’accord avec les condi-
tions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SMJ_1935-1936__3__A6_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

I11_.- G.

SEMINA1RS IE MATHEMATIQUES

Troisieme année 1935-1936

TOPOLOGIE

Application dea imrarianta d?homologl&

& la caractérisation des classes _de représentations

Exposé fait par M.André VIBIL, le 17 Février 1936

Exemplaire n°



I_.-G.- 1

On a déja eu l*occasion de parler de la distinction
entre homologie et homotopie (v.exposé B) . On rappelle la

définition

Deux complexes singuliers Cn tC’ images continues
d»un méme complexe simplicial c¢*1 dans un espace topologiqu®©
donné quelconque, sont dits homotopes si l'on peut les dé-
duire |’un de | ’autre par déformation continue . Au moyen du
produit topologique d de ¢ par le segment 0 —t —1
on peut encore dire que Cn = f(cn) et C* — fMo ) sont
homotopes si l'on peut définir une fonction continue f sur
dn+l , prenant ses valeurs dans | ’espace donné (c’est-a-dire
une image continue de dn+” dans cet espace) se réduisant
a -i pour t = 0-et a f* pour t =1 . Si C*n se reduit

a un point, on dit que Cn est homotope a zéro

On a vu (ibid.) que deux complexes homotopes sont ne-
cessairement homologues . La réciproque n’est pas vraie, com-
me on sait (voir par ex. |’exposé de Marty sur le groupe do
Poincarée).Mais on doit a H.Hopf d’avoir démontré cette reci-
progue dans certains cas particuliers trés intéressants
C’est a | ’exposé de ces résultats (dont une partie avait

d’ailleurs été pressentie par Brouwer) que va étre consacree

la présente conférence
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Quand deux représentations C* —f(c*M , C* —f*(c )
d»un méme complexe cn dans un méme espace définissent des
complexes homotopes , il est d’usage de dire aussi que les
deux représentations appartiennent a la méme .¢classjo ("Abbil-
dungsklasse™). De plus, on a vu que, pour savoir si deux com-
plexes singuliers sont liomotopes (ou si deux représentations
appartiennent a la méme classe) on a a résoudre un probleme
du type suivant s K étant un complexe donné, KQ un complexe
partiel composé d»éléments de K, determiner une fonction con-
tinue sur K , prenant ses valeurs dans un espace donné (c’est
a—dire une représentation de K dann cet espace), qui prenne
sur des valeurs données ; ou, autrement dit, prolonger a
K d'une maniére continue, une fonction donnée sur EQ . Un
tel probleme s 7appelle un "probleme de prolongement/l ("Erwei-
terungsaufgabe™); nous donnerons aussi les résultats do Hopf
sur certains problemes do ce type

On a deja dit (v.exposé Leray) qu*on peut toujours pro-
longer dans un espace topologique normal quelconque, une
fonction continue, a valeurs numeériques, donnée sSur un sSous-
ensemble fermé quelconque de l*espace ; d*ou il résulte quT
on peut toujours prolonger w jai une fonction prenant ses
valeurs dans un espace euclidien a p dimensions x* , Xg ,

'XP (il suffit de faire le prolongement pour chacune des
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coordonnées x séparément),
On désignera par Sn la sphére a n dimensions ; on sait
qu'elle est topologiquemont identique a la frontiére \xn+1\
drun simplexe xn+l a n+l dimensions ; on sait aussi que
la sphére Sn pointée (c’est-a-dire ou l'on a enlevé un point
p) est topologiquement identique a un ospacc euclidien R
a n dimensions, et par suite que la sphere Sn deux fois poin*
tée ( c'est-a-dire d'ou l'on a enlevé deux points p et q )
est topologiquement identique a R' - o {espace R d'ou I'on
a enlevé un point o )
D’autre part, soit Rn un espace euclidien a n+l di-
mensions, Sn la sphére de centre o et de rayon 1 dans
Rn+1 ;a tout point x de Rn - o , faisons correspondre
| intersection z = iP (x) de la demi-droite ox avec S

et soit P = log (ox) ; tout point x de RI™ - o est ainsi
représenté par ses coordonnées polaires (z, p ) d’une manie-
re et d’une seule ; autrement dit, Rnd4"- o est le produit
topologique de Sn par la droite -00 L. Pp t 00 1

Ces préliminaires posés, nous diviserons (d’aprés Hopf)

notre exposé en trois parties

lére partie . - Représentations de degré 0 de 3n dans Sn

Dana toute cette partie (mais non dans les suivantes)
le degré topologique sera pris par rapport a | ’anneau des

entiers rationnels . On deésignera par S a la fois la
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sphére a n dimensions et le cycle algébrique & n dimensions
qu’elle définit au signe pres (c’est-a-dire, dans une trian -

gulation quelconque de Sn, la base du groupe d’homologie a

n dimensions sur Sn , défini par rapport a | ’anneau des en-
H 2

tiers) . Si | ’on a une représentation f(S ) C. S d’une

sphere SO dans une sphére Sn , le degré de la représenta-

tion n’est pas autre chose que le nombre d défini par

f(S n) /\J d.Sa (voir conférence précédente ).

Si  f(S ) est homotope a zéro, on aura d=0 . Réciproque-

ment, nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant
Théoreme | . - Une représentation f(S n) d’une sphére

SQ dans une sphére S , de degré topologique O (par rapport

a | ’anneau des entiers) est homotope a zéro

Ce théoreme se démontre directement pour n =1

Dans ce cas, en effet, on a deux cercles 0o , C ; soient ,

A , les arces sur ces deux cercles 1 la représentation T
s’exprimera par une fonction 6 = 1(°() , et si d est
le degré , on aura

f(« + 2 1r) = f{O<) + 2 drr
Si d=0 , f sera périodique, et la formule ft(oc) = t.f( K)
définira une représentation de 0o sur C , se réduisant a la
représentation donnée pour t=1 , et a zéro pour t=0
c,q.f.d.

Pour n A 1

, on démontrera le théoréeme par récurrence sur
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n. Mais il est utile d’abord d'en donner plusieurs énoncés
tous équivalents

Soit d:abord bf£+1 la "boule™ ("Vollkugcl”) a n+l1 di-
mensions ayant pour frontiere An  dans un espace Rn+
ou | Ton aurait plongé SOn (cTest-a-dire , dans un tel espace
1Tensemble des points intérieurs a £0n , ou situés sur SO ).
Dire qu’une représentation de SOn, dans un espace quelconque
est homotope a zero, c7est dire qu’on peut trouver i”~(s0n)
se reduisant a la représentation donnée pour t=1 , a un

point pour t=0 ; si nous considérons f+.(30 ) comme une

. - . X n
représentation de la sp’iere concentrique a SQ et de rayon t

(S étant supposée de rayon 1) , on voit que cette fonction
definit une représentation de la boule BQ|’1 ; réciproquement
si | ’on peut trouver une représentation donnée, il est clair
que celle-ci sera homotope a zéro . Le théoreme | peut donc

étre formulé comme suit

le : une représentation de SQn sur Sn , de degré zéro,
peut étre prolongé a Bc '

Sous cette forme, on peut encore transformer le théoréme

dans | ’énoncé suivant 1

une représentation do S n dans Rn+”-0
0

, d’ordre

zéro par rapport a o, peut étre prolongé a .



En effet, soit, comme plug haut, % = (P (x) le point
de lo sphére Sn de centre o et de rayon 1 qui se trouve sur
ox , et P le logarithme du rayon vecteur du point x ; se
donner une représentation f(K) d'un complexe quelconque K

dans Rn+i-o0 équivaut & se donner une représentation

de K dans Sn , et une représentation pi.i(K)jde K dans la
droite - ¢cO P + 00 . L*ordre de f(SQn) par rap-
port a o dans R - 0 n’est pas autre chose (v.conference
précédente) que le degré topologique de £f(S )3 dans
S . Donc si le théoréme Is est vrai, et si l'hypothése de
I*5 est satisfaite, on peut prolonger a B 0 la fonction

cpff(SOn)l ; quant a la fonction p |[f(SOn)3 on peut sure-
ment la prolonger aussi a BO , puisque c'est une fonction
a valeurs numériques : ce qui démontre I® . D’autre part,
le suit aussi | , car si f(S”) est une représentation de
de SO dans Sn , de degré zéro, on peut aussi la considérer

, ) n-fl
comme une représentation dans R —o0

, d’ordre O , donc
(si 1° est vrai) la prolonger en une représentation
f(BA+”) dans Rn+” - o : mais alors Cp sera une
représentation de Bg+” dans Sn qui prolonge f(SOn) et la
est démontré . On volt donc bien que le et 1“ sont entie-
rement équivalents

D’aprés les remarques faites plus haut, | peut encore

s’énohcer comme suit
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le : une représentation de SOn dans Rn -0 , d’ordre

zéro, par rapport a o , est homotope a zéro

. . wl. 1 .
Enfin, observons que, puisque R - 0 est topologique-
ment identique a une sphere deux fois pointée Sn+”~ - p - q ,
on peut énoncer I et le pour une telle sphere, l'ordre par

rapport a o devant étre remplacé alors par l*ordre par rap-

port au couple de points (p»q)

Démontrons maintenant d’apres Hopf les deux lemmes

Lemme | .- Soient f, g, deux représentations d'un méme
espace compact P dans Sn ; supposons qu’il y ait un point p
sur 3n , et un sous-ensemble fermé F’ de P , tels que f et g
coincident sur F - F’” |, et que les images f(F’) , g(F’) de

F* par f et g ne contiennent pas p . Alors f et g sont
homotopes

En effet, faisons une projection stéréographique de
Sn sur Rn de facon que p aille a I’infini . Soit un point
de F’ ; soit f.{x) le point de Sn tel que sa projection

stéréographique divise le segment de droite déterminé dans

Rn pa? les projections stéreographiques aa f(x) . g(x)

dans le rapport t/l—b : avec les hypothéses du lemme , ce
point est "bien déterminé . Pour x C F —F’ , on pren-
ara AAXN = S(x) = f(x) . On verifie immédiatement que

ot est continue en x tt , et se réduit a f pour
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t=0 , a g pour t=1

Lemme 11. - Soit f une représentation de SOn dans S
et n ~ 2 i soient p, q, deux points sur Sn ; A, B , deux
hémispheres sur SQ (de fagcon que SDrI soit la reunion de A
et B); alors on peut déformer f en une représentation g pour
laguelle g(A) 7 qa , g9(B) A B .

(On voit facilement que ce n'est pas exact pour n=1).

Tout d’abord, on remplace f par une approximation simpli-

ciale (assez fin® pour qu’elle soit homotope a f , cf. con-
ference d’Ehresmann) , de facon que pour cette approximation
qu’on désignera de nouveau par f , f ~(p) , et Tt (gq) ne

comprennent qu’un nombre fini de points ; on peut supposer

évidemment aussi, par une déformation convenable de SQ en
elle-méme, que A n’a aucun point commun avec f (gq) <« Soit
alors x un point de f“*(p) qui ne soit pas dans A , x* un
point intérieur a A ; joignons x a x* par une ligne L (ima-
ge d’un segment) sans point commun avec (¢j) » ni (sauf
x) avec f“~(p) ; soit V un voisinage de la ligne L , sans
point commun avec f* (gq) , et homéomorphe a un simplexe a
n dimensions Xn ; d’apres le lemmo I, une représentation
g(SO) dans Sn sera homotope a f pourvu qu*elle coincide

ne
avec f en dehors de V,et que dans ™ elle/prenne pas la valeur
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g ; on obtiendra une telle fonction g a partir de f, par une
déformation continue de V en lui-méme qui laisse fixes tous
les points frontieres de V et qui amene x en xf

Cela fsil, on a g homotope a f et telle que les points de
g“1(q) et g? (fi) coincident avec les points correspondants
pour f a | ’exception de | fun des points de f ~(p) qui a éte
remplace par un point x* dan3 A . En continuant ainsi, on
ameénera un a un tous les points de f (p) dans A sans toucher
a ceux de f*“"{q) , et le lemme est démontré .(Onremarquera

que | Texistence de la ligne L tenait a | ’"hypothese n = S)

On peut maintenant démontrer le théoréeme | : on le dé-
montrera pour n+l en supposant le théoreme | vrai pour n
Soit f une reoréfontation de «'I;é’*l dans £n+1 , de degré zéro;
on peut suppose7que f a éeté remplacée par une repréesenta-
tion h:jme.”ope (qu’on appellera de nouveau f ) satisfaisant

aux conditions du lennae Il : c'est-a-dire qu’on aura sur

Sn+~ deux points p , g , et que sera partagée par

son "équateur"” SgQn en deux hémispheres A ,, B , de iagpn que

f(A) q , ffb) p . Cela étsnt, on sait (voir confé-

rence précédente) qve le degré de f est égal au depré local
. wii

de f en un point quelconque <35 , par exemple en p

celui-ci étant la somme des degrés, en ce point, de f(A) et

f(B) e ce dernier étant nul, puisque f(B) Aac P en
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est de méme de f(A) ; par definition de | ’ordre, le degré de
f(A) en p est égal a l'ordre de f(Scn) par rapport au couple
de points p, g ; celui-ci est donc nul ; mais alors on peut
appliquer le théoreme 1° pour la dimension n (dans sa forme
relative a le sphére deux fois pointée sn+”~- p —q ) : d’a-
prées ce théoréme, la fonction f(SO0On) qui représente SGn dans
Spln_ p - g , avec 1*ordre 0 par rapport a (p,q) peut étre

prolongée en une représentation g de la boule B = A dans

n+l 0
—p —q ; autrement dit, on peut définir une représenta—

tion g de A dans S_”—p —qg , coincidant avec f sur S 11 ;
prenons , de plus, g = f dans B ; alors , d’aprés le lemme |
g est homotope a f . D’autre part, g est alors une représen—
tation de Sr(])+I cilans Sn+I —p t ou autrement dit dans un es-
pace euclidien H " , et est donc homotope a zéro ; il en

est donc de méme de f . c.q.f.d.

2éme partie . problemes do prolongement relatifs

aux représentations dans Sn

Soit un complexe a n+l dimensions , KO &
un complexe partiel composé d’éléments do ; soit f une
representation de KO dans Sn , on va donner des conditions

nécessaires et suffisantes pour que f puisse étre prolongée

au complexe Kn+™"
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(On observera comme plus haut, que si, au lieu des re-
présentations dans Sn , on étudiait les représentations dans
Rn+1 - o , on aurait un probleme completement équivalent a
celui qui nous occupe . On remarquera , dfautre part , que si
au lieu dTun complexe , on avait un complexe a mdi-
mensions, avec m —n , le probléme serait trivial, le pro—
1 ngoment étant toujours possible ; il suffit, en effet, de

considérer le probleme relatif aux représentation? dans
Rn'r» ~ o ; faisons le prolongement dans Rn+ d’une m?niére
quelconque, ce qui est toujours poaaible ; cela fait, une

déformation infiniment pebite nous permettra toujours d’évi-

ter le point o )
Soit Cn un cycle a n dimensions sur KO (s’il en existe

formé en prenant pour.domaine de coefficients un groupe abé—

lien quelconque G ; supposons qu’il soit homologue a zéro
sur Sn+* ; alors , quelle que soit la représentation f
de Kn+ dans sn , on aura f(Cn) ANJ O dans Sn avec le
degré zéro ; c’est donc la une condition neécessaire a laquel-

le doit satisfaire la fonction T, supposée donnée sur Eq,

pour pouvoir étre prolongée a ETL1 ; si d7ailleurs Cn est

déja r\/ 0 sur , la condition est identiquement satisfai-
te . Nous allons démontrer la réciproque , d;aprés Hopf, sous

la forme snivan te
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Théoreme Il . - Pour que la représentation f de
dans Sn puisse étre prolongée a K141 , 11 suffit que f(Cn )>AVQ
sur Sn quel que soit le cycle Cn sur , formé soit avec
l'anneau des entiers ordinaires, soit avec 1Tanneau des en-
tiers mod,m . non homologue a zéro sur K , mais homologue
a zéro sur &N

On va s'appuyer sur le lemme suivant, qui vaut pour tous
les problemes de prolongement

Lemme , Soit f(Kc) wuhe représentation de KO dans un
espace quelconque Q ; si l'on peut prolonger f en une re-

présentation f(K ) dans Q , l'on peut prolonger aussi a

K43 toute représentation g(KO) homotope a f(Z0)

En effet, soit Km le complexe formé par tous les élé-

ments de K qui sont au plus a m dimensions ; on va de-
montrer qu'on peut prolonger g a |l successivement pour
m=20, 1, 2 ...... d*¥ou il résultera le théoreme pour m=n+l,
C'est évident pour m=0 , il suffit de définir arbitrairement
g en tous les sommets de K a qui n'appartiennent pas deéeja
a K . Supposons donc qu'on ait défini g sur Km de facgon

0,
que g(£m + Kg) soit homotope a f(’Km + KQ f); soit Xm+1

un simplexe de K , a m+l dimensions, nlappartenant pas
a KQ ; on définira g dans Xm+~ comme suit . Soit o
un point intérieur a , X,m+ l1'homothetique de

Xm+ dans I'hom othétie de centre o et de rapport 1/2
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soit x* le point de X* correspondant, dans cette homothé-
: s . . m+1 y o m+1

tie, a un point x de i , on définira g, dans Xl par
g(xr) = f(x) ; g se trouve ainsi déterminé sur la frontiére

do Xm+" - X‘m+ ; d’ailleurs, g étant homotope a f sur T,

et en particulier sur la frontiére de Xm+* , on peut définir
sur Xm+l - X,m+ (qui est homéomorphe eu produit topologique
de la frontiére de a par un segment) une fonction se ré-
duisant a g sur la frontiére de & " , a f sur la fron-

tiere de X1 ; nous prendrons g egal a cette fonction
dans Xm+* - x ,m+" | Gest ainsi défini dans KOI'" , Ce qui dé-

montre le lemme par récurrence sur 3 .

Passons maintenant au théoréeme Il. Au lieu de Sn , noua
raisonnerons, ce qui revient au méme, sur la frontiere ||n+1|
d'un simplexe 2n+1 a n+l dimensions ; f étant donnée
sur KOt f est homotope (voir exposé Ehrermarn) a la repré-
sentation siraeli ciale , dans Ii‘“ll , d’une subdivision
suffisamment fine de EO ; draprés le lemme, il suffit de

raisonner sur celle-ci , qu'on appellera de nouveau f ;

autrement dit, nous supposons que f est une représentation

eimpliciele de EQ dans IXn+M . Soit E® l'ensemble des
éléments a au plus m dimensions de Kn : nous définirons
1 sur en faisant correspondre a tout sommet de En+”
un sommet arbitraire de XAt , et en prenant f simpliclale

sur E . Supposons un Instant qu'on ait pu prolonger f
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a En , et essayons de faire le prolongement a EU* . Pour
. n+1 . X . . .
cela, soit x un simplexe a n+l1 dlmensmnslde E col
n
s’agira , f étant donnée sur la frontiére de X , de prolon-

ger a xu ; ce probleme est identique a celui qui consiste

a prolonger une fonction, donnée dans une sphére SOn , a la

boule BO , et qui a été traité dans la premiéere partie ;
il faut et il suffit, pour que ce soit possible, que
f(xn+l ) NI O sur . Le probléme est donc ramené

Nl
au suivant : f étant connue, sur E ~ et sur EO , définir f

sur En , de facon que | ’on ait f(x ) r\J O quel que soit
an+”™ sur En4 ; ou encore, zn désignant n’importe quel
complexe algébriqgue a n dimensions sur En+”~ | de fagon que
f(zn) /v/ 0 chaque fois que 0 . Pour définir une telle
fonction f (supposée donnée sur EL ~ + EO ) choisissons un
simplexe YW (orienté) sur 1Xn | ; et supposons qu’on sache
déterminer une fonction X (x11) des simplexes a n dimen-
sions (orientes) de En , prenant ses valeurs dens | an-
neau des entiers ordinaires , et satisfaisant aux deux con-
ditions suivantes 1

1° - si xn appartient a EO .x (xn) west égal au degré de
f(xn) sur Yn (c'est-a-dire puisque Fest simpliciale sur
EO t (xn) = +1 , -1 ou O suivant que f(xn) = + Y¥Yn

-Y* ou ~tY n),
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n \ n

2°- quel que soit le cycle z = ct x+* (formé avec | ’an-

. L vt | .
neau des entiers) homologue a zéro sur K , on a i

X *zn* =?"") c¢i X (xin) =0
i

Dana ces conditions, soit x1I un simplexe de Kn+ a n di-
mensions, n*appartenant pas a Kc , et soit (x ) =Tk
k etant entier et = 0 ; marquons , a l1*intérieur de xn , Kk

petits simplexes (sans points communs deux a deux); dans cha-

cun de ceux-ci, définissons f comme une représentation sim-

pliclaie de ce simplexe sur Y , avec une orientation positi-
ve ou négative suivant que 'X (x11) est A ou ¥ 0 ; dans
tout le reste de xn , définissons f de fagon qu’elle n’y
prenne que des valeurs appartenant a ZA - YR (ce qui est

toujours possible, ce dernier ensemble étant homéomorphe a

| intérieur de la sphére) . La fonction f ainsi définie satis-
fait aux conditions requises, car si zn est un cycle 0
sur Kn+l , le degre de f(zn) dans | Xn+M est égal au de-

gré local en un point intérieur de YW1 , et celui-ci n'est au-
tre chose que JC. (zn) = 0

Tout se trouve donc ramené a la détermination de la

fonction (xn) , et il ne reste plus qufa faire voir que
les hypothéses de | ’énoncé permettent de trouver une telle
fonction ; céa hypotheses peuvent d’ailleurs se formuler ain-*

si: quel que soit le cycle zn sur KQt/\/0O (mod.m) sur Kn
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on aa (zn) = 0 (mod.m) : et cela, metant 0 ou un entier
naturel quelconque . On est ainsi ramené a une question pu-
rement arithm étique, qui d'ailleurs ne présente pas de diffi-
cultés, et au sujet de laquelle nous renvoyons le lecteur a
Hopf-Alexandroff

I est intéressant d'observer qu'au lieu de faire I'hy
pothése de I'énoncé pour le cas de l'anneau des entiers or-
dinaires et pour le cas de 1?anneau des entiers mod.m quel
que soit m , il revient au méme de faiure cette hypothese
pour un seul domaine de coefficients , a savoir le groupe des

nombres rationnels (ou des nombres réels) modulo 1

3éme partie . App3-ication aux classes de

représentations

Puisque, pour deécider si deux représentations f(K )
f* (K1) d'un complexe Kn dans la sphere Sn appartiennent
a une méme classe , il suffit de résoudre un probléeme de pro-
longement dans le produit topologigue de K par un segment,
les résultats precédents sont applicables . Soit donc Kn+
le produit de Kn par le segment 0 —t —1

. y-In .
E'n les complexes partiels de K correspondant respecti-

- soient Kn |

vement a t=0 et a t=1 ; il s'agit de savoir si l'on peut

déterminer une représentation de Kn+” dans Sn * se
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réeduisant a f sur Kl et a f* sur K’ . Soit * un

cycle sur Ku + K’n ; il sera somme d’un complexe algébrique

-x 11 sur K,n ; on doit avoir x11 - x’n = 0 , d’ou puisque K
et K,n sont sans point commun, xn = x,n = 0 , c’est-a-dire que
Xxn 0-t x»m sont des cycles ; on vérifie immédiatement que pour
que zn = Xn X'n rsp 0 sur Kn+1l , 1l faut et il anexfx+ jck®
suffit que x’n , sur K;n , appartienne a la classe d’homolo-

gie qui correspond a celle a laquelle appartient xn sur Kn

LTapplication du théoreme 11 donne alors

Théoréeme 111 . - Pour que deux représentations f. fT
de Kn dans Sn appartiennent a la néme clause . .11 faut et 1.1
suffit que I’on ait t quel que soit le cycle xn pris sur Kn

par rapport a 17annsau les entiers ordinaires ou a celui des
entiers mod,m , x( @) sur Sn  : ou. autrement ai.t
que tout cycle xn colt représenté, par f et par f*, avec le
méme degré topologique sur Sn

On exprime ce théoréme on disant que, lorsqu’il s'agit

” - - I((
de représentations d’un complexe K a n dimensions dans S

la classe d’une représentation est entierement déterminée par
son type homologique

En particulier, la classe d’une representation de Sn
dans Sn est complétement déterminée par son degré

En revanche, le type homologique ne suffit nullement
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en genéral pour déterminer la classe d’une représentation,
et Hopf a montré que les résultats de la premiére partie ne
peuvent étre étendus au cas de deux sphéres de dimensions
quelconques ; plus précisément, il existe une représentation
non homotope a zéro , de S4n "~ sur , quel que soit n
or, dans une telle représentation tout cycle a 2n dimensions
sur S431*1 est homologue a zéro sur S4n et est donc a for-
tiori représenté sur avec le degré zéro , do sorte que
la représentation a méme type homologique qu’une représenta-

tion homotopo a zéro . Dans le cas n =1 , la representation

do Hopf peut se définir d’une maniere tres simple : comme on
3

sait, S est un espace de groupe, et a tout point s de S

il est possible de faire correspondre une rotation autour de

o dans | ’espace ordinaire R ; soit A un point fixe sur la
sphere S2 de contre o dans R , P son transformé par la
rotation s : la transform ation (s --—- } P) constitue une re-
présentation de dans S2 , et Hopf demontre qu’elle n’est

pas homotope a zero (cela résulte d’ailleurs aussi d’un théo-

reme tres genéral do Hurowicz , provenant do sa théorie des

groupes d’homotopie d’ordre supérieur ).
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