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Notations. -
H est 3»espace de Hilbert; ¥ et g sont des points de H
A est une variable réelle, qui varie de A = -0oc? a A = +0«

A X(A) est la variation que subit X( X ) quand \ parcourt

3*intervalle A

|-“ Les opérateurs spectraux.

1.- Définition d»intégral es de StieZtjes symboliques.

Soit h( X ) un point de H dépendant de A ; aoitoi
une fonction contenue de A ; 8Vija;>sons que 1»intégrale de
Sti el 3ee f'+co -

J NI X) d( h( A),T)
existe et soit une fonctionnelle continue de f ; cette fonc-

tionnelle eit <lu type (g,f); nous désignerons alors g par le

syffioo2a j* ao ;
: «¢ (X a{ A
ity “¢(X) {A)
Il ne faut pas voir fsns cette écriture une intégrale de

Stieijes, car ri IW(A)(’ld %A]I diverge en général.

Q +«0

Réciproquement J <{A) a h{ A) représentera un

point de H tel quo l1l»identité suivante ait lieu
[*+0OP n y SX+00 X

(N J oi(X) alh(~),f1 «f o (A) ah(A),fJ

2.- Définition dos opérateurs spectraux.

Un opérateur O (A ; est dit spectral quand il pré-
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sente les caracteres suivants

13 opere sur H; 0 (-<*> ) est nul ; O (+o0) ost 1Tidentité;

0 est un opérateur hermitien défini positif et 'borné, dont

la borne est 1.

En d’autres termes

(2) @ (-<*?) f =0 ; © (+®o0)f=f
(3) (f, 0 (A)g) =( O (A)f g»

(4) (f, A ©f) > 0

(5) Aot ~ u«

Exempie.- Soit P, un systeme orthogonal et complet
dfopérateurs de projections; soit A 1 un nombre réel atta-

ché arbitrairement a chaquo P

0 ( X)) =2 P, ost un opérateur spectral.
X ,<X 1

Propriétées ¢es opérateurs spectraux.- On a (inégalite

de Schwarz géneéralisée)

i AOg(<V (9.~ 99)
LTinégalité do Schwarz usuelle et 1le fait que la fonction
p
(f. & (A) f) croit de 0 a||f || 2 permettent d*en déduire

1linégal ité
(6) Variation totale do ~f, 0 (A) g) < Dfli« j gl
Lfintegrale

I (a) d QA) ¢

a done un sen3 quand « {A ) est bornéo et continué, et colle
integrale vériftie 1finégalité
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C +oa | i
(7) ei(A) dQg < mMux. W<X)| *jgll -
o' —08?
3.- Caraotére faiblement compact do | ensemble des opérateurs

apoc traux

Soit O (A) une suite d’opérateurs spectraux,
Choisissons un eTsembIe dénombrable de points f1 partout
denses dsns H, L’inégalité (6) et le procédé diagonal de
Cantor permettent d’extraire de la suite m wune suite par-
tielle n toile que les quantités (f1, Q X ) f ) convergent
quels que soient X , i ot j. L’inégalité

HO ( X) fjKI|f]|] (f <s>)

montre que dans ces conditions la suite (f, 0~( X ) gj
converge, dquels que soiont f et g. On exprime ce fait en di-
sant que les opérateurs C) (/K) convergent faiblement vers

une limite; cette limite ost un opérateur spectral © (™ ).

Soit g une suite do points de H qui convergent for-
n

t ornent vers une limite g (c’est a diro g - gll —> 0):
te) (f. 6n(>3}gn—>(f, 0 (x)(

Soit a/n(><) une suite do fonctions qui converge
uniformément vers une limite ( X) ; do (7) ot (8) résulte
quo

f  f+% \ ( f
[feJ °* n* A d ® n gn) — *\f" J oM X ) d 6 g
- 00 " "S-00

Ce paragraphe aboutit donc a la conclusion suivante:



Théoréeme 1
Soit un ensemble infini dropérateurs spectraux; on
peut en extraire une suite partielle 0 et trouver un opé-

rateur spectrai 0 qui posséde 3es propriétés suivantes

S i

max. loi {X ) - o (X)]j — 0

n
al ns - «]I - »0
a3ors
-I-«’;(» ~ W
convergo faiblement vers
Y 0 W A
y_
k> 4-00
oC (X) do g
00
I1.“ Les opérateurs de Car3eman.

4 .- Champ d*existance ot champ des valeurs.

Nous envisageons un ensemble E de fonctionnelles [i-
néaires L présentant les caracteres quo voici
1°) Le champ de définition de chacune d’elles est une por-
tion ou la totalité de H . La valeur de L au point f de H
sera désignée par (f,L), pu par (L, f).
3°) On ne peut avoir f ~ 0 et (f,L) = 0 quel que soit L.
3°) Si f converge faiblement vers f, si les quantités
(~,L) existent, si elles tendent vers uno limite quel que
soit L, alors (f,L) existe et est égal a cette limite.
Monsieur Carieman envisage un opérateur K, qui asso-

(1) La converg~émie~ faibl e des points de H a été définie par
A.Weil dans son premier exposée (B).



cio a o011801.110 élémont X do 3 un point, KL, do H.
Quand, étant donné un point f do H, il existe un
point g do H, toi quo
(g,L) = (f,E D

quoi quo soit L, alors on écrit

g = E f

5 - Caractere hormiti on dos opérateurs de Carioman.
M.Cari oman supposa quo E contient un sous —enscanbl o
0O jouissant dos propriétés suivantes 1

1°) © so compose d™une infinité dénombrable do fonction—

y
nelles 1 s | N *eeee* N jeee o
2°) Chaque ost un point de H; les combinaisons lineéeai-

res finies des L , sont partout denses dans H.

3°) E f existo chaque fois qu’on peut trouver un point g

do E toi que

(f,EL™ ) = (g, 1~ ) guoi quo soitc*

4°) Si L ost un point do H, alors (1~ ,EL) = (KX~ .L)

en particulier le tahl eau des quantités (1I»™ »EL _ ) ost hcr*
miti on.
6.- Exemple 1.

H edt | ’onsomblo des fonctions do carrés sommabl es

f (x) [OE x ~ 1); E est un noyau symétrique réol , E{x,y)

E{x)a * ] E(x,y)3 dy existo et est continu, sauf sur un



ensemble formé de mesure nulle F. Les fonctionnelles L

appartiennent a deux types : cellos du premier type sont ca-
ractérisées chacune par un point a, étranger a F, de | ’inter-
valle (0,1); (f,L) — f(s) ; KL = K(x,s)

Les L du second type sont les fonctions réelles V(x) qui

apparti onnsnt & H et pour lesquelles J K(x) )-£(x)fdx

ost fini ; KL « [/ K(x,y) -£(y) dy.

J o
La definition do o ost aisée et tres arbitraire
Signalons que K f existo et vaut
P1okiy) () dy
0
chaquo fois que cotte intégralo est un élément do E.
Bxemple 3 .-

E est 1*ensemble des fonctions f(x) do carrés somma-

blos (-00 x¢ +00 ); Kest uh noyau symétrique réel, K(X,y);
f+aC _
on no suppose rien sur J K(x,y) dy ; mais on suppose
quo f 4 ¢5
j TZ(X,Y) - K(X?iy)‘J dy
00

ost uno fonction continue de x et xT.
On introduit d’abord des L caractérisés chacun par
un couple do nombres (a,b); on pose
(f,L) = f(a) - f(b) , KL= K(x,a) - K{x,b)
On introduit onsuite des L qui sont les moyennes des

L précédents sur dos intervalles bornés décrits par a et b.



lia définition do © est aisé© ot trés arbitraire
Signalons qu®© K t existe , et vaut

C**fK(x.y) - K(o,y)J f(y) dy + Cto

choque fois quo cette expression est un élément de H moyen*
nant un ehoix convenable de la constante.
N B~ Jwes fonctions de Green des domaines non bornés constt*R

tuent des opérateurs do Carieman analogues au précédent

H! - Opérateurs spectraux attachés
€& un opérateur de Cari eman

7 » B6finitions.

XJh opérateur spectral (A T est attaché a ~’opé*
rateur de Cari otoan K quand il vérifie la relation
L5 %30 _ A v
(9) J AoC(A) ¢ 0 A)g=K.J <(C)Hd AX
iJ_o0o0 J - 00

guel que soit g, chaque fois quo (A ) ot A (A) sont
borné3 et continus.
On nomme solution différentielle attachée a K tout

point h( A ) de H qui vérifie | ’équation

I +*ao f+ 00

N\ N\ — N\
(10) “[OO (A) dh(X) =E ‘A5 00 dh{")
chaque fois que (A) X*(\A ) sont bornes et continus.

L’opérateur spectral © (A ) correspond donc a K

guand 0 (A ) ¢ en ost solution différentielle, quel quo



soit g.
8. — Théoréme do continuité.

Soit un opérateur K, défini sur un champ E. Soit uno
suite d’opérateurs K , définis sur E, tels quo j Km - KLjj—*0

guel que soit L.

Supposons gqu'a, choque Km soit attaché un opérateur spectrsl

0 m

Soit 6* une suite faibl ornent convergente extraite de la suite

O (Cf,théoréme 1) .Je dia quo ss limite 0 constitue un opé-
m

rateur spectral attaché a K.

Soit une fonction (X 17 bornée et continuo ainsi quo X (A ).
[»+
D'un CcOté SqA>aOn« converge faiblement vers
+ & Toex?

/7 Xd(X) a9g
D’un autre cb té

T ot(A) 4 On8, A = fKn/* -, X) « ©n e .y

\ JIJvQOo *00

<*(* ) d (© g, KL)
V-00 n n
/’+ 00 n N
oL(X) a ( & g. KL) =( c<(X) d 0g, LEI

N o* V-cx?

Donc

NC O A«(X)doOg, I\ existo et vaut



Agox ot (V)a9 « BE O

2a relation (9) a donc Mon lieu.
9e“ Théoremo d ey

Supposons dTabord que K soit un opérateur dégénéré .

c*est a dire du type E I»=\_ _a”™ Cp”™ (L, )

(1=3,. ..;m , j=1,..,,m ).

a,, est une matrice hermitienne; @ est un point de H;
i T 1

1 0?2j existo.
I)Tapré3 3a théorie des maxrices horrnitiennes finies,
on peut trouver une substitution qu? orthcgonalise et norme

les 1 ot qui réduise S'ﬁ a une formo diagonale; 12 vient
i

(les A . sont dos constantes réel!3es ).

Or un te3 opérateur posséde évidemment | "opérateur spectral
suivant
© (A) f =52T < (f, ) pour X Z. V

AJVA

f-é(a)i:X-(}Xi TI = i" ppur Ay o

Un opérateur dégénéré a donc un opérateur spectral.
Soit K un opérateur non dégénéré, tel que S se confon-

de avec o . Au moyen de substitutions linéaires finies effec-



tuées sur 1los nous pouvons nNous ramoner ou cas ou
(L~ JE L« ) = 0 pour c*= B . (L™~ ,E 17~ )t qui est réel,
nost nul quo si E L~= 0. Sonéidérons la suite dos opéra-

teurs dégénérés

(L.EL* ).EL*
2

E L =\
m =1 (Lol "El®( ¥
( on pose " -Q * o )
Ils possédant dos opérateurs spectraux;, EnL. = E L ; pour
m —oi . Donc, dTaprés le théoréme de continuité, E possede

un opérateur spoctral au moins.
Or les opérateurs spectraux de E ne changent pas
guand on modifie 3 sans altérer © . Par suite, tout opérateur

de Garloman E possede au moins un opérateur spectral.

10.- Propriétés dos opérateurs spectraux attachés a un opéra-
teur do Carieman.
Les hypothéses faites sur le champ 3 et la relation

do définition (@) ont les conséguonces suivantes

i U. © g,t) existe, si 0 est étranger a |’ intervalle /\
La relation (AOg,L) = (g,A©L) définit un point de H,
A 0 L , qui est une fonction additive do A ( 0O étranger a

A).
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An « ai oC et A sont bornés et continus,
[(+*> \
f T+l (*) de g, KL\ " I n<A) dog, Lj
U-0b J \ —o0
"MHo r+0o0
= "X«c(A)a(©g,L)«l (M d (g, 0i)
J—o00
Un passage aia limite permet dTen déduire que:
"+ 0Q
(11) (g, KL = J Xd (© gf 1).
'«/-0O0

On a, si o< et Ac* aont bornés et continus.
[/ 0O’ i
/ >o0c(X)4 01 = ]

J
J -QC, vJ SO

(*>«©k-l-

Par suite, L et M étant deux é?évents de 3, (& 6 L,M) existe

si 0 est étranger a &
On a 35 &« et A2  sont bornés et continus,
[ VA2~ iXi a< © I.m) « (A<<',(A) a (© Kk i,m)

—06 “00

j c* (>) d(© KL, KM)

4+ mMmOO
D’ou S 2
(13) (KL, KM ) * X d( 0 L, M

- <0

Bnfin, on a le droit d’écrire
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¥+oo
(13) (KL M « X d{0 L M)
-0o -K »
chaque fois que toutes les intégrales] |A| a (t- O X)
convergent
Ces convergences sont assurées , par exemple, quand

0O (\V ) s 0 pour X < 0 , et qgu’a chaque élément L de 3

on peut associer une suite de points ™ n de H possédant les
propriétés que voici s les In sont les éléments de 3 ;
" E .t - EI»jj__ >0 ; l’ensemble dos quantités (Xn’ll

est borné

XV, - Classification des opérateurs
de Carieman et des opérateurs spectraux.
11 . - Définition des cliasses

Considérons |l a transformation

A -9 &g .

*
Si g ‘(w). Or (*)7 0. et 31 g f 0, alors T # O;

en effet n
(f.g) =~ i “T— ~— d( © gtg) ~o0
J , A-V"
A -v
car ( o g.9) croit et | "argument de A —A a une oscilla-

tion inférieure a 10 .
De (9) résulte d’autre part quo

E(f -9 )= j>f - " g
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Les solutions 1linéoiranent indépendantes do | ’équation

Kf - f = o0 sont donc transformées par (14) en solutions
linéairement indépendantes de | équation Eg- Vg=0,

si tF (~ ) . A o

Il en résulte que | équation K f f = 0 a le méme nom-
bre de solutions de chaque c6té de |’ axe dos ™ réels.

E est dit appartenir a la cl asse (p*n) quand ce nombre est
p pour 13 ) > 0 , n pour {J (™) 0
(0 est dit appartenir a la classe (p,n) quand il est opéra-
teur spectral d’un opérateur E de cette classe

Signalons deux théorémes faciles; n » p quand il
existe tin interval! e de 1’axe des A o0 © (”~ ) est constant
E est de classe (0,0) si 1’axe des X contient un intervall
ou toutes ihes solutions de E f ——X f = 0 et toutes les so-
lutions différentielles do E sont nulles
N.B. M. Cari oman avait nommé classe | la classe (0,0)
M.Von Neumann dénomme hypermaximale la classe (0,0) et maxi-
mal os les classes (p,0) , (o,n)
JZ.- Une résolvante de 1l’équation
(15) r T «a; f =g (™t nombre complexe donne

g donné =« f inconnu )

La relation (9) montre quo cette équation admet la

résolvante
/*+ 00

(16) f = e
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Unicité do | ’opérateur spectral attaché a un opérateur E

de classe (0.0). (p.o) ou (o,n)
Supposons E de classe (o,n). Choisissons J (p. )> 0;
la solution de (15) est unique; nous la désignerons par f(|u?)

Nous avons dTaprés (16)

: N f d(o g#9)
I®f \ a\ s j

— OO
D’”Au, en utilisant des formules classiques de la théorie du

potenti el ,

-i L ( f(IXK+ TL ),g)-—- £ (A+ 0)g,qgy - (© (A- 0)g,g"
£ 13 C ~f( x'+ IC ).g9) dV - >TO(A+ 0)g,gj +~© (A- 0)g,”
( t > 0. 0 )

Ces formules prouvent que "0 est unique; elles donnent méme
un moyen de construire 0 quand on connait explicitement la so-

lution générale de (15) pour 0 NG e

Relatuiona d’orthogonalité des opérateurs spectraux de
classes (pto} et (o,n) .

Supposons E de classe (o,n). Nous avons d’aprés (9)
Ai A dgt A+00 -
e -~ ) LA --fJ\ MA) dOi

X (13
t-/— 00 | A~ —00

( A borné et continu).

Supposons \) (M) y 0 ; la résolvante (16) nous permet
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de donner a cette relation la forme :
N o0

Donc plue généralement

SJ—CO J—iv;

n +00 r+oo r 00
(17) i ¢ (A) dO.. M)\) = iA)  *)dof
vi»OC? SV—OKJ co
Bi (A) est borné, continu, analytique pour 3 (A )~ 0

et si f1 (X)) est borné , continu

En intervertissant l1lordre des opérateurs, on constate que
(17) vaut encore si (X ) est borné, continu et si ( Av )
est borné, continu, analytique pour ( X) 0

Si E appartient a la classe (0,0) la conclusion est que (17)

vaut quels que soient et ©) , bornés et continus

13.- Les opérateurs spectraux de classe (0,0) ont été étu-
diés iré 3 CDiiipietemont par M.Jarleman (chap.lll)

M,Carli eman donne, entre autres, une condition néces-
saire et suffisante pour qu'un opérateur E soit de classe
(o,0) : an doit avoir : (E f, g) = (f, E g ) chaque fois que
Ef et Eg existent,

M. Cari eman généralise a ces operateurs la théorie de
Hellinger (expos6bg par Blanc (E)) : les solutions différen-
tielles vérifient des relations d*orthogonalité ; O peut s*
obtenir comme combinaison bilinéaire de solutions différen-

tielles
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14,- Préliminalres concornant les opérateurs spectraux do
classe (o,n).

Soit ~ une solution de 1’équation R -SW =0
tel 1e que 2JL (N - V) (Q,n) = 1.

St £ (f™) ~ 0 RE -~ f =0 entraine f = 0 ; on a donc
d’apres le parg.l4
f>+0»
X- Vv
d <f =0
J —C€» N7 P >+ att

c’est a dire L
h = 9 1 ’ n '

par suite, on aura plus généralement

I'TO®
(18) J ol(A)do<p=o¢sg(N).o<h> ,
» 0V -
si oi.( ) ost borné, continu, analytique pour g-*1y ~ 0.

Sn particulier

A 8i?
— v sioC { X ) est borné
(X)) 4 (0<t . <> o V) (<1 ¥ conti{nu, analytique
t/- CIC pour *3 (V°) 0
=05 {~”) (Y,yY) sib((™~) est borné
continu, analytique
pour \*m) > O

Ceci prouve que

(19) (O C][? ” ) = — |-——= log e~

(17), (18) et (19) permettent de vérifier aisément

| "affirmation suivante : o =g

Associons a un point f de H du type f = S (X ) do <P
<« OO0
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(a borné, continu) la fonction, analytique pour )y 0,
/T
F ) ") \ ,"AT d *0 A
ao
on o | «
(ao0) =J V *’Ria) «X,
—00

Un opérateur spectral particulier de classe (o, )_

Soit un opérateur K de classe (o,l) tel que les

*+**' )
points / (> ) d soient partout dense dans H

< >
D*aprés (20) , E est identique a | espace des fonctions
F(fj~) , analytiques pour O ( Yy 0 et telles que N

W p% _ . * 1 gl\V)ax

f |IF( A" H d converge . QjX~f correspond a --——-- ,
‘J0>1 2UiXoa A -1*'

R f correspond a X F( X) , quand f est un élément do 3

sinon R f existe ot correspond a X ANEATE T chaque fois
guo cette fonction appartient a E, moyennant un choix conve-

nable de la constante

15.- Les opérateurs spectraux do classe (0.n)

M.Von Neumonn, gréce a sa transformation de Cayloy,
prouve qu’un opérateur K de classe (o,n) a la structure sui-
vante : on peut envisager H comme étant le produit de n+l
espaces orthogonaux; dans le premier ( qui peut ne pas exis-
ter) K ost un opérateur de classo (o0,0), dans chacun des n

autres E est cet opérateur particulier do classe (o,l) quo
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nous venons do décrire

NjJB. M.Von Neumann définit sa transformation do Cayley sans
avoir recours aucun opérateur spectral ( Voir l'exposé de
Cheval ley (C)).

Dans le cas des classes (o,n), (0,0), (p«0) cette transfor-

mation de Cayley appartient au type (14).

16.- Opérateurs E de classe (p;n)

Le transformation de Coyley permet a M.von Beumann
d’adjoindre a 6 des éléments 1 de H qui modifient la dé-
finition do E en diminuant p et n d’un méme nopbre. D*ou le

théoreme suivant

Un noyau E de classe (p,n) posséde une Infinité d’opérateurs

spectraux de classe (p—+n,0) si p~ n , de classe (otn—p) si

p<n ; un opérateur E do classe (00 100 ) possede une indfi—

nité d'opérateurs de chacune des classes (o,n), (0,0), (p,o0)
Jo ne connais aucun renseignement sur les opérateurs

spectraux qui appartiennent aux classes (n,p), np p O.
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Le livre de M .Carleman se compose de la th éorie géné-

) . 13 et d’a lications importantes
rale ci-dessus (parg.-1 a ) PP P

de cette th éorie .

La partie originale du meémoire do M .von Neumann s e

compose des quelgues pages ou il introduit la transform ation

de Cayley ot ou il étudie . grace a cette transform ation, les
appartenant a H ; ces passages sont indépendants de toute

considération d’'opérateur spectral. L'étude des opérateurs

spectraux que fait M .von Neumann est détournée et incompléete.



