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Le méemoire de Hellinger "Neue Begrtindung der Théorie
quadratischen Pormen von unendlichvielen VerBnderlichen”
prétend moins, comme son titre ] ’indigque, apporter des ré-
sultats nouveaux qu’un mode nouveau d’exposition, libéré de
1’algébrisme initial de Eilbert et des "conditions de con-
vergence compliquées auxquelles il conduit”.

Le premier et le deuxieme chapitre en sont consacrés
respectivement aux spectres discontinu et continu d’une forme
quadratigue a une infinité de variables et a 1la recherche
pour cette forme d’une représentation qui en mette en évi-
dence tous les invariants orthogonaux. Le résultat fondamen-
tal est le suivant

Toute forme quadratique (hennitiguo) a une infinité
de variables peut étre décomposée en trois parties
le—Une somme de carrés de formes linéaires (formes hermiti —
ques simples) correspondant au spectre discontinu
3°—Une somme d’intégrales dont | ’élément différentiel est
une forme quadratiqguo ot dont la variable d’intégration par-
court le spectre continu
3°- Une forme quadratiguo qui n*a plus aucun spectre sauf
peut-étre le point O.

Cette derniere forme se reduit d’ailleurs nécessaire-
ment a O. C’est ce que Hellinger démontre dans le dernier

chapitre de son mémoire . Bien que ce point ait été démontré
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par M .Delsarto dans 3on exposé, il ne me parait pas inutile

de donner ici 3a démonstration de Hellinger, intéressante a

plus d’un titre

Plan de | ’expose

| .- Existence du spectre.

I1.- Décomposition d’une forme relativement au spectre ponc-
tuel ;- Cas d’une forme compléetement continue

I11.- Décomposition relative su spectre continu.- Solutions

différentielles

| .- Sxistence du spectre
Il s’agit de démontrer le théoréme suivant
Toute forme hermitigue non identiguement nulle posséde néces-

sairement un spectre qui ne peut e réduire au seul point

I X =0

La démonstration est fondée sur 3’étude de 1l’inverse
K, do la forme (A - E) considérée comme fonction analytique
do la variable complexe "N = A + i

Soit d’abord un opérateur hennitique H . I>a condition
nécessaire et suffisante d’existence de H est que j|H f||
reste bornée inferi euremont pour || f|l =1 . (Nous dirons

pour abréger que H est un opérot®ur borno inférieurement) .

Que cette condition est nécessaire , est a peu pres
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évident ai | ’on Tout quo H-3 soit un opérateur borné. On
pourra déaontrer qu*ol 16 est suffisante on emploT”nt pair

exemple la méthode do Hilb . On poso

ei -¢ -[jJ3” ™ (3-h)3
et | on montre qu'il est possible de choisir o< tel que le
développement formol
okfs + IE-H) + (3-H)2 + ----J
converge uniformément vers un opérateur qui n’est outre que
| ’inverse cherché . H"3 admet évidemment comme borne, | ’in-

verse de la borne inférieure de H.

Ceci posé, considérons | opérateur

3 = (A -"3) (A -9523) = (A -Xs)3 3
L’existence de entraine celle do IT, et réciproqguement
car {A *~f3) n’est autre que 1*associéde (A —"9 3)

On aura d’cilleurs

(1) K = (A - 3) S-1 = (A - X 3) S-1 + | S

() Mg =\/ Kg 1

Or, d’apres le théoreme précedent S existe si S est borno
inférieurement . Il est immédiat que si A0, ona , pour
[[fl) =1 i| ST A . Donc en tout point du plan com-
plexe non sur | axe réel K existe , et |’on a

On voit que lorsqu’on s’approche de | axe réel, si K présen-

te des singularités, ce seront ou plus des singularités po-

laires
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Les points de | axo réel seront de doux sortes
le- Ceux on lesquels A-A 3 est borné Inférieurongnt . Ce

sont dos points réguliers on losquels K existo

30- Ceux pour lesquels A-A3 n’est p.;r borné inféri wromont

3n un tel point, Kn'osieto pas . Ce sont , par definition,

les points* du spoctro . Ils sont tous, on I*a vu, dons 1 in-

tervalle (@o.It) (0s bornes do A . (Voir D,,, p.14), Cfette cir—p

con3tanco pout se produiro do doux facgons

S) a-/\ 3 s Tennuie pour un oertain élomont f do
normo unité, de | espace hilbortion. 3n d’autros tarmea, il
oxisto une solution finie ot non nulle do | ’équation
(£ ™) (A -X3)f=0

b) A-X3 ne s®nnulo pour aucun élément do normo u—
nitii ~ Aierrr on pourr. tout ou moins, étant donneo une suite
évanoui ssanto 6 n . trouver une suito d'éiémonts tous do

norno un?té te* s quo

[| Afnl  &n
Pour étudier les singularités do K sur I*axo reéeel, il
est tout indique d'utilisor 1*intégral© do Cauchy . Remarquons
qud® lo point a | ’infini ©Ost régulier ot quo K admot dons son

voi3inogo le développement

K(*) = _gs-—-—--v 7

( Co developpement no difféere pas do celui donné C, p.19,
mois comme on avait pris B au liou do A —-SB * 1

faut changer le signo ©t changer \ on N )e



*

Nous prendrons comme contour d’intégration >;E> Je segment do
droite J/N= Cto > 0, - R A + R , et le demi-cercle
de contro O et de rayon R, aitué dans le demi-plan supérieur

R est un nombre positif supérieur a jm| et j MJ

"n. X*intégral e
/ I \ X n * ] **
r sst nulle puisqu’il n’y a
m 0 M
aucune singularité a l’inté-

rieur. L’intégrale le long

du dcmi-cerclo est lo demi-résidu du point a |I’infini, soit
i TTB . Bn séparant la partie réelle ot la partie imaginai-
re, puis faisant tendre wvt. vers 0O , on obtient aisément

[ 1-K

(A - A3) S=3 dA =0

-R

r+R
Pgg \ s"3 dX =TT s
r J-R

et comma cos résultats no dépendant pas do R pourvu que

-R —m M—+R , on peut écrire
3
<3) £170 ] AN S-) al = TT 3
Posons \Y
Lim. T (Jus®3 d X = G (\ )
r=o J r
m

3e forme herrnitique 5* (\ ; f), forniée avec cet opérateur



est une fonction non-décroissante de X . 323e ne peut dfail-
leurs rester constante dans (m,M) puisque

S (M;f) - e iajf) »
33je n’est d’ai3 3eurs pas forcément continue . Ses accrois-
sements pourront donc 3e produire, soit contindment, soit
par sauts . Ils se produiront évidemnent au passage d’une
singularité de E, c’est a dire d'une va]Jeur spectrale. (S’il
3’agit d’une va] eur spectrale isolée elle produira sur 3 (A)
une discontinuité égale au demi-rts* 6u rc3atif a cette valeur
On voit donc comment la forme pourra serv.r a déceler ces
valeurs singulieres et comment 3e fait qu-’e33e no peut res-
ter partout constante, prouve la nécessité do | ’existence de
ces va3curs
13 y a plus

In négrcns sur le segment = C °} o0, | XZ. X"
la rolatiovi

(A - $S) K(V) =3

qui définit I ’inverse Y. , puis faisons tendre vers 0.
13 viendra aprés réduction ol
(S) AT (A2:6) -vs(>0i40)F -] A dG {A:f) =0
Jo
guel que soit f et quel que soit | ’intervalle (X »A})
Si au point X 0 € (X ,f) a une discontinuité

non identiquement nul 30



U.c (*0;F) = 0<5p<T(X0) *p

3»équation (S) devient

(Sj.). A IN\& - AOAS- - 0

co qui rcviont a dire quo
~ G A 3= - X0 G =0
Y < Crg 005

que3 a que soient p et q.

Or i3y e dans 3e tabl eau JAS'™» gt au moins une 3igne d’é-
léments non tous nuis ; cette 3ifme fournit une so3ution
non nui 3e do | ’équation (£ X )

\ appartient ou spectre discontinu.

3n particudier, 3i ced3a a lieu pour X—O0, 1’équatiou
{s ) montre que 3e saut correspondant Ao est nul . Ainsi
donc , si en aucun point autre que A =0 |, ne subit de
discontinuité , il y aura neéecessairement au moins un inter-
va3 30 (X O.X j) dans 3eoue3 (5 croit contindment . Soit

un point de cet intervo33e ot AX un accroissement treées petit

do X ; on aura si potit que soit A X : [ X+AX
(32) A fe( X+t>\ , - ~ (% ,fQ - jJ A AdFfO.Ff) =o0
A

ce que 3Ton pourra traduire symbo3 iguement par
Adxa(AJf) dACT(X-f):O
C n’étant pas constante pour la valeur X ,1a forme

d G (X;f) - ¢zZ2 d G (A) x X
A Pq

n’ost pas identiquement nu330 ; elle o ou moins uno 1ligno
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do coefficients non identiguement nu] 3e ; on peut dire que
cotte ligne fournit dsns | intervalle infiniment petit

(A » ) uno solution infiniment petit© do | ’équation
& A

C’est ce qu’on appellera une solution différentielle.

A appartient aJors au spectre continu

Roraarque .- Si 3’on fait AO=In . A]= M dans (S) , il vient
CVL )
nA= . AdQ (A
En composant cette re3etion avec (D. ,p.T06)
AN
A-j §8d
on voit que 2a ferme () ; f) ne se distingue pas essen-
tiollemenb de 3s forme Ay introduite par Riess.
S
11.“ Uéconposi tlon d’une forme
roszati venent au spectre ponctuel . - Formes hermitiques

coppiébemont continues
Si (j? est une sos3ution non nulle do

(O (A-Aos}fzo

Ao)

est a dire 3i

¢ Fo - XEfo =0 lipol]|] * o



3c fonctionnelle 3iné airo (f. (0 ) est appelée une forme
Te ., e
carsoteristique de A relative a "X, On peut evidemment, vu
3 *ho-aogénJ Ité do S su oser iNid i = 3
J ( 1) PP <T oIJ|
Le forme hermitique
(f.veyv (T77EZ)
dérive do 3”"opérateur
= f - (1- f 0)
_ ° N _ Y@ .
qui est un opérateur de projection puisque (p = U . (Moir
C.p.5 et suivantes) . Nous appel 3erons en abrégé une tel le

forme, une forme hermiti quo simple. 311e généralise le carré
d'une forme linéaire ncriée
On a démontré (D .p.17) qu'a toute voleur A j du spec-
tre ponctuel , on peut attacher uno forme
Ba = A ( 0) - A (7\.- 0)
tclle quo

ri? = B. . B B =0 (A -A {B) B = 0

( cette forme est a un facteur constant prés A du précé-

dent paragraphe).

La premiére relation prouve que B est un opérateur
N
de projection . Apoel ons 3a mu3tiplicité sur 3aque3 3e
-
13 projette, c'est a dire Il’ensemble des élém ents
i = BAjT

3orsque f parcourt tout l'espace hilbertien

La deuxieme relation montre quo ot 31~rC ~ sont
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complétement orthogonal es

La troisieme relation montro que tout élément g,
est une solution de | ’équation

(E\Aj) (A -A,3) g =0

c’est a dire que toute foncti onnello (f.gj) ost une forme
caractéristigue de A relative a A

On peistt (B.p5) rapporter & une famille 171 ,k}
d’éléements orthogonaux et normes pris dons cette variéte.
| opérateur ) sera la somme des opérateurs orthogonaux
deux a deux ( Cl.p 7 et suivantes)

pi,k =i,k (f-0ik?*

B = Njr PI>k
Ainsi la forme B” est décomposée en une somme de formes
hermitigues sim plés
Les opérateurs p~ ~ pn A relatifs a deux m ultipli-
cCités 3ont cifthogonaux puisque ces m ultiplici-

*
tes sont compléter%ent orthogonales

Si |I’on se reporte (D.t>.16) a la relation
[ M M
A = AdAx = ¢Z\ \VA(A.+0)-A(A -0)1I + 1 A d A’
J i 2 *= 1 1 J J A
m m
> M
= A B. + 0\ Ad A’
i 1 *i *
m

dans laquelle A’ est une fonction continue de A » on voit
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que 1’on pourra écrire

D A=V~ 7Ai H A+ A
(D) 7 1 kP g

La forme A* n'admet plus de spectre ponctuel en dehors du
point O0; en ce point elle admet comme forme caractéristique

P=27Z pAKk
ik  1'K

en effet
Af ZIPifk = A*2IB*i =¢— (A - X1B) B*~" =0
Cn voit du méme coup que
ap=T Ai Pi J i£. Pi,k 1+ A’p = Pi,k
_i,k J L i,fc J i,k
en sorte que | ’on peut écrire
A= AP + A’
La relation (D) donne la decomposition en formes simples de
ce qui dans A correspond au spectre ponctuel . Il restera dans
le paragraphe suivant a décomposer AT d’une facon analogue.
Il peut arriver d’ailleurs que A’ soit nul. C’est en
particulier ce qui se passe si A est completement continue,
c’est a dire si | ’opérateur A transforme toute suite faible-
ment convergente en une suite fortement convergente
Si A est completement continue, il en est de méme de
Ap et par suite de A’ = A - AP.
Or, AT pour ne pas étre identiguement nul doit avoir, en de-
hors de A= 0, un spectre qui par hypothéese n’est pas ponc-
tuel . Il existe donc une valeur 0 O ot une suite d’éleé-

ments normés f , tels quo
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] fn - Aofn 1 k”™n
c’ost a dire tels que A, fn “ ~ofn "tende fortement vers
zéro. De ]a suite fn nous pourrons ( puisqu’il existe un

principe de Bolzeno-W oierstross pour le convergence faible)

extraire une suite faiblemont convergente fXIk ; soit f aa
limito ; A* " va converger fortement vers A’f, ce qui
avec la convergence forte do A’fn]C— A canvers zéro, en-

traine la convergence forto de f+‘k vers f. Alors f est aus-

si normé et |I’on a a la limito
A»f - Acf =0 | f H =1
ce qui est impossib3o0 puisque p\ ne felt pas partie du
spoctre ponctue3 . Donc A’ est identiquement nu3lo
Ainsi A = Afg Pj |
[
les X i no sont d’ailleurs pas quelconques . les ~ i k con3*“

tituent en effet d’aprés leur construction une suite ortho-
gonale ot normée, 1iis ont par conséquent O comme point d’ac-
cumulation faible unique ; alors les A A tendent vers

Z€ro en norme
U* *1,kIN\N=I1 *i 1, _*»- > * — > °

les A _ s’accumulent donc vers 0, ce qui entraine évidemment
qgu’a cﬁlaque A*1 no correspond qu’un nombre fini do p’;\f;,L

Il est bien entendu que cette démonstration n’est
valable que pour les formes complétement continues hermitl —

ques . Dons le cos géneéral ou A f A , la démonstration est
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beaucoup plus compliquée

I11.- Spoctro_discontinu

Solutions différentielles

Il nous reste a faire
A»

1»étude d»une forme
forme n»ayant pas do spectre

telle quo
\' = o0 CTost

ponctuel on dehors de

tel lo quo 1»équation
(A -a 2) f =

=0
A ~ 0 do solution

donc une

(£ ")

formo

n»oit pour

aucune valeur
Hilbert

a norne
a donné le

finie.
premier un
formo quadratique

X = ‘JJ.*’& 3"‘%‘6\/5+ *eoeo + XN -IXN + ecee

forme,

esemplo d'uno
c»est la

telle formo

Pour cotto l176quation o* équivaut au systeme
( -re- X - Axj =0
\

1 -~"~(xXp-3 + xpt;)) P\ xp =0

13 est aisé do voir que si jA* ~ 3 , on @ 1*1 p «,n\
r- 2
on sorte quo Xp

no peut converger
Si au contraire, |[AJ~ 3 , on pout poser sinru3tanénont
A = cos t , x, =csin t 13 vient a3ors
X = C sin pt
_H'c
> 2 9
A30rs {— xé‘z c 2__ sin"* pt

ne converge pas non pJus.



13 n’y a donc pa3 do spectre ponctue3

Par contre, pour j/\| 3
r-J 1

r\ a
p 11 x dt converge ouei que soit t, en
-"0 P J
sorte que 3Ton peut considérer si At est trés petit, 3es
[*t+ At
J Xp dt comme satisfaisant sensib3eraent a 3’équation

{QCEA) dans 3aque3 3¢ A= cos t.
On dira sjambo3iquement que 3es x dt sont 3es coordonnées

P
d'une so3ution différentie33e df , de 3'éouation (<,. ) pour

3a val our A = arc cos t

On a vu a 3a fin du paragraphe 3 que pour toute va-
3eur de A appartenant au spectre, 3’équation (G \ ) a une
solution finie ou une so3ution différentie33o0 . Les so3utions
finies corroppondant au spectre discontinu, 3es so3utions
di fférenti e33es correspondront au spectre continu . De plus,
3ec unes comme 3es autres so trouTo”ont, comme 3*a remarqué
Bolsarte, engendrées par 3es variations , soient disconti-
nues, soiont continues , de 3a forme génératrice (ET ( , X))
ou ce qui revient au mémo de la formo AA do Riesz La dé-
composition d’une forme ayant seulement un spectre disconti-
nu sera ano3oguo a la décomposition faite p3us haut, en for-
mes hermitiques simp3 es, seulement 3’éche3 3e des A étant
ici continue, la sommation dénombrablo par rapport aux i,
sera rcmp3acée par une sommation continue , c’est a dire

par une intégration par rapport a \ , La sommation par rap—
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port a 1’indico k restera ou contraire dénombrabl o.

Soit défini pour tout A un élément (A ) tel quo
pour des valeurs quelconques ot N- , on ait
i
ATCEFfAj) - ? (><,)} - * *<f(* ) =0

LE

Nous dirons symboliguement que» quel que soit A »dtp sa-
tisfait a Inéquation

(£) ai» (A) - Aaf(A ) =c
Kous raisonnerons pour ioire plus vite et plus intuitif sur
3es difféerentiCliea , Il va sans dire que ces rai sonnocients

peuvent; étre rendus rigoureux ( Tofr Hellinger™ p#S4Q-£58)"

Cn a, en premier lieu, 3i A] et A2 sont deux va—
leurs quelconques
Ad - A d<p ( ) =0
Adtp (i\2) - acp CA2) = o

Bn mu3tip3iont scal airemont la premiere équation par
dtp (Ag) , ot 3a deuxiéme par dvp {A3) e« on retranchant
membre a membre ot tenant courte de ce quo A = AX »13
vient

[dcpiA-J)- dcp (a27 =0
Soient maintenant deux interva]]og 1 et I> . 3n 3o0s dé-
composant on intervalles trés petits, puis passant a 3a Ili-

mite (comme pour deéfinir une intégrale) 13 vient
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(I\1(p.u3¢p):3|m.£i(31<?..8|$
Qi et u o b2— ayant des aigni fi citions évidentes, et 3a
sommation étant effectuée sur ceux des interva] les partiels
qui appartiennent a la fois a I ot Ig. G3 n’est pas dimi-
Nnuer 3a généra3dité que de supposer (p (0O) —O0 , (C n*étant
définie gu T une constante adil tive prés . A3ors si jw—A

L\ 'S/ (M* ) 1
[L(p(CA) . f(r >] =[o~r”~- OMI \ 7J

puisque jes intsrvalles 0,) ot AK> n’ont pos de partie

= [~ ,A)*or"F(AIl

commune . Ainsi

i () (p (i7)J = Wp(A ). Cp (N ) = £) 7 Nooosiop - n
On on tiro Gisement
iIA tfF (). & CD(CA fI = & <p (A)
L3 * 2 T J 3.3 °
ou est ] accroissement subi par (v dans 3a parti e
comms:J’r?e a I, et Ig.

3n particulier
[A<p(A>. (*>1 = A (poi A )
3 es accroisseconts étant tous pris d#ls 3e méme intervalle.

Considérons alors 3s forme 3iné oi ro

= —0 <P(A ,f) =1 faJTIA~Ir- « f]
\it Q1x ) L )

cette forme est normée dTaprés ce oui précede
Si maintenant on diviée | Tinterva33e (MM) en inter-

vol les parti e3s tres petits Ij , 30os formes hermi tiques

CcO rresponOantes



AiCta e*>

"{~ W oT al

forraont un systémo orthogonal ot normd pour* 2oquoH , <B8Tapres

3 Tinégal itd dg Bosso3

y -~ 14i 5 :(;1151 . *Al Yy ¢ B
i Al 9 ® "~ >
Si 1Ton passo a le 1lim ito corame pour uno integration, on so

trovavo dans 1les condi fcions ou le premie™ membro tond vers

uno integrai e do Hgjlingor (Voir A.p.17)

f M Lf. $ T A ;i)-d?9 i AL *) !
-'m d o(A )

Si ] ’on ret-rancho do AT 1Tintégral oo

~NRT
L? 0 (™~ ;*) ,d ip (A ;f

d <p (/N )
r o

on obtient uns nouvelle formo pour laquelle (1) (s\ ) nTen—
gendre plus de aolutiona différentielles . 3n rocommongont

on mettra final omont A1 sous |lo forme

_ f- Ea$ k' (» ;f > ;f O
A’ = A" + X \ A ~ ~Td)~<k'r>(A)
k 1i;m °
ou A” ne possede plus aucun spectre sauf peut-étre A = 0.

Cette forme est nécessairement indentiquement nulle . Ainsi
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taoute fan®e roYygti o Apaut s'ecriro

s— . N— A ;*>e*<? fc (A *>1
A i A~ Pi.fc+XL A O T S —

i O R

SESdjc ate 3 dax satds de tanes ddaLs &tart
dER3Baus aass=z cdlaire pour aull soit inutile diy INnsis-
ter (38 laogearat .
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