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INSTITHT HSNRI POINCARS

(Cet exemplaire ne peut quitter la sa]]e de lecture)

jx oraplaire n° h

S3MINAIRE 33 LIATH3LTATIQUAS

Deuxieme année 1934-1935

3SPAC3 D3 HILB3RT

D.- La théorie des opérateurs hennitique3 bornés

Exposé fait par H.Jean D3ISART3, 1le 14 Janvier 193-5.



Ta théorie des opérateurs hennitigues bornés est

due essontie33ement a Hi3bert qui 3*exposa en 1906 dans 3es

, (G-rundzttge einer a33gemeincn Theorie

p.157).

GCttingen Nachrichten
der 3inoaron Intogra3g3oichungon; vierto M ittei3ung,
La théorie fut u3tériourement perfectionnée et comp3étée
par Eel3inger et aussi par Fr.Riena

Dans cette conférence, nous adopterons, sans grandes
modi fications* 3*exposé do Riesz, a 3a fois p3us rapide et

p3us compréhensif.

P3an de 3 lexposé
s).~ Rappe3 sommaire des propriétés des formes hermitiques
dans 3lespace de Ki3bert a n dimensions

*).- Réduites successives d’une forme hermitigue, établis-
sement d’une correspondance entre 3es polynomes a une vario-
b3o et certaines fonctions po3ynomia3es d’une forme hermiti-
que donnéo

0).- Extension de cette correspondance a des fonctions p3us
généra3 es

a"*~ formes hermitiques a n variab3es

Soit A un opérateur hermitiquo, c’est a diro identi-

que a son associé : A = at
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On on déduit ung fonctionne] 30 bilineairg des éléments f
et g de ] 'espace : (f*rAg) = (Af.g)

et une fonctionnelle quadratique du 1Télément f

(f.A1) = (Af.f)
qui est nécessairement un nombre réel; cette derniére fonc-
tionnelle est une forme honni tique. Lorsque | espace de

Hilbert envisagé n’a qu’un nombre fini n de dimensions, on
retrouve évidemment les formes hermitiques a n variables;
il est bien connu, depuis Honnite, qu'une telle forme est

réductible dfau moins une maniére, a une somme de n carrés

=1

(F.Af) * AF(fe<fl) |

L1\

les A j étant des nombres réels, les n éléments for-

mant un 3j7stéme orthogonal gt norma}il, de tel le sorte que

2 r 1 (F. 4>1>i12 = ifii3

1=3
Si on introduit les n opérateurs de projection Ejf:fi,(f_f|>)
les formes hermitiques correspondantes sont respectivement
I(f.V-}iTI’ 2 * 4e sorte qu’on peut écrire

a =£AI1 Pj

(Dans cette égalité nous désignons par une mémo lettre un
opérateur hermitique et la forme hermitigue correspondante;

nous ferons de méme a l1’avenir).
Ajoutons que les opérateurs dR projection P, sont
§ A
orthogonaux, et que leur somme se réduit a | "opérateur i—

dentité 3 . Il en résulte sans peine que les opérateurs
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X "3 —A —51 (7\~"]j) Pj ot _ Pj [ (A -7~.) sont inver-
ses 1’un do ] autre quel que soit ~NOA -

Los remarques suivantes sont essentielles : supposons
que | 'élément f vario sous la condition fi f j( =3 ; les
formes hermi tiques P prennent des valeurs toujours posi- '
tivos, qui ont alors pour somme 1’'unité, la forme hermiti -

quo A =<4 A P~ prend donc une valeur toujours comprise en-
tre le plus grand ot l1e plus petit des nombres > , ot
ces deux nombres extrémes sont respectivement égaux au maxi-

mum et au minimum de la formo A variée sous la condition

D’aprés les relations entre les operateurs Pj , on
constate facilement que les opérateurs A, A3 , A3 etc

ont pour expression

1| =£*1*1 A3 =Z 3JIPj ; - 5/ =E AJPj ;...
désignant ensuite par Jo (A ) le polynome a coefficients
re els

y (? ) S a0 + o3 t - + r

et posant

Ub (A= % 3+ St A ar Ar
on voit que j* (A) = p (~j) P. de la. résu]te que 1’'é—
lément f de | espace variant sou8 la condition || f( = 1

| "ensemble des valeurs prises par la forme hermitique f? (A)

pour tous ces éléments est compris entre les valeurs maxima
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ot minima de la forme- A variée dans les monies conditions.

b).- Réduites successives d’uno forme

hermi ticue

Soit, dans | espace de Hilbert général, un systéme
d’ éléments coordonnée (&<.) , Systéme toujours supposé
orthogonal et normal .
L’opérateur identigue 3 est défini par le systeme (L)

ori — oC

Le nenG réduit Bh de 3 est défini par le systéme (L)

suivant

jirmi = °~i 17 (i ~n ) % 6"'ni s 0 ; (1> n )

Zn peut ctre rjirardé comme opérant dans la multiplicitée —
linéaire (~ 1; °An)i son dornaino des val curs sc
réduit en offut a cotte m ultiplicité, et il tran?fonne de

la n'exile maniére deux éléments aysut mono projection sur
cette multiplicité ; 3 se réduit en fait a 1T Topératour de
projection sur la multiplicité -finie - «<3:* o_%* ....cVn)
Obsorvons encore que 3n tend fortement vers 3.

Soit maintenant A un opérateur linéaire bprné ayant
pour systéme (L), par rapport aux éléments coordonnés, 1’on—

sembl o d’éléments (€T*) . On définit d’abord 1’oporatour

Bn ayant pour systeme (L)

G"ni &1 T (1 “ n ); Ani= 0 < (1> n )
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Il ost clair que Bn tond fortement vers A, il a encore com-
me dornaine des val ours 1le multSplicité (=<7;0(-; ...EC*n)
mais deux éléments ayant méme projection sur cette multi-

plicité sont transformés différemment, en général, par Bn

c*est pourquoi on prend pour n®mG réduit de A |l 'opérateur

Ay = B, 3, * il opere "bien dans (o T °< R; et

peut étre regardé comme un opérateur défini dans un espace

n)

a n dimensions , il tend fortement vers A puisqu’il en est
ainsi de Bxi et que 3n tend fortement vers 3.
Supposons maintenant A hermitiquo , il en est do

méme de AXX * On aie théoréeéme fondamental suivant

Tiiworemo 1 . - L’élément f variant sous la condition
) WAG ]

il T J =1 , la forme hermitiquo A varie entre les
bornes met ' , la forme hermitigue An varie entre les
bornes mn et aT3 je dis que m= ., ~ Mn = M

Soit en effet fn le transformé do f par 3 ; on a

<70 m

fiAf) =\ f.<* - .t =Y~ (t.al, S L.t

(fia ) =)  (f<r)) (g- ;-t) =y~ (Cal) {S ..t )
11 11

n < n >

(fn I) (6'ni* n > (f-nl\/li L fn (fn IIf.n)
L 33 I

m et Hn sont donc les bornes inférieure et supérieure
de la forme hermitiguo A quand f, de norme unité, varie
dans la m ultiplicité ( \ o< ; ... .« XI) , Ce qui prouve

notre assertion
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Conséquence. - ( )y ~tant un polynome a coefficients

Jp
ré ois r
Jp (jo ) = SQ ¢+ Cij > + - 3% ar |0

on deéefinit immédjatemont

i0O (A) = 993 4 ojA4- .... + a™A
jo (An) = aQS + a3An + ... + aAj
ot i3 est clair que jjo (An) tond fortement vers (A)

f*

Or, An peut ctro considéré o comme uno forme hermitique
dens un espace a n dimensions, donc la forme (An) prend
pour tout élément f de norme unité, une valeur comprise

entre le maximum et 3e minimum de -40 (w> ) dans 3*inter-

val 3e (m~ 1lI- ) ; passant a la Ilim ite, on voit que | ' ensem-
ble des valeurs de la forme (A) , variée sous la condi-
tion [l fI( = 1 , est tout entier compris entre les valeurs
extrémes deF (tv ) dans | ’intervalle (m ,I7).

Nous avons établi a partir d’une forme hennitigue A
une correspondence entre les polynomes Ja (A) ) et les for-
mes je (A ;

1).- cette correspondance est distributive : au polynome

al J3l (|° ) + ag ~(p ) correspond la formo anjo™ (A) +03)03 (A)
3).- 1’ensembl e des val ours prises par la forme j? (A) , la
forme S étant égale k | ’unité, est compris entre les valeurs
extrémes dej? (ijO) dans 1’intervalle (m;M) .

3).- la correspondance est multiplicative : au produit ef-

fectif de polynomes ;rW > jW > correspond le produit
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symbol 3qug do formes (A) I(A .

c).- Extension do la correspondanco

On pourrait facilement étendre 3a correspondance
aux fonctions continues du parametre k> ; 3 suffirait dT
utiliser une suite de polynomes convergeant uniformément vers
3a fonction; on obtiendrait ainsi une suite uniformément
convergente d’opérateurs et de formes hernitiques . ITais
pour 3a suite, i3 est indispensab3 e dfétendre 3a correspon-
dance a certaines fonctions discontinues

Nous prendrons une suite croissante de po3ynomes

f 3 > - I'xIP 1 - Jn(rr >- ...

que3 que soit fo dans 3rinterva3 le (m i) ; ces po2ynomes
étant de plus bornés dans 3eur ensemb3e sur cet interva3]e,
Dans ces conditions, pour mé&/l é M. 3a suite & n.(Jto )
converge vers une fonction J) (7> ) qui ne sera pas conti-
nue en général . Prenons 3a suite coOrrespondante de formes
hermitiques
jSjU) ; jo3u) ; ... ™>;nU) ,;_

¢ca forme Js j(A) Jo™A) t (i €j) correspond au polynome
pijCp ) - Pi(b ) qui est positif dans 3*interval le
(mMM), 3a borne inférieure de ce polynome est donc positive
et dfapres {Z), 3a forme j (A - joj (A) prend une val eur



positive que] que soit | 'élément de 3’ espace pour 3aquej on
3a calcule . Cfest ce que nous entendrons quand nous dirons
que la suite de forme (A) est croissante.

De plus, les H(p ) sont "bornés dans leur ensem-
ble ; il est clair , toujours d’apres (3), qu’il en est de

méme des valeurs prises par les formes j> n{A) pour un élé-
ment f déterminé .S i jl fl =1 , la borne supérieure des

-pn(*) calculées pour cet élément, est égale a celle des

uii( ). Des lors , quel que soit 1’eélement f de | 'espace,
ce qui pré cede montre que les valeurs des formes n(A)

pour cet élément, ont une lim ite pour n infini ; le consi-
dération des valeurs prises par ces formes pour | élément

f + g montre que les fonctionnol3es bilinéaires correspon-
dantes ont des limites quel3 que soient les éléments f et
g pour lesquels on les calcule; par suite les opérateurs
hermitiques Jh an) forment une suite faiblement convergen—

te vers un opérateur borné, nécessairement hermitique, B.

Théoréme 3 .- L’opérateur lim ite B ne dépend que de la fonc—
io i ) et non de la suite croissante de polynomes dont
elle est la limite

P3us généralement, nous démontrerons le résultat suivant:.

Théoreme 3.- Soient deux suites croissantes de polynomes

Jo n(fJ) Qru* ) tendant respectivement vers les

fonctions Jjo (p ) et Ju (E) ) '> supposons de plus que



dans (MM on ait p (P ) - < (p ) ; soient alors B la 1limi-

to faible des opérateursJo n(A) ot Cla Iimite faible des

opérateurs d ( A) ; ie dis gu'entre les formes B et Con a
| >inégalité B —C .

Choisissons en effet un indice 1 et un nonmbre positif
£ ; considérons le polynono -Ji~({fad ) -£ ; On peut trouver
un indice jJ assez grand pour quey .(p ) i’\">) - £
quel qgque soit dans (mlIi1} . Il suffit pour le voir de
considérer la suite d’ensembles 3a D30 5 e , sur les-
quel s

5 3(p) - jpi(p) -7 > ga(p ) - I>i(p) --
etc
ces ensgiblos s’enbo tent; Il existe un J assez grand pour
que 3.= O , sinon la suite 3(.( se prolongeant indéfini-
ment eJt étant formée d’ ensembles fermés, il y aurait u©
val our p © de P appartenant u teus les 3j Nncur laquelle
»N aurai t

I {P*>> -j3J>1 (o> _E£

ce qui est impossible . L’indice j étant ainsi choici, on

aura pour tout élément de | espace G (A >F>"NA) - £ 3 ;

puis , faisant j infini, C>jo)] (A - £ 3 ; mais cela
ayant lieu pour 1 et £ arbitraires, il en résulte
G> B- £3 , puis C —B i

Je dis maintenant que B= C si Hp (p ) =3 (p ) ;

on a en effet simultanéeément Jo (p ) - ™ (p ) ; - (p ) HB(pl



et donc aussi B - C ; C —B ; par suite B = C.
la correspondance est donc étendue aux fonctions becr-

neos 3imites de suites croissantes do poluynoraos ; on 3fé tend

de m6me aux fonctions 3imites de suites décroissantes de

po3ynomoo . Prenons maintenant doux fonctions 4) ) ot

3 (jo ) du premier type ; p (ij ) + a (p ) est encore du

premier typo, mois ; (p ) - u (fj) n'‘est ni du premier ni
du second . Si r(p ) =J3* ( ) - O ( ) v on pose par de-
finition r(A) « p (A - u (A) ; 13 fcut montrer que cet-

te convention est légitimo, c*est a dire que
(p ) » Cj Cp I > 3 Ny JEp ) entraine
i»U) - a U) - 9 3<a) i
c'est bien c3air, oor 13 on résulte
Ji (ff ) + ~3(f>) «jy 2FP ) + y (p ) ,
ou 3ee deux membres sont du premier typo , &aonc
jo (A) +cj2(A) =J7~ju) + Q U)

et
JOuUu) -g¢g U) =373JU) -JjuU)

On u au domo coup nontrd que 3a corrosponaancO ost djstritoli—

tive

Constatons maintenant que 3a propriété (2) a encore

dieu . Prenons une forme r(A) =Jo (A) - J3 (A) ,3Jj ()3 ) et

y /) étant par excmp3o du premier typo. Je dis que 3f

ensonblo des va3 ours do 3a fcnno r(A), variée sous 3a con-

dition Jf j =3 est compris entre 3e maximum et 3e nini-
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mun do r( p ) sur 1*intervalle (m,LI)4 Soit k Jc ninimun

do r( p) dans cct intervalle, on a r(p } — k ou

ja (p) ™~ 0 (p) + k , ot dans les deux nombres figurent
des fonctions du pronier type, il vient alors , d’aprés le
théoréme 3, <7b (A) - jQ (A) + k 3 ou r(A) — k B

on montrerait de ndne que r( A) - K S , K désignant le

maximum de r( P ). Donc. ..

Nous démontrerons enfin le théoréme suivant

Théoréme 4. - La correspond ance est multiplicative
Soient jo (p ) et Lj (p ) des fonctions du premier
type, limites de suites croissantes de polynomes :-p {p )

et tf n(p ). Nous supposons toutes ces fonctions positives,

ce qui revient a leur ajouter des constantes convenables ,

Considérons la suite croissante”™ {p )Qn(p ) qui tend
vers p (p )G (p ) ; toutes ces fonctions sont du premier
type, il leur correspond donc des formes hermitiques

Jo Qfn(A) : g (A). Je dis que pour n infini, |’opérateur

n (-&) tend faiblenent vers p u (A).

Soit en effet r(p ) un polynone tel que r( P >f <r>"(p>
on démontre , comme pour le théoreme 3, qu’on .peut trouver
un indice n tel que -Jo (p ) n n(p ) > r(p ) pour toute
valeur p de |I’intervalle (m,M) ; alors Jo a n(A) >- Tr(A);
d’ailleurs la suite ] %*(A) est une suite croissante bornée

il en résulte, corne plus haut, que les opérateurs y><3 (A)

tendent faiblement vers un opérateur hemitique borné B, Ila
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~

forme B est supérieure a 3a forme rfA).

Prenons maintenant une suite croissante do polynonca

tendant vers (p )9 p> > por exemple 3a suite
rmmp N~ =SJI3>MI>S n(p N T #e rai sonnenent précédent s’
applique aux polynomes rn(jo) - 1/n ; et par suite
B> rmn(A - E/n , que] que soit 3’indice n . Pour n infi-
ni, ona B—Jj4oJd (A . Dautre part on a
jp (P )rijn(fi ) <j» @) G (p )

par suito
W gnu) fj* 3 ™
et pour n infini B ~Jdoc™A) ; il on résulte que
E 3o ¢ (a) .
Ceci étant bien vu, 3a démonstration s’acheve aiseé-

ment la c orrespondance étant nu3ti p3i cati ve pour 3es po—

ynones, on a Jo —(A) (] n(A =0 "~on(A ; et en prenant les
limites faib3 es des deux membres, N restant fixe et n deve-
nant infini, 13 vient sans difficulté

f> (A) c¢cj n(/,) =j> ?2nU)
3’ opérateur B est donc aussi la limite faib3e, pour n in fi-

Nni des operateurs J> (A) ] n(A , 3imite qui est évidemment

J ™)y (A de sorte quon a bien jo (Ay (A =J>Y ~""m

la correspondance est mWBtip3 1 onti vo
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d)x- 3tude du apcctro

Soit uno fonction continue () définie de <>
a + oo , et qui soit dans (m,M) limite d"une suite de poly-
nomea ; il lul correspond une certaine ferme j* (A).

Nous approximerons cette fonction per une fonction on esca-

IierIIO |g ). Divisons pour cela 1’intervalle (-00 ;+00 )
. . \- .
en intervalles partiels . *"8Kk P~® k+l dans lesquels

I oscillation do Jo (p ) sera au plus égale aw ep ” sera

un nombre do 1’interval l1le 1 et Jo t(lI> ) sera égal a

-Jo (Jo j,) dans Ijj.- Introduisons encore les fonctions discon-
tinues, (p ) ¢égales a I ’unité pour jo< £ et nulles pour
> = £ ; el les sont aussi limites do suites croissantes
de polynomes , il leur correspond dos opérateurs hermi ti-
ques AN I Comno on a

ji= "(r > = Lki > (§ kK)-[OFKk+3 <p > i- <r 2] *

il vient

i lii [ ATk+3 - AiK] -

-
-
-_—
=
=

de plus e 7 *M~f(p )J™ 10 quel que soit p , donc
on a, entre fomes, les IM&galités suivantes :

-Co 3 ~ %S(A) -p T® Z ou B
Jo9(A) donne donc une valeur approchée do Jo (A) a &jt33
prés; quand la limite supé&rieure dloscillation temd vers
zéro, tﬁo TA) tomd faibdtement vers -H (A)

i
On écrira symboliquememt
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Jr> u> = J
—00

cotte notation, analogue a 3’intégrale do Stieljés ayant un
sons précis, dlapres co qui précede , BEn particulier, on a,

a cause de la propriété 3 l1l’'identité entre opérateurs, pour

p (p >as 1/ (a “N ), [400
3 ( B a)? 1 JjuU O
N-oo A ¥>
valable, a priori, seul ornent pour A conplexo. M=is on peut
remarquer que A" est nul pour5 ™~ m , et qu’il se réduit
a 3 pour S>M ; dans la sommation qui donno f(A), on peut

évidemment supprimer 3es termes correspondant aux interval —

3os Ifc dans lesquels AN reste indépendant de D ; on pas-
sant a 3’'intégrale , on voit qu’ollo s’écrit aussi bien
IM
(as - ay'=f LAE
J n A -B

e33e a donc encore un sens pour A réel inférieur a n ou
supérieur 4 M . 311e a mirnc oncore un sons pour toutes 3es
va3 eurs de 7 intérieures a (N;M) te3les de plus qu’il exis-
to des inturva;]3es | entourant A. , dans lesquels A* resto
constant. Il y a donc , dans | ’intervallo (m,M) un onsembl o

de valeurs do A pour 3esque3d33es 3a for?nu3o n’a p3us de sens

Ces val ours sont toiles que, aussi petit que soit £ . At
5

no soit pas constant pour A - £ < | 71 + £

Théoréme 5 .- Les valeurs que nous venons de définir forment
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un ensemble S qui se confond avec le spectro de l'opérateur

hermiti que A4

Soit une to3 30 val eur, ot désignhons par
(A ~£ ; A.+£ ) 3'intorva33o0 ou Ai n'‘est pas constant.
Posons encore

i B iA “i M~ LN oaf> }
E <f> » A+E£ A~L > = , f
1 J f b 1 (6 o < W pLA g )
1
On o
ar (A) as Aa+£ - Aa.f

gui ne s'annule pas identiguement, i3 existe donc un élément

f do 3'espace tel quo sen transformé par 3'opérateur g (A)

ait une nome non nu3 30; soit g ce transformé . 33ai33ours

3 , _ * i . . . _
2 ) %(f ) t ot por suito ’;y(A) 3/ (A) u (a) ; lecar
re scalaire ig.g) pout donc s'obtenir on ca3cu3ant la va-

leur prise par la fomo y (A) pour 1'élément f; do plus, en

appllqguant 3*operatcar y (A) a g , on doit rotrouvor g.

Par suite , appliguer 3'opérateur (A B - A )3 a g revient

a lui appliguer l'opérateur (A S - A3 a (A) ; or, la for-

me correspondant a ce demior opérateur, correspond a 3a

fonction (A - p )2 n (p ), qui, dans 3rinterval 3e
NA » A +£ } reste inférieure 06 £ ; appliquons alors
l'opérateur {\ E - A) a g ; on obtiont un élément g', et

le carré scalaire de g» est égal a la voleur prise par la

forme (A 3 - A pour 3'é 3¢neut g ; on o donc

(g".gMm = (A 3 - A)2 g " (9.9)
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ou
1tol < t
llg il

Si petit que soit £ i3 existe un é3ément g do norme non

nu3 3o0 , te3 que ce3a ait 3ieu. 13 en résulte que A est uno
va3 eur singu3iere, sinon, en effet, S - A)”3  existerait
et serait un opérateur borné, on aurait g — (A S-A) .g*
puis aussi |l glj ~ Jitj/lg’lj , et 3e quotient ro»jj 1 jjgijj

serait borné infériourenont. Donc
Le spectre de 3lopérateur hernitique A est donc for-

mé de nombres rée3s, i3 est intérieur a 3Tinterval 3c (m,M).

Théoréme 6.- Les nombres m et M appartiennent au spectre.

Soient, dans 3e cas contraire, mT et Mf 3es extré-

mités du spectre m< mT —iEf ¢ M.
A - est alors constant pour S N m» et j = M* | on
peut écrire .
ron"+L
y (A) =] Jo (~ ) dAn
nT-t
et en particu3ier
'‘M* -t rk=+L
3 =] a Aj ; A -] i, i A%
n»-£. n’-£.

Mai s AN est, quand N~ croit, une forme non décroissante;
par suite, de 3a définition précise des symbo3es précédents

re su3te 3es inégs3ités entre formes



(n*-£ ) 3 <A < (M’+£ ) 3
d’ou, quel que soit £ positif

(m’-£ ) é n ; M»+6 ) ~ M
on 4 donc bi en

n’” = n ; M» = M

Déefinition et étude du spectre ponctue]
Introduisons la fonction
0" Qqu) =20 (p "%) ; ou =i (ji>=2 )
qui est limite d’une suite de polynomes . Il lui correspond
un opérateur hermitiquo et une fome hemi tique B,S = 9,- (A) .
Dé finition On appelle spectre ponctuel |1 ensemble des

valeurs ™ pour lesquelles Bi n’est pas nuj .

Théoreme 7 .— Le spectre ponctuel forme un ensemble dénon«
brublo.
On c évidemment Bv -0 , et quels que soilent
’g&’;léi ceee '>_§n"
5%, * B, - T Bg 703

d’ou résulte 1 ’assertion.
I est clair encore que

4 - B Bl, Bjs =0 (37 #113)
£ f
De plus, p O¢c (M) =¢ 0T ) » et par suite
A B> = Bc. A 5 B*

on voit donc que

{ 3-MmM B =B, (A3 - A

A 0 (quel aue soit/) )
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Portons alors d'un élément f de 3'espece et appliquons Ilui

l’opérateur Bo soit g = Baf ; appliguons ensuite a
g l'opérateur A 3 " -- » on trouve zéro, donc
A g = Ag.

Si maintenant appartient au spectre ponctuel, il existe-
ra un élément f tel que || gjj ne soit pas nul, (ceci a cause
de BA~* = BA ) et il existera un élément g de l'espace |,
non nul, solution de | féquation homogéne

ag=Adg
/. est une valeur caractéristique de | 'opérateur A. Inver—

semait, toute valeur caractéristigue appartient au 3pectre

ponctuel; soit, en effet, A un nombre tel qu’il existe un
élément de |’ espace , de norme non nulle, solution de | é-
quation homogene /\ g — A g ; appliquer A a g revient aie
m ultiplier par ; appliquer (A a g revient a le multi-
plier parjo (r) ) ; ( c’est clair si jo (jo) est un polynome
un passage a la I|Iim ite facile montre qu’il en est de méme
pour une fonetion I|lim ite d’une suite de polynomes). On voi't

donc qu’appliquer B* a fi revient a le multiplier par
R (A ) , ce qui donne zéro si ri fl15 ot g si A ;
donc B% n’est pas identiquement nul, et A appartient au
spectre ponctuel .

D ou :
Théoréme 8.- Le spectre ponctuel se confond avec 1’ensem-

ble des valeurs caractéristiques de |’opérateur A.
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On a enfin lo théoreme suivant

Théoréme 9 .- Le spectre ponctuel fait partie du spectre de
i,
Introduisons 3a fonction
|:i+(fj):i (A~ -0 > 1 =0 t Ip £ )
a laquelle correspond la forme aJ- » il est clair quo
Bj = aT *“ Aj , dTaill eurs

+t 8 AJ = Ai = A3“~~ AJ -1

de la, on déduit sans peine , en faissnt £=0

4- . _«4 a a 4 —r

Ay+o " ;'s+to i I “ i-0 " ]g -o

( on s'appuie ici sur le fait que AN est seni-continue 1in-
férieurenont, tandis quo A» o0st seni-continue supérieure-
uent; c'est ce qu'on constate sans peine on remontant aux

définitions, et on remarqguant que lorsqu'une suite de fonc-

tions du premier type, par exemple, tend on croissant vers

une fonction du mone type, les opérateurs correspondants ten-

dent faiblement vers l'opérateur qui correspond a la fonc-
tion lim ite . Nous avons rencontré incidemment ce résultat

on démontrant le théoreme 4).

De ces égalités résulte que A~™ et Ait sont des fonc*,

tions discontinues de la variable 8§ , les points do discon-
tinuité étant ceux du spectre ponctuel, la discontinuité on
ces points étant égalo a B~ . Cela suffit a prouver quo lo

spectre ponctuel appartient au spectre

Quand on retranche 10 spectre ponctuel du spoctre,
il reste un ensemble appelé spectre continu, ensemble qui
sera étudié dans la prochaine conférence

J



