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P l a n  de l ’ e x p o s é

a) D é f i n i t i o n  e t  p r o p r i é t é s  g é n é r a l e s  d e s  o p é r a t e u r s  l i n é a i r e s  

d a n s  1 ’ e s p a c e  de H i l b e r t .

b)  Le s  o p é r a t e u r s  de p r o j e c t i o n .

c)  Les  o p é r a t e u r s  c o n t i n u s  -  Le t h é o r è m e  de E e l l i n g e r - T o e p l i t z  

Les  s u i t e s  c o n v e r g e n t e s  d ’ o p é r a t e u r s .

d) L ’ o p é r a t e u r  r é s o l v a n t  -  l e  s p e c t r e .

a)  D é f i n i t i o n  e t  p r o p r i é t é s  g é n é r a l e s  d e s  

op é r a t e u r s  l i n é a i r e s  d a n s  1 ’ e s p a c e  de H i l b e r t

On d é s i g n e  s o u s  l e  nom d ' o p é r a t e u r  d a n s  l ’ e s p a c e  de 

H i l b e r t  t o u t e  t r a n s f o r m a t i o n  p o n c t u e l l e  g  =  R f  f a i s a n t  c o r ­

r e s p o n d r e  à  un  é l é m e n t  f  de 1 ’ e s p a c e  un  a u t r e  é l é m e n t  g .  La 

t r a n s f o r m a t i o n  6 s t  s u p p o s é e  u n i v o q u e  d a n s  l e  s e n s  f —> g .

En g é n é r a l ,  l ’ o p é r a t e u r  n ’ e s t  d é f i n i  que l o r s q u e  l ’ é l é ­

me n t  i n i t i a l  f  d é c r i t  un  c e r t a i n  domaine  q u i  e s t  l e  do m a in s  

d ’ ex i 3 t e n c e  de l ’ o p é r a t e u r ;  l ’ é l é m e n t  f i n a l  d é c r i t  a l o r s  un 

a u t r e  d o m a i n e ,  q u i  e s t  1 e domaine  d e s  v a l e u r s  de l ’ o p é r a t e u r .

R e t  S é t a n t  d e u x  o p é r a t e u r s  , a un nombre  q u e l c o n q u e ,  

m un e n t i e r  p o s i t i f ,  l e s  n o t a t i o n s  R+S , R - 3  , aR , RS , Rm 

s ’ e n t e n d e n t  d T e 31e s-meme s  ; i l  va  s a n s  d i r e  que  d e s  r e s t r i c ­

t i o n s  c o n v e n a b l e s  d o i v e n t  ê t r e  f a i t e s  e n  C6 q u i  c o n c e r n e  l e s  

d o m a i n e s  d ’ e x i s t e n c e  d e s  o p é r a t e u r s  r e p r é s e n t é s  p a r  c e s  symbo­

l e s ;  p a r  e x e m p l e ,  l e  domaine  d ’ e x i s t e n c e  de R+S e s t  l e  domaine  

commun aux d o m a i n e s  d ’ e x i s t e n c e  de R e t  de S ,  l e  domaine  d ’ e x i s ­



t e n c e  de RS 6 s t  3a p a r t i e  commune au dom aine  d e s  v a l e u r s  de R 

6 t  au domaine  d ’ 6 x i s t e n c e  de S.

S i  3a  l i a i s o n  é t a b l i e  p a r  l ’ o p é r a t e u r  R e n t r e  l ’ é l é m e n t  

i n i t i a l  e t  l ’é l é m e n t  f i n a l  e s t  b i u n i v o q u e ,  l ’ o p é r a t e u r  R p o s ­

s è d e  un i n v e r s e  q u ’ on d é s i g n e  p a r  R~ ; s i  E d é s i g n e  l ’ o p é r a ­

t e u r  i d e n t i q u e ,  i l  e s t  c l a i r  que l ’ on a 

R . R " 1 = R“ 3 .R = E 

S i  R e t  S o n t  d e s  i n v e r s e s ,  on v o i t  que  aR, RS o n t  a u s s i  

d e s  i n v e r s e s  q u i  s o n t

( a R ) “ 1= R " 1 ; ( R S ) ” 3 = S ” 3 R**1 ;

D é f i n i  t i  on 1 . -  Un o p é r a t e u r  A e s t  1 i né a i r  e s i  s o n  domaine  de 

d é f i n i t i o n  e s t  une v a r i é t é  l i n é a i r e  , e t  s i ,  q u e l s  qu6 s o i e n t

l e s  é l é m e n t s  f-j , f ^ , ...........f ^  , de ce d o m a i n e ,  e t  q u e l s  que

s o i e n t  l e s  n o m b r e s  a^ , a2 ................ai. , on a

A ( a 3 f 2+ a2 f 2 + ------ + a k f k]  = a 3A f 3+ a2 Af2 + ____ + a kA f k ;

Nous ne c o n s i d é r e r o n s  d a n s  l a  s u i t e  que  l e s  o p é r a t e u r s  

l i n é a i r e s  d o n t  l e s  d o m a i n e s  de d é f i n i t i o n  s o n t  p a r t o u t  d e n s e s  

d a n s  l ’ e s p a c e  de E i l b s . r t .

D é f i n i t i o n  2 . -  En p r é s u p p o s a n t  s o n  e x i s t e n c e ,  on a p p e l l e  o p é ­

r a t e u r  a s s o o l é  à  un  o p é r a t e u r  l i n é a i r e  donné  A, e t  on d é s i g n e  

p a r  A , un  o p é r a t e u r  l i n é a i r e  a y a n t  jutcit dom ai ne  de d é f i n i t i o n  

que A, e t  t o i , de p J u s , que l ’ on  a i t ,  q u e l s  que  s o i e n t  l e s  é -  

l é m e n t s  f  e t  g de ce  dom ain e  de d é f i n i t i o n

( f . A g )  = ( A * f . g )  ; ( f . A * g )  = ( A f , g )

On r e m a r q u e r a  que  l a  s e c o n d e  c o n d i t i o n  é q u i v a u t  à  l a  p r e ­

m i è r e ,  comme on l e  v o i t  en  é c h a n g e a n t  f  e t  g ,  e t  e n  p r e n a n t  l e s
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i m a g i n a i r e s  c o n j u g u é e s  d e s  deux membres . 13 en r é s u l t e  que l * o -  

p é r a t e u r  a s s o c i e  à  A e s t  A lu i -mê me  .

On v o i t  a i s é m e n t ,  t o u j o u r s  en  s u p p o s a n t  l e u r  e x i s t e n c e ,  que 

l e s  o p é r a t e u r s  a s s o c i é s  à  A+B, A-B , aA, AB s o n t

(A+B)* =A*+B* ; ( A - 3 ) '  =A* -B* ; ( a A ) ^ = ‘âAX ; (AB)* =3* AX 

De l a  même mani  è r e , s i  A a un i n v e r s e  A” e t  un a s s o c i é  A* , 

s i  ce  d e r n i e r  o p é r a t e u r  a a u s s i  un i n v e r s e  A* , A“  ̂ e t  A*”  ̂

s o n t  a s s o c i é s ;  on a en  e f f e t

(A- 1 f . g )  = ( i T J : e . A V  - 1 g) = (AA~^f.A* ~^g) = ( f . A X_:le )  ;

Bema r q u 6 . -  3n r é a l i t é ,  d a n s  un  e s p a c e  v e c t o r i e l  normé g é n é r a l  

( e s p a c e  de S . B a n a c h )  1 1 o p é r a t e u r  l i n é a i r e  a s s o c i é  à  un o p é r a t e u r  

l i n é a i r e  donné  e s t  d é f i n i  d a n s  1 T e s p a c e  d u a l ; C6 n ' e s t  que p a r c e  

que l ' e s p a c e  de H i l b e r t  e s t  i d e n t i q u e  à  s o n  e s p a c e  d u a l , que l a  

d é f i n i t i o n  p r é c é d e n t e  a un  s e n s , C e t t e  r e m a r q u e  a s o n  p r i x ,  c a r  

i l  en  r é s u l t e  que l e  c o n c e p t  d T ope r a  t e  u r  h e r n i t i e n  n*a  de s i g n i ­

f i c a t i o n  que  d a n s  3 ' e s p a c e  de H i l b e r t

pé. f^ n i  t i  on 3 . -  Un o p é r a t e u r  l i n é a i r e  e s t  h e r m i  t i  6n s i  i l  e s t  i -  

d e n t i q u e  à  s o n  a s s o c i é

D é f i n i t i on 4 . -  Un o p é r a t e u r  l i n é a i r e  U e s t  d i t  u n i t a i r e  , l o r s q u e

1 T on a

UU* = U*U = B 

I l  en r é s u ] t e

(Uf .Ug)  = (UXU f . g )  = ( f . g )  ; = j/ft II

I»es o p é r a t e u r s  u n i t a i r e s  i n v a r i e n t  donc l e s  no r mes  e t  l e s
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p r o d u i t s  s c a l a i r e s  d e s  c ï é r n e n t s  a u x q u e l s  on l e s  a p p l i q u e .  

Théorème 1 . -  S i  un o p é r a t e u r  l i n é a i r e  p a r t o u t  d é f i n i  i n v a r i e  

l a  n o r m e ,  i l  e s t  u n i t a i r e .  S u p p o s o n s  e n  e f f e t  que 1 1 on a i t  

( U f . U f )  = ( f . f )

c h a n g e a n t  f  eV- f + g ,  p u i s  e n  f - g  e t  s o u s t r a y a n t ,  on t r o u v e  

3 6 .  (Uî.XJgj = R e . ( f . g )  

c h a n g e a n t  e n s u i t e  f  e n  i f ,  on o b t i e n t  

I m . ( U f . U g )  = I m * ( f . g)

f  i n a l e m e  n t

( Uf .Ug )  =  ( f . g )

q u e l s  que s o i e n t  l e s  é l é m e n t s  f  e t  g ;  donc  U.U* = B e t  U e s t  

u n i t a i r e  .

jDéjfin i t  i on  5 . -  Un o p é r a t e u r  l i n é a i r e  A e s t  c o n t i  nu s i ,  à  t o u t

nombre £, p o s i t i f  c o r r e s p o n d  un nombre  p o s i t i f  t e l  qus

I l f  “ S I) — ^  e n t r a i n e  jj A f-A g || — £  e t  ce l à ,  a u s s i  p e t i t  

que s o i t  £> .

®2L?jrème__2. -  Un o p é r a t e u r  p a r t o u t  d é f i n i  q u i  6 s t  c o n t i n u  à  l » o -  

r i g i n e , e s t  un o p é r a t e u r  c o n t i n u

3 o s u i t e  i ramé d i a t  e n ien t de l a  1 i né a r  i t é  de 1 T opé r  a t  e u r

c a r

A ( f - g )  = Af  -  Ag

D é f i n i t i o n  6. - Un o p é r a t e u r  l i n é a i r e  A p a r t o u t  d é f i n i  e s t  d i t

£ o r n é ,  s ’ i l  e a i s t e  un  nombre  p o s i t i f  l î ,  t e l  que 1 » on a i t ,  q u e l s  

que s o i e n t  l e s  c l é m e n t s  f  e t  g  de 1 » e s p a c e

| | A f  -  Ag | |  é  k | |  f-g ||
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Théorème 3 . ~  ¡La c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour q u ’ un 

o p éra teu r  a c i t  c o n t i n u  e s t  qu’ i l  s o i t  borné ,

I l  e s t  d*abord b i e n  c l a i r  que t o u t  o p é r a t e u r  borné e s t  

c o n t i n u .

I n v e r s e m e n t ,  s u p p o s o n s  l ’ o p é r a t e u r  A c o n t i n u ,  6 t  s o i t  5 

l a  v a l e u r  de Vi c o r r e s p o n d a n t  à C *  1 ; a l o r s  s i  f  e s t  de n o r ­

me i n f é r i e u r e  à 5  , on a -  1*

P osons  e n c o r e  M = %■ ; l ’ i n é g a l i t é
S

JMI - M I1*11 i <-
2T

e s t  v é r i f i é e  pour f  n u l > ¡w i  t , dans l e  c a s  c o n t r a i r e  g= f

| s  N

11*11’  a 5 9t ke = T 7 ) xt  ' I
il — I «

m ais  j| Ag jj e s t  i n f é r i e u r  à V n n i t é  p u i s q u e  jj g  jj e s t  i n f é r i e u r  

à  o , on  a donc  b î e n

H A i  | |  é  B  || # | |

Borne d ’ une f o n c t i o n n e l l  e b i  1 i  né a i r e . -  De jj A f  jj *= M ||f j| 

r é a u l t a

| (A f .g ) | é  | |A f | | .  Ils II ^  M || r  II , || g/l

I n v e r s e m e n t ,  a i  | ( A i . g ) | é  m jjfjj , ll&jj » on v o i t  , en c h a n g e a n t  

g en  A f ,  que

H A f  || é  M || f  ||

t>) Lee o p é r a t e u r s  de p r o j e c t i o n

l e u r  é t u d e  e s t  i m p o r t a n t e  ca r  i l s  c o n s t i t u e n t  1 6 s  é -  

1ém ents  s i m p l e s  en l e s q u e l s  se  décom posent  n a t u r e l l e m e n t  l e s  

o p é r a t e u r s  h e r m i t i e n s
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D é f i n i t i o n 7 . -  S o i t J l c  une m u l t i p l i c i t é  l i n é a i r e  f e r m é e .  On a

vu ( e x p o s é  B) que  t o u t  é l é m e n t  f  de l ' e s p a c e  s e  décompose  d ?ans
"*1 i

m a n i è r e  u n i q u e  f  = g+h e n  un  é l é m e n t  g  c o n t e n u  d a n s  J, C e t  en
*  *  * S  i  y

un é l é m e n t  h  o r t h o g o n a l  à  J  i C . L T o p é r a t i o n  f a i s a n t  p a s s e r  de f  

à  g s e r a  c o n s i d é r é e  m a i n t e n a n t  comme 1 Ta p p l i c a t i o n  à  f  d Tun o -  

p é r a t e u r  de p r o j e c t i o n

g  88 *

l e  domaine  de d é f i n i t i o n  de c e t  o p é r a t e u r  e s t  l Te s p a c e  

t o u t  e n t i e r ,  s o n  doma ine  d6s  v a l e u r s  e s t  l a  m u l t i p l i c i t é  D ! o . 

T h é o r ème 4 . -  Les  o p é r a t e u r s  de p r o j e c t i o n  s o n t  d e s  o p é r a t e u r s  

1 i n é a i r e  s .

S o i e n t  en  e f f e t ,  f  e t  g  deux  é l é m e n t s  de 3 T e s p a c e  , on  a

f  = P f  + h  g = P. v g + te
JIZ,

h  e t  k s o n t  o r t h o g o n a u x  à l a  m u l t i p l i c i t é  Die , a i n s i  que  h+k 

61 on p e u t  é c r i r e

*+g = P ^ f  I  P5tog + h  + k

comme de p l u s  P ^ f  + P ^ g  a p p a r t i e n t  à  l a  mul t i p l  i c i  t é  

on  v o i t  qu* on a n é c e s s a i r e m e n t

PMt/f  + =  Ty h H + g )  ;

Théorème 5 . -  Les  o p é r a t e u r s  de p r o j e c t i o n  s o n t  h e r m i t i e n s .

I l  s u f f i t  de r e m a r q u e r  que  

(P  f . g )  -  ( P v1, f . P >r/g + h)  = Î P ^ . f . P .  g) = (P> r f  + li.P ,,,. g )

= (f. Ph g)

p u i s q u e  h  e t  k s o n t  o r t h o g o n a u x  à  l a  mul t i p l  i c i  t é  .

Thé o r è me 6. - Un o p é r a t e u r  de p r o j e c t i o n  e s t  i d e n t i q u e  à  s o n

c a r r é  .
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Of 6 s t  un p o i n t  é v i d e n t .

Théorème 7 . -  To u t  o p é r a t e u r  h e r m i t i e n  p a r t o u t  d é f i n i  , qui  

e s t  i d e n t i q u e  à s o n  c a r r é ,  e s t  un o p é r a t e u r  de p r o j e c t i o n .

S o i t  A un t e l  o p é r a t e u r .  S o i t  JÏG  l a  m u l t i p l i c i t é  l i n é a i r e  

f e r m é e  q u i  c o n t i e n t  l e s  Af ;  on  a

( A f . g - A g ) = : ( A f . g ) - ( A f . A g )  = ( A i . g ) - ( A 2 i . g )  = (A f . g ) - ( A f . g)  = 0 

Tous l e s  g-Ag  s o n t  donc  o r t h o g o n a u x  aux A f ,  l e s  - é l é m e n t s  de 

l f e s p a c e  o r t h o g o n a u x  aux g -Ag f o r m e n t  une m u l t i p l i c i t é  l i n é a i r e  

f e r m é  e q u i  se  c o n f o n d  a v e c  -31 c t e t  l e s  é l é m e n t s  g-Ag a p p a r ­

t i e n n e n t  à  l a  m u l t i p l i c i t é  l i n é a i r e  f e r m é e  c o m p l è t e m e n t  o r t h o ­

g o n a l e  à  j f o  ; m a i s  une d é c o m p o s i t i o n  de g  s u r  c e s  deux m u l t i p l i ­

c i t é s  e s t

g  =  (g -A g)  +  Ag 

comme une t e l l e  d é c o m p o s i t i o n  e s t  u n i q u e ,  on a

A = TXX, "M

Théorème 8 . -  S o i e n t  A = . 3  — P,.~ . deux  o p é r a t e u r s  de

p r o j e c t i o n  ; p o u r  que  A+B s o i t  un  o p é r a t e u r  de p r o j e c t i o n ,  

i l  6 s  t  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t  que AB =  BA = C ; l e s  m u l t i ­

p l i c i t é s  -Zîc- 6 1 t/C s o n t  a l o r s  c o m p l è t e m e n t  o r t h o g o n a l e s  .

A p p l i q u o n s  1 e t h é o r è m e  7 : A+B e s t  é v i d e m m e n t  p a r t o u t  

d é f i n i  e t  h e r m i t i e n ,  i l  3 u f f i t  d f é c r i r e  que 

(A+B) = A2 + B2 + AB + BA = A+B +AB+BA = A + B 

I l  e s t  donc n é e e s a a i r e  e t  s u f f i s a n t  que AB + BA 3o i t  n u l ,  

m a i s  a l o r s  i l  v i e n t

A(AB + BA) = AB + ABA = 0  A(AB + BA)A = 2 ABA = 0

ABA e s t  donc  n u l  a i n s i  qu6 AB e t  BA . I l  v i e n t  e n s u i t e ,  q u e l s
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que s o i e n t  l e s  c l c n e n t 3  f  e t  g 

( A B f . g )  = ( B f . A g )  = C 

e t  yX, s o n t  donc  b i  en  c o m p l è t e m e n t  o r t h o g o n a l e s .  D é s i g n o n s  

p a r  JlZ,+y&r l a  raul t i p l  i c i  t e  l i n é a i r e  d o n t  c h a q u e  c l é m e n t  € 3 t  

l a  somme d ' u n  é l é m e n t  f  d e ^ r ( ^ e t  d ' u n  é l é m e n t  g  de y&  . S o i t  

h  un  t e l  é l é m e n t  ; on  e

A f = f  ; Bf=BAf=C ; Bg=g ; Ag=ABg=C

p u i s

( A+B )( f + g ) = A f  + Bf  + Ag + Bg = f+g  ; (A+B)h = h  

Ce c i  p r o u v e  qu6 1 a m u l t i p l i c i t é  + y\t> e s t  l e  dom aine  d e s  v a ­

l e u r s  de 3 ' o p é r a t e u r  A+B , c e t t e  m u l t i p l i c i t é  e s t  donc  f e r ­

mé e ,  e t  on  p e u t  é c r i r e

p  +  p  — p 
>rc YL yft+ xc

Théorème  9 . -  l e  s o p é r a t e u r s  de p r o j e c t i o n  s e n t  b o r n e  s .

l a  r e l a t i o n  f  =  P f  + h , où  h  e s t  o r t h o g o n a l  à  P f  

donne  6n e f f e t

i *  Il 2 =  Il V i l 2  +  I H 1  2

e t

Il * > * * 1 1  -  l i f H
j feé ° r  ème 1C. -  Aj , Ag ................ A. é t a n t  d e s  o p é r a t e u r s  de p r o j e c ­

t i o n ,  l a  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  que

A1 + ^2  + . . . .  + Afc s o i t  un  o p é r a t e u r  de p r o j e c t i o n  e s t  que 

t o u s  l e s  ope r a t e u r  3 A jA.  ( i ^ j )  s o i e n t  n u l s  . I l  e s t  a u s s i  n é ­

c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t  p o u r  c e l a  que  l ' o n  a i t ,  q u e l  que  s o i t  f  

| | A l f | | 2 + | |A2 f | | 2 + ........... + | | A k f | | 2 ^  | | f | |  2
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S i  Aj + Ag + ............. + e s t  un o p é r a t e u r  de p r o j e c t i o n

on a

2 + . . . +  (1^*11 2 = (AJ f . f )  + (^2 f . f ) + . . . + ( A kf . f )  =

( [ " ]  + ^2 + > " + = |i ( A j + . . . + A fc) f | |  Il f | |  2

e t  l a  s e c o n d e  c o n d i t i o n  e s t  r e m p l i e  ; s i  l a  s e c o n d e  c o n d i t i o n

6 s t  r e m p l i e  e t  3 i  f  e s t  un é l é m e n t  t e l  que A f  = f  . on a^ m *

M l 2+ llAe£l! 2= lumf  ll2+ l i b i l i I h f ü  2+ . . . . + K f | i ¡ ¡ t u 2
e t  p a r  s u i t e  JL f  = û . l ia i s  g  6 t a n t  un  C l é m e n t  q u e l c o n q u e

on a ^ m ^ S a ^  = * ^ onc  aU3s i  ¿y (4 _ g )  = 0 ,  ce  q u i  p r o u v e

que l a  p r e m i è r e  c o n d i t i o n  e s t  r e m p l i e ;  e n f i n ,  i l  e s t  &ra ne d i a t  

que s i  l a  p r e m i è r e  c o n d i t i o n  e s t  r e m p l i e ,  A^ + Ag + . . . +  A. 

e s t  un o p é r a t e u r  de p r o j e c t i o n .

Dé f i n i  t i  on  8.  -  S o i e n t  A = , B = Py dçux o p é r a t e u r s

de p r o j e c t i o n ,  s u p p o s o n s  l a  m u l t i p i  i c i  t é ^}1'C c o n t e n u e  d a n 3 l a  

m u l t i p l i c i t é  ; on é c r i r a

A ¿s B

ce s i g n e  a t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  du s i g n e  " p l u s  p e t i t  q u e " .  

Théorème  1 1 . -  S i ,  e n t r e  de ux  o p é r a t e u r s  de p r o j e c t i o n  A e t  B 

on  a 2a r e l a t i o n  A ^  B , on  s  u ü c o i , q u e l  que s o i t  f

Il A i  ¡f é  | |Bf | |

I l  e s t  c l a i r  e n  e f f e t ,  que  s i  A é  B , o n  a A =  AB , e t  

p a r  s u i t e

|| A f  | |  ¿ | |  A [ B f ]  || ^  I B f  J J  
d ' a p r è s  l e  t h é o r è m e  9 .
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c ) Les  o p é r a t e u r a  c o n t i n u s  

Le t h é o r è m e  d rHc-33 i n g e r - T o e p 3  i  t z  

Le3 s u i t e s  c c n v e r g e n t e 8  d * opérât*:  u r s

Cn a d é f i n i  d a n a  une p r é c é d e n t e  c o n f c r e n c e ,  deux 

s o r t e a  de c o n v e r g e n c e  d an a  3 Te 8p a c 6  de H i 3 b e r t .  ®*abord  l a  c o n ­

v e r g e n c e  o r d i n a i r e  , b a s e s  s u r  3 1e x p r e s s i  on de 3a d i a t a n c e  de 

deux é l é m e n t a , e t  q u i  a d m e t  3e c r i t è r e  de Cauchy;  p u i a  une a u ­

t r e  e s p è c e  de c o n v e r g e n c e ,  que n oua  dénommerona c o n v e r g e n c e  

f o i b l 6 ,  e t  q u i  e a t  r e l i é e  à  l a  fo rme dea  f o n c t i o n n e l l e s  3 i né i  i -  

r e s  c o n t i n u e a  : une a u i  t e  d Tc 3éme n t s  f i -  fo • . f - , .J f & f • • • • f *11 9 • • • •

c o n v e r g e  f a i b 3 e m e n t  v e r a  3 » c l é m e n t  f ,  a i ,  q u e l  que s o i t  3 » é 3 é -

znent g ,  l a  f  o n c t  i onne 31 e l i n é a i r e  ( g . f  ) c o n v e r g e  v e r a  ( g . f ) .

Cn a d e m o n t r é  à  ce  p r o p o a ,  l e s  deux p o i n t a  s u i v a n t e  , q u i  a o n t  

e s s e n t i e l à  :

1°)  -  S i  l . i  s u i t e  f j  ; ±2 ; .  . . ; f n  ; . . . e s t  t e l l e  q u e ,  q u e l  que 

s o i t  3 ’ c l é m e n t  g , l a  f o n c t i o n n e l l e  l i n é a i r e  ( g . f n ) c o n v e r g e ,  

c e t t e  s u i t e  c o n v e r g e  f a i b l e m e n t  v e r a  un c l é m e n t  f ;

2  ) -  d6 p l u a ,  l e s  c l é m e n t s  de l a  a u i t e  a o n t  b o r n é a  e n  n o r m e s ,  

d a n s  l e u r  e n s e m b l e .

I l  r é s u l t e  de l à  que l a  c o n v e r g e n c e  f c i . b l e  admet  un  p r i n ­

c i p e  de c h o i x ,  c ' e a t  à  d i r e  que  de t o u t e  a u i t e  d » é l é m e n t a  b o r n e s  

e n  n o r m e s  d a n s  l e u r  e n s e m b l e ,  on  p e u t  e x t r a i r e  une s u i t e  p a r t i e l ­

l e  f a i b l e m e n t  c o n v e r g e n t e  . C » e a t  ce qu * on  a p e r ç o i t  i m m é d i a t e ­

m e n t  en  p r e n a n t  un s y s t è m e  c o o r d o n n é  e t  on  a p p l i q u a n t  l e  p o c c -  

dé d i a g o n a l .



I I . - C . -  11

T o u t  c e c i  é t a n t  r a p p e l é ,  c o n s i d é r o n s  un o p é r a t e u r  “borné  

e t  c o n t i n u  A . P r e n o n s  un s y s t è m e  c o o r d o n n é  o r t h o g o n a l  e t  

n o rm a l  ;

s* i 5 m v ............. * * v .............

a o i t  f  un  é l é m e n t  q u e l c o n q u e  de l ’ e g p s c e ,  p o s o n s  g  = Af  ; 

l e s  f o n c t i o n n e l l e s  l i n é a i r e s  [g .< f  . )  s o n t  é v id e m m e n t  d e s  

f o n c t i o n n e l l e s  l i n é n i r e s  c o n t i n u e s  de 1 *é l é m e n t  f ;  e l l e s  s o n t  

donc  de l a  forme

( g . i f  j  ) = ( f .

Ces f o r m u l e s  , une f o i  s d o n n é s  l e s  s y s t è m e s  ( . ) e t  ( ¡5 * ) 

d é f i n i s s e n t  1 * o p é r a t e u r  A. l e  s y s t è m e  ( « ' « )  n ’ e s t  é v i d e m m e n t  

p a s  q u e l c o n q u e ;  e n  p a r t i c u l i e r ,  i l  e s t  n é c e s s a i r e  q u e ,  q u e l  

que s o i t  l ' é l é m e n t  f ,  l a  s é r i e

5~I  | (  f .  c r i  ) I 2

s o i t  c o n v e r g e n t e .  Nous  d o n n e r o n s  l e  nom de s y s t è m e  (L) à  t o u t  

s y s t è m e  d ’ une i n f i n i t é  d ’ é l é m e n t s  v é r i f i a n t  c e t t e  c o n d i t i o n ;

( à  n o t e r  q u ’ i l  en  r c s u l t e  que l e s  é l é m e n t s  d ’ un t e l  s y s t è m e  

c o n v e r g e n t  f a i b l e m e n t  v e r s  0) . I n v e r s e m e n t ,  d o n n o n s - n o u s  un 

s y s t è m e  (L) ; CT ^ 2 » ........... » ^  n * ........... * ^ es  ^ o rma3 e s

( g .  ) = ( f .  <r )

d o n n e n t  é v id e m m e n t  l e  r é s u l t a t  de l ’ a p p l i c a t i o n  d ’ un c e r t a i n  

o p é r a t e u r  l i n é a i r e  A à  l ’ é l é m e n t  f .  C e t  o p é r a t e u r  e s t  p a r t o u t  

d é f i n i  ; l a  q u e s t i o n  se  p o s e  de s a v o i r  s ’ i l  e 3 t  c o n t i n u  ; l a  

r é p o n s e ,  a f f i r m a t i v e ,  e s t  do nnée  p a r  l e  Théorème d ’H e l l l n g e r -  

T o e p l i  t z .
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T h é o r è me 3 2 . - Q u e l s  que s o i e n t  l e  s y s t è m e  (L) e t  l e  s y s t è m e

c o o r d o n n e  c h o i s i s ,  13 e x i s t e  un  nomb re  p o s i t i f  & t e l  que 3 f on 

a i t ,  p o u r  t o u t  C l é m e n t  f

Il -&f | |  i  K |j f  |j

Nous  m o n t r e r o n s  d ' a b o r d  ouç 1 » o p é r a t e u r  A e s t  f a i b l e m e n t

c o n t i n u  . C o n s i d é r o n s  s n  e f f e t ,  a n  c H w n t  h  de 1 ' e s p a c e  , e t

1 "  f o n c t i o n n e l l e  ( h . g )  q u i  e s t  une f o n o t i o n n e ] ] è l i n é a i r e  de

* ®^ X1 ï * 2 5 • . - . 5  x u î . . . .  s o n t  l e s  c o o r d o n n é e s  de 3 1é ü é m e n t  

h  p a r  r a p p o r t  ou s y s t è m e  ( u> ) , i e s  é l é m e n t s
n

h  =  X . IQ
n  . , 1 7 1 i  i

c o n v e r g e n t  v e r s  h ,  e t  l e s  p r o d u i t s  s c a l a i r e s  ( h n . g )  c o n v e r g e n t  

v e r s  ( h . g )  . o r ,

(l»n . g )  "ZI x l ( f  i-«) = X j t s r - . f )  = (fc f) 
1=1 i  t r  “

a r e c

Ir -
kn -  ¿ j - Xi * 1

que3  que  s o i t  f ,  ( k n . f )  a une 3 i m i t e  ( h . g )  ; 3 e s  kn  c o n v e r ­

g e n t  f a i b l e m e n t  v e r s  un  C l é m e n t  k ,  e t  ( h . g )  = ( k . f )

C o n . i i d e r o n s  m a i n t e n a n t  une  s u i t e  ( f  j  ) c o n v e r g e a n t  f a i b l e m e n t  

v e r s  f ;  ( k . ^ )  c o n v e r g e  v e r s  ( k . f )  ., e t  s i  1 »on p o s e  

g i  =  t o n  a u r n

(îi.gj) = ( k. fj )

e t  1 *on  v o l t  q u e  ( h . g , )  „  un6 3 1 r a l t é  , k i )  q u a ]  g ue  0 o i t  

h .  d > 0 ù  r é s u l t e  q u e  l a  s u i t e  g  c o n v e r g e  f a i b l e m e n t  v e r s  un
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é l é m e n t  g t e l  que

( h . g )  = ( k 4i )

En p a r t i  c u ] i ? r ,  p o u r  h  = ip .. , on a k = ^  . , on 

v o i t  donc que g  = A ( f ) .  L T o p é r a t e u r  A e s t  d onc  b i e n  f a i b l e ­

me n t  c o n t i n u  . l e  r a i s o n n e m e n t  p r é c é d e n t  met  de p l u s  en  é v i d e n ­

ce un a u t r e  o p e r a t e u r  l i n é a i r e ,  c e l u i  q u i  f a i t  c o r r e s p o n d r e  

l ’ é l é m e n t  k à  l ’ é l é m e n t  h  ; i l  e s t  c a r a c t é r i s é  p a r  l e  f a i t  que  

( h . ^ f )  = ( k . f )  , e t  i l  a p a r t o u t  un s e n s ,  c ’ e s t  donc  l ’ o p é r a -  
j* .

t e u r  A a s s o c i é  à  A , d o n t  n o u s  a v o n s  , du même c o u p ,  m o n t r é  

3 » e x i s t e n c e  e t  l ’ u n i c i t é .  I l  e s t  f a c i l e  de d é t e r m i n e r  l e  s y s ­

tème (L) c o r r e s p o n d a n t  à  c e t  o p é r a t e u r  ; i l  s u f f i t  , d a n s  l a  

f o r m u l e  p r é c é d e n t e ,  de f a i r e  f  =(f  ± . oc q o l  donnG

f ip j  ) = ( b.. A Cp\i ) e t  l e  s y s t è m e

P l " A f i

e s t  l e  s y s t è m e  (L) c h e r c h é  . On v e r r a i t  de même que G ̂  = A *  tp 

f o r m u l e s  d é f i n i s s a n t  l e  s y s t è m e  (L) de l ’ o p é r a t e u r  A,

On p e u t  r e m a r q u e r  que l e  s y s t è m e  c o o r d o n n é  ( cp 4 ) e s t  un s y s t è ­

me (L) p a r t i c u l i e r  ; p l u s  g é n é r a l e m e n t , s i  («* . )  e s t  un  s y s t è ­

me ( ï ) t l e s  é l é m e n t s

fi i“  A

c o n s t i t u e n t  n u a a l  un n o u v e a u  a y s t è m e  (X.) ; „ ' e s t  ce q u ' o n  v o i t  

en r e m a r q u a n t  que

(f.J*3) = ) = ( A* f. <* )

a s é r i e H«*./» >l¿ e s t  donc c o n v e r g e n t e  ; on p e u t  é n o n c e r
1 e t h é  o r  ème :
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Th é o rème 13 . -  Les  o p e r a t e u r s  f a i b l e m e n t  c o n t i n u s  i n v e r  i  e n t  

1 T e n s o m b l e  d e s  s y s t è m e s  ( L ) .

P o u r  a c h e v e r  l a  d é m o n s t r a t i o n  du t h é o r è m e  de E 6 l  3 i n g e r -  

T o e p l i t z ,  i l  s u f f i t  de m o n t r e r  qu * u n  o p e r a t e u r  f a i b l e m e n t  

c o n t i n u  e s t  b o r n e  . En e f f e t ,  d a n s  l e  c a s  c o n t r a i r e , on p o u r ­

r a i t  t r o u v e r  u ne  s u i t e  d ' é l é m e n t s  ( f j  ) b o r n e s  e n  n o r m e s  

d a n s  l e u r  e n s e m b l e ,  e t  t e l l e  q u e  l e s  é l é m e n t s  de l a  s u i t e  

c o r r e s p o n d a n t e  S i = ^ ^ i  a i  e n t  d e s  n o r mo 3  i n d é f i n i m e n t  c r o i s — 

à a n t e  a , O r ,  d s  l a  s u i t e  ( ± j ) , o n  pe u t  t i r e r ,  p a r  l e  p r i n ­

c i p e  de B o l z a n o ,  une  s u i t e  p a r t i e l l e  f a i b l e m e n t  c o n v e r g e n t e ,

3 a  3 u i t e  p a r t i e  13e c o r r e 3 p o n d a n t e  t i r é e  de l a  s u i t e  ( g  »
i  '

c o n v e r g e r s i t  f r i b l s m e n t ,  e l l e  s e r a i t  d o n c  b o r n é  e e n  n o r me  

d s n a  d o n  e n a e m b l c ,  i l  y  a c o n t r a d i c t i o n  . L ' o p é r a t e u r  A e s t  

donc  b o r n é  e t  c o n t i n u  . S a  b o r n e  1! e s t  l a  b o r n e  s u p é r i e u ­

r e  p r é c i s «  d e s  n o r m e s  de g  = Af q u a n d  j j f  j] =  l  . C : e s t  

a u s s i  2 j  b o r n e  s u p é r i e u r e  p r é c i s e  de 1 ( g . A f ) | q u a n d  

jj f  ;i = j | g | |  == 1 ; ma i  s  comme ( g . A f )  = ( A *  g .  f  ) on  

voifc quù  l e s  o p é r a t e u r s  a s s o c i é s  A e t  A~* o n t  l a  même 

b o r n e  :

i : . =  m  . -
Ji ĴL

P - o s o n s  m a i n t e n a n t  à. l ' é t u d e  d e s  s u i t e s  d ' o p é r a t e u r s

^  ̂~ g  s n  c e _f a i b l e  d ' u n e  s u i t e  d ' o p é r a t e u r s

D é f i n i  t i o n  9  . - Une s u i t e  d ' o p é r a t e u r s  b o r n é s  A , ;  A g ; .

^ n ; . . . .  c o n v e r g e  f a i b l e m e n t  s i ,  q u e l  q u e  s o i t  l ' é l é m e n t  f ,
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l a  s u i t e  d ' é l é m e n t s  g n  = An f  e s t  f a i b l e n e n t  c o n v e r g e n t e .

S o i t  g  l a  l i m i t e  f a i b l e  de c 6 t t c  s u i t e  ( g n ) ; on  p a s s e  de f  

à  g p a r  1 Ta p p l i c a t i o n  d ' u n  c e r t a i n  o p é r a t e u r  que n o u s  d é s i g n e ­

r o n s  p a r  A . P r e n o n s  un  s y s t è m e  c o o r d o n n é  o r t h o g o n a l  e t  norme

( iù . ) . d é s i g n o n s  p a r  <5 l e  s y s t è m e  (L) d é f i n i s s a n t  A_, .
T i  n i  11

Quel  que  s o i t  f , l e  p r o d u i t  s c a l a i r e

( V t i >  =

a une l i m i t e  ( g .  <p ) ; 1 a s u i t e  <sr  ̂j  ; &2 1 ; ------ ; G~n l  ; -------

c o n v e r g e  donc  f a i b l e m e n t  v e r s  un é l é m e n t  s  ; on  a de p l u s

— ( f . î • ce  q u i  p r o u v e  que ( ) e s t  un  s y s t è m e

( l )  d é f i n i s s a n t  l ' o p é r a t e u r  b o r n é  A .

Theorème  1 4 . -  La s u i t e  f a i b l e m e n t  c o n v e r g e n t e  d ' o p é r a t e u r s  

A- ;Ag  ; . . . . ;  A ; . . . .  e s t  b o r n é e  d a n s  s o n  e n s e m b l e  , c * ê s t  

à  d i r e  q u Ti l  e x i s t e  un  nombre  p o s i t i f  M t e l  que

Il An f  II “  ^  |)f !| 
q u e l  que  s o i t  1 Té l é m c n t  f  e t  p o u r  t o u t  i n d i c e  n .

Dans l e  c a s  c o n t r a i r e ,  on p o u r r a i t  t i r e r  de l a  s u i t e  do nn é e

une s u i t e  p a r t i e l l e  A,* t e l l e  que  l e s  é l é m e n t s
J n

« n  -  | n  *

a i e n t  d e s  n o r m e s  i n d é f i n i m e n t  c r o i s s a n t e s ;  o r ,  c e l a  e s t  c o n t r a ­

d i c t o i r e ,  p u i s q u e  c e t t e  s u i t e  d ' é l é m e n t s  d o i t  ê t r e  f a i b l e m e n t  

c o n v e r g e n t e .

On p e u t  m o n t r e r  a u s s i  q u ' i l  e x i s t e  un  p r i n c i p e  de B o l z a n o  

p o u r  l a  c o n v e r g e n c e  f a i b l e  d6S s u i t e s  d ' o p é r a t e u r s .
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2 °  ) -  Conve r g e n c e  u n i f o r m e  d ’ une s u i t e  cl * o p é r  . ^ teur  s  

D é f i n i t i o n  1 0 . -  Une s u i t e  d T o p é r a t e u r s  "bornes  A-j ; Ag ; . . . ; An ; . . . 

c o n v e r g e  u n i f o r m é m e n t  v e r s  1 ’ o p e r a t e u r  b o r n é  A# l o r s q u e  1 s  b o r ­

ne  Ma de 3 ’ o p é r a t e u r  A -  A t e n d  v e r s  0 .A II
I l  e s t  c l a i r  a l o r s ,  quG, q u e l  que  s o i t  l ’ é l é m e n t  f ,  l a  

s u i t 6  A f  c o n v e r g e  v e r s  A f .

La c o n v e r g e n c e  u n i f o r m e  d e s  s u i t e s  d ’ o p é r a t e u r s  a d m e t  un  c r i ­

t è r e  de Ca uc hy  :

Théorème 1 5 . -  La c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  que

l a  s u i t e  A c o n v e r g e  u n i f o r m é m e n t  e s t  que l a  b o r n 6  i:  A
n  An+p**An

p u i s s e  ê t r Q  r e n d u e  a u 3 s i  p e t i t e  q u ’ on 3e v e u t  e n  p r ô n a n t  n  a s s e z

g r a n d ,  q u e l  que  s o i t  p p o s i t i f .

C’ e s t  n é c e s s a i r e  c a r

H.  . ^  H,  , + H.  ,
^ n + p  n  ii“’‘t*n+p

conme on 3e v o i t  p a r  a p p 3 i c a t i o n  de 3 ’ i n é g a 3 i t é  t r i a n g u 3 a i r 6 .

C’ e s t  s u f f i s a n t  ; s o i t  e n  6 f f e t ,  ( ÇT ) 3e s y s t è m e  (L) de l ’ o -
n i

p é r a t e u r  An  r e l a t i v e m e n t  au s y s t è m e  c o o r d o n n é  ( j  ) . L ’ i n é g a ­

l i t é

|W -  ÇT . l i a  1) A* (p -  A* q?. N ^  M, .
il n + p , i  n , i l l  n + p i  i  n  T i  II -^n+p n

p r o u v e  que  l a  s u i t e  ^  » ^ g i * ...........n i ' * * “  c o n v e r g e  v e r s  un

é 3 é m e n t  G' # L ’ i n é g a 3 i t é

I «A * 1:A I "  UA  -AI n+p  n  I n+p n

c o n s é q u e n c e  a u s s i  de 3 ’ i n é g o 3 i t é  t r i a n g u 3 a i r e , p r o u v e  que 3 e s
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M<. o n t  une  3 i m i t e  ; i l  a s o n t  do nc  ’o o r n c a  d a n s  l e u r  e n s e m b l e  
•“n

p a r  un  nombre  p o s i t i f  M, e t  conme

E !<f- n̂i > 12- “* IWI 2
1=3

on v o i t ,  e n  pr.ss:?.nt  à  1û l i m i t e ,  que l e  s y s t è m e  ( <5- . )  e s t  a u s ­

s i  u n  s y s t è m e  ( L ) . 13 dé. f i n i t  un  o p e r a t e u r  b o r n e  v e r s  l e q u e l  

l e s  An t e n d e n t  f a i b l e m e n t  . P o u r  a c h e v e r  l a  d é m o n ô t r a t i o n ,  

r e m a r q u o n s  p r é a l a b l e m e n t  q u e ,  3 o r s q u T une s u i t e  d ’ o p é r a t e u r s  c o n ­

v e r g e n t  f a i b l e m e n t  v e r s  3 T o p é r a t e u r  A, e t  l o r s q u e  l e s  Ma
" n

s o n t  b o r n é s  d a n s  l e u r  e n s e m b l e  p a r  un nombre  p o s i t i f  M, on  

a c e r t a i n e m e n t  H  ^  -  K ; c ’ e s t  ce  qu6 l ’ on c o n s t a t e  s a n s  p e i ­

ne  e n  p a r t a n t  de 3 ’ i n é g a l i t é

r|<*. -nl>i W m 2
1 = 3

p u i s  e n  f a i s a n t  d ’ a b o r d  n ,  p u i s  m, i n f i n i s .  A p p l i q u o n s  c e c i  à  

l a  s u i t e  An + p “  An  » q u i  p o u r  p  i n f i n i ,  c o n v e r g e  f a i b l e m e n t  

v e r s  A-An  . S i  n  e s t  p r i s  d ’ a u t r e  p a r t  a s s e z  g r a n d  p o u r  que

M ^ t
n + p “ ^ n

on a u r a ,  d ’ a p r è s  ce  q u i  v i e n t  d ’ ê t r e  d i t  Ka _a -  £ , e t  3 o
~ n

s u i t e  c o n v e r g e  u n i f o r m é m e n t  v e r s  3 ’ o p é r a t e u r  A.

Théorème  3 6 . -  S i  l e s  s u i t e s  d ’ o p é r a t e u r s  b o r n é s  A e t  B
n  ^ w " n

c o n v e r g e n t  u n i f o r m é m e n t  v e r s  l e s  o p e r a t e u r s  b o r n é s  A e t  B, 3 *0 -

p e r a t e u r  An  B^ c o n v e r g e  u n i f o r m é m e n t  v e r s  AB.

On a en  e f f e t  s
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KA B - ( B-Bn  ) + ( A-An ) Bn ~ MA(B-Bn ) + K ( A-An ) Bn

^  Tir rr
A B-Bn  A-An  Bn

ce  q u i  s u f f i t  à  p r o u v e r  n o t r e  a s s e r t i o n  p u i s q u e  HA„ ^ 6 t  

e t  Mb -B t e n d e n t  v e r s  0 .

On n o t e r a  que  c6 t h é o r è m e  n ’ e s t  p a s  e x a c t  p o u r  l a  c o n v e r ­

g e n c e  f a i b l e  d e s  s u i t e s  d ’ o p e r a t e u r s .

Rernnrqjae. -  On e n v i  s a g e  a u s s i  une  t r o i s i è m e  e s p è c e  de c o n v e r g e n ­

ce  d e s  s u i t e s  d * o p e r a t e u r s  : l a  c o n v e r g e n c e  f o r t e ,  d o n t  on o b ­

t i e n t  l a  d é f i n i t i o n  e n  s u p p r i m a n t  1 ’ a d v e r b e  f a i b l e m e n t  d a n s  

c e l l e  de l a  c o n v e r g e n c e  f a i b l e  . C e t t e  t r o i s i è m e  e s p è c e  de c o n ­

v e r g e n c e  e s t  e n  q u e l q u e  s o r t e  i n t e r m é d i a i r e  e n t r e  l e s  d e u x  p r é ­

c é d e n t e s  .

d ) I * o p é r a t e u r  r é s o l v a n t  e t  l e s p e c t r e

S o i t  A un  p a r a m è t r e  a r b i t r a i r e  p o u v a n t  p r e n d r e  d e s  

v a l e u r s  c o m p l e x e s .  Dans  l a  s u i t e ,  A d é s i g n e r a  un o p é r a t e u r  b o r ­

n é ,  E 1 ’ o p é r a t e u r  i d e n t i q u e  .

Nous  c o n s i d é r e r o n s  l ’ o p é r a t e u r  B - ^ A ; q u a n d  A e s t  n u l ,  

i l  s e  r é d u i t  à  1 ’ o p é r a t e u r  i d e n t i q u e  q u t  e s t  s o n  p r o p r e  i n v e r s e  

On p e u t  se  d e m a n d e r  s i ,  q u a n d  A e s t  s u f f i s a m m e n t  p e t i t  e n  mo­

d u l e ,  B -  A A n ’ a p a s  un  o p é r a t e u r  i n v e r s e  X s a t i s f a i s a n t  

aux c o n d i t i o n s

ï  ( B -  U )  = (B -  /I A) X = B 

Considérons l a  3érie formelle d ’opérateurs
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^  ,2 -\ n . n  
X — E + A A  + A A + ...........+ A A + ,  . . .

q u i  s a t i s f a i t  f o r m e l  1 e n e n t  au zr, e q u a t i o n s  p r é  e t  d e n t e  s  . Je d i s  

q u ’ e l l e  e s t  u n i f o r m é m e n t  c o n v e r g e n t e  p o u r  lAj  a s s e z  p e t i t .

S o i t  e n  e f f e t

X^=  B + U  + A2 A2 + ____ + ^ n An ;

I l  e s t  c l  a i r  que  l a  b o r n e  de l ’ o p é r a t e u r  A^AP e s t  i n f é r i e u r e  

à  \X \  p .'(Ma ) p * p a r  s u i t e

I L  v  -  (Al n+:  (K ) n+3+ 1 Al n+2 (K,, î n+2+ ____+ | A |  n + p ( K . ) n+p
“ n+p n  ■“

i l  a p p a r o i t  q u e  p o u r  <* —— , K-v -y p e u t  ê t r e  r e n d u  a u s s i
’ * K .  '£Vn+p“^ i

p e t i t  que 1 ’ on v e u t ,  q u e l  que  s o i t  l ’ e n t i e r  p o s i t i f  p ,  en  p r e ­

n a n t  n  a s s e z  g r a n d  . De p l u s ,  p o u r  c e s  v a l e u r s  de A , ^ o p é r a ­

t e u r  An An  c o n v e r g e  u n i f o r m é m e n t  v e r s  1 T o p é r a t e u r  n u l ,  e t  

comme

( E -  X -\) X = X ( E -  * A) = E -  ^ n + l An+l  
n  n

on  v o i t  que l a  1 irai t e  u n i f o r m e  X de l a  s u i t e  X , somme de 1 an  |
s é r i e  u n i f o r m é m e n t  c o n v e r g e n t e

X = E + *  A +  * 2 A2 + ...........+ > nAn+______

e s t  1 ’ i n v e r s e  de l ’ o p é r a t e u r  B -  H  .

D é f i n i t i o n  1 1 . -  On a p p e l l e  s p e c t r e  de l ’ o p é r a t e u r  A, 1 ’ e n s e m b l e  

d e s  v a l e u r s  de À p o u r  l e s q u e l l e s  l ’ i n v e r s e  de E —. A n ’ e x i s t e  

p a s  . I»es a u t r e s  v o l e u r s  de /\ s o n t  a p p e l é e s  v a l e u r s  o r d i n a i r e s .

D é f i n i t i o n  32 . -  X é t a n t  une v a l e u r  o r d i n a i r e  du p a r a m è t r e ,  on

a p p e l l e  o p é r a t e u r  r é s o l v a n t  de 1 ’ o p é r a t e u r  A, l ’ o p é r a t e u r  A .  ,
A

é v i d e m m e n t  b o r n é  e t  c o n t i n u ,  d é f i n i  p a r  l a  r e l a t i o n
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( B -  4  A ) " 1 = B + A A
A

D* a p r è s  ce  qu i  p r é c è d e ,  l e s  v a l e u r s  de a  de module  i n f é r i e u r  à

/ tf s o n t  d e s  v a l e u r s  o r d i n a i r e s  , e t  p o u r  c e s  v a l e u r s ,  A^ e s t  A A
l a  somme de l a  s é r i e  u n i f o r m é m e n t  c o n v e r g e n t e

A^ =  A +  X A2 +  , \ 2A3 + __ _ +  ^  n An+l  + ______

En p a r t i c u l i e r  AQ se  r é d u i t  à  A .

E q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  de 1 » o p é r a t e u r  r é s o l v a n t  . - A  é t a n t  une 

v a l e u r  o r d i n a i r e ,  é c r i v o n s  que

( B - A  A) (E+A ) = ( 3 + A A ) ( E -  A A) = B 

i l  v i e n t

A -  A -  A A A* = Av “ A " A A. A =  0 11 )
A ' ' A  A

P l u s  g é n é r a l e m c - n t , s o i é n t  A e t  ^  deux  v a l e u r s  o r d i n a i r e s  ; 

on  o

B-  A ii — {B +  A A ^  ) , E — çA/ A = ( B *+■ A ^  ) 

p u i s  s u c c e s s i v e m e n t

( ^  -  A ) B = ^ ( B  +  ) ' 3 -  1 ( B  î “ 3

( f-v -  A ) ( B  + A Aa ) ( b  + ^ A  ) *  |a,  {B A ^  ) -  A (E + A a a ) 

q u i  donne- en  s i m p l i f i a n t ,  e t  e n  s u p p * â a n t  An^ ^  0

A x '  V  + < r -  *  > A x  A r  = 0 (2 )

o n  p e u t  a u s s i  p e r m u t e r  ^  e t  l v  * on a d o n c  a u s s i

A ~ A ^  ^  ^  ^  = 0 f2  î 

Les  o p é r a t e u r s  r é s o l v a n t s  A^ e t  A s o n t  d onc  p e r m u t a b l e s  . 

Quand A^> = 0 on r e t r o u v e  l e s  r e l a t i o n s  (1 )  ; l e s  r e l a t i o n s

(2)  s o n t  donc  g é n é r a l e s  ; 63] e s  o n t  d e s  c o n s é q u e n c e s  i m p o r t a n t e s :
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Thé o r è a e  3 7. -  L T o p e r a t e u r  r c s o l  v a n t  e s t  une f o n c t i o n  c o n t i n u e

de A , c ’ e s t  à d i r e  que s i  une s u i t e  de v a l e u r s  o r d i n a i r e s

^ i î ^2 > .......... ? ^ n î  • • • •  c o n v e rg e  v-: rs  X e t  s i  l e s  H» s o n t

érW i d ans  l e u r  e n s e m b l e ,  A e s t  a u s s i  une v a l e u r  o r d i n a i r e  H

On a ,  en 6 f f e t ,  d Ta p r è s  (2)

K. » -U  -  ^ 1*. H, é r\ K A -A  . i ni n f  A ,  ^  I ni ni
*m  *  n  /' n

, p u i s q u e

L * o p e r a t e u r  A t e n d  donc u n i i  ormément v e r s  un ope —
/in

r a t e u r  b o rn e  B. L * o p e r a t e u r 3  + à nA A
n

t e n d  u n i f o r m é m e n t  v e r s

S + A B . Les p r o d u i t s
< B + V *  H * - V >  6t

n
(3 - ?VnA) (3 + X n -AJ t e n d e n t  u n i f o r m é m e n t  v e r s  ( EH-àB) ( B-TvA)

e t  (E-A A) (3+ A B) , m a i s  l e s  t e r m e s  de c e s  deux d e r n i è r e s  s u i ­

t e s  s o n t  éga ux  à  S;  on a donc

B = A p

Theorème 1 8 . -  La bo rne  K (, de l ’ o p é r a t e u r  r é s o l v a n t  A e s t
A A

une f o n c t i o n  c o n t i n u e  de ^

Ufi9 c o n s é q u e n c e  de l a  r e l a t i o n  (2)  e s t  en  e f f e t

j KA -  K'  =  |7l -*>|  11, 1.1.I -'A - y  i r i  - A a ,
On en d é d u i t ,  3 i H jt O 

à  ÿ
, - i n s i  que l rA

I ir  ■ ¿ I¿ r
■ X km

ce qu i  p ro u v e  l ’ a s s e r t i o n  . D’ a i l l e u r s  1 ’h y p o t h è s e  K. jL O 

é q u i v a u t  à  A^ ^  0 , e t  c e l à  e s t  b i e n  r é a l i s é ,  s a n s  q u o i ,  d ’ a ­

p r è s  ( 1 ) ,  A s e r a i t  a u s s i  nu l  .



II.-C.- 22

Th é o r è n e 1 9 . -  L ' e n s e m b l e  d e s  v a l e u r s  o r d i n a i r e s  de A e s t  tin e n ­

s e m bl e  o u v e r t  .

PI a s  p r é c i s é m e n t ,  s i  A e s t  o r d i n a i r e ,  e t  s i  JA —

e s t  a u s s i  o r d i n a i r e  . A

Pour  l e  v o i r ,  i l  s u f f i t  d ' e c r i r e , compte  t e n u  de l a  r e l a t i o n  (3 )  

E A = E — A A — A =  15 — A A — ( n̂ - * A ) (  E— ^  A ) ( E+^A A

= (B -  ^ A) (E -  { ^ - A ]  A £  ) 

e t  l e s  deux f a c t e u r s  âu s e c o n d  membre o n t  un i n v e r s e  . On a donc

3 +pjU A = (B A )"3(B + ?\ A^ )

D' s i  1 1 e u r 3

(B -A] A. } “ = B + -  7\ ) A^ + (^v-À ) A + ....
. . n  , n

. . . +  ( -  A ) ...........
1 A

e t  t o u t  c a l c u l  f a i t ,  i l  r e s t e
\  % 2 , > »n .n+1

V  A + ( t *  1 A + ------  + ( { * ' - > >  A |  | ------

Cn p e u t  d i r e  que 1 ’ o p e r a t e u r  r é s o l v a n t  c o n s i d é r é  comme f o n c t i o n  

du p a r a m è t r e  X ad me t  p o u r  d é r i v é e s  s u c c e s s i v e s

1« A® ; 2  : a|  ; ..............; n : A”+] ; ............

Ce d e r n i e r  r é s u l t a t  c o n d u i t  à  r e g a r d e r  A -, comme une f o n c -  

t i o n  a n a l y t i q u e  de A  e t  à  l u i  a p p l i q u e r  l ' a p p a r e i l  de C a u c h y .
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