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Plan de | ’exposé

a) Définition et propriétés generales des opérateurs linéaires
dans 1’espace de Hilbert.

b) Les opérateurs de projection.

c) Les opérateurs continus - Le théoreme de Eellinger-Toeplitz
Les suites convergentes d’opérateurs.

d) L’opérateur résolvant - le spectre.

a) Définition et propriétés genérales des
opéerateurs linéaires dans 1’espace de Hilbert
On désigne sous le nom d'opérateur dans | ’espace de
Hilbert toute transformation ponctuelle g = Rf faisant cor-
respondre a un élément f de 1’espace un autre élément g. La
transformation 6st supposée univoque dans le sens f—g
En géneéeral, |’ opeérateur n’est deéfini que lorsque | ’élé-
ment initial f décrit un certain domaine qui est le domains
d’exi3tence de |’ ’opérateur; | ’elément final deécrit alors un
autre domaine, qui est le domaine des valeurs de |’ opérateur.
R et S étant deux operateurs , a un nombre quelconque,
m un entier positif, les notations R+S , R-3 , aR , RS , Rm
s’entendent dTe3les-memes ; il va sans dire que des restric-
tions convenables doivent étre faites en C6 qui concerne les
domaines d’existence des opérateurs représentés par ces symbo-
les; par exemple, le domaine d’existence de R+S est le domaine

commun aux domaines d’existence de R et de S, le domaine d’exis-



tence de RS 6st 3a partie commune au domaine des valeurs de R

6t au domaine d’6xistence de S.

Si 3a liaison établie par |’opérateur R entre |’élément
initial et | ’elément final est biunivoque, |’ ’opérateur R pos-
séde un inverse qu’on désigne par R~ ; si E désigne |’opéra-
teur identique, il est clair que |’on a

R.R"1 = R“3.R = E
Si R et S ont des inverses, on voit que aR, RS ont aussi
des inverses qui sont

(aR)“1= R"1 : (RS)”3 = S”"3 Rl :

Definition 1.- Un opérateur A est linéaire si son domaine de

définition est une varieté linéaire , et si, quels qu6 soient
les éléments fj, f~ ... f~ , de ce domaine, et quels que
soient les nombres a*, a2 ... ai. , on a

A(a3f2+ a2f2+---- + akfk] = a3Af3+ a2Af2 + + akAfk ;

Nous ne considererons dans la suite que les opérateurs
linéaires dont les domaines de definition sont partout denses
dans | ’espace de Eilbs.rt.

Définition 2.- En présupposant son existence, on appelle opé-
rateur assoolé a un opeérateur linéaire donné A, et on designe
par A , un opeérateur linéaire ayant jutcit domaine de définition
que A, et toi, de pJus, que | ’on ait, quels que soient les é-
léments f et g de ce domaine de définition
(f.Ag) = (A*f.9) ; (f.A*g) = (Af,9)
On remarquera que la seconde condition équivaut a la pre-

miere, comme on le voit en échangeant f et g, et en prenant les
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imaginaires conjuguées des deux membres . 13 en résulte que I|*0-
pérateur associe a A est A lui-méme

On voit aisement, toujours en supposant leur existence, que
les opérateurs associés a A+B, A-B , aA, AB sont

(A+B)* =A*+B* ; (A-3)' =A*-B* ; (aA)*"=4AX ; (AB)* =3* AX

De la méme maniére, si A a un inverse A” et un associé A* ,
si ce dernier operateur a aussi un inverse A* , A“N et A*”A
sont associes; on a en effet

(A-1f.g) = (iTJ:e.AV -1g) = (AA~M.A* ~"g) = (f.AX_:le) ;
Bemarqu6.- 3n réalité, dans un espace vectoriel normé géneéral
(espace de S.Banach) l1llopérateur linéaire associé a un opérateur
linéaire donnée est défini dans 1Tespace dual; C6 n'est que parce
que l'espace de Hilbert est identiqgue a son espace dual, que la
définition précédente a un sens, Cette remarque a son prix, car
il en résulte que le concept dToperateur hernitien n*a de signi-

fication que dans 3'espace de Hilbert

pe.fAniti on 3.- Un operateur linéaire est hermiti6n si il est i-

dentique a son associé

Définition 4.- Un opérateur linéaire U est dit unitaire , lorsque
1Ton a
Uuu* = U*U = B
Il en résu]te
(Uf.Ug) = (UXUf.qg)

I»es opérateurs unitaires invarient donc les normes et les

(f.g) =/t



I1.- C.- 4

produits scalaires des ciérnents auxquels on les applique.

Théoréme 1.- Si un opérateur linéaire partout defini invarie

la norme, il est unitaire. Supposons en effet que 1lon ait
(Uf.Uf) = (f.f)
changeant f eV- f+g, puis en f-g et soustrayant, on trouve

36. (UT.XJgj = Re.(f.g)
changeant ensuite f en if, on obtient

Im.(Uf.Ug) = Im*(f.qg)
finaleme nt

(Uf.Ug) = (f.9)

quels que soient les éeléments f et g; donc U.U* = B et U est

unitaire

jDéjfinition 5.- Un opérateur linéaire A est continu si, a tout
nombre £ positif correspond un nombre positif tel qus
[f“SIl) —~ entraine Jj Af-Ag || —£ et cela, aussi petit
que soit £

®2L?jreme__2.- Un opérateur partout deéfini qui 6st continu a I»o-
rigine, est un opeéerateur continu

30 suite iramédiatenient de la linéarité de 1Topérateur

car
A(f-g) = Af - Ag

Definition 6.7 ypn opérateur linéaire A partout défini est dit

£orne, s’il eaiste un nombre positif IT, tel que 1»on ait, quels

que soient les cléments f et g de 1»espace
AT - Agll é k || f-g |l



Théoréeme 3.~ jlLa condition nécessaire et suffisante pour qu’un
opérateur acit continu est qu’il soit borné,

Il est d*abord bien clair que tout opérateur borné est
continu.

Inversement, supposons |’ opérateur A continu, 6t soit 5

la valeur de M correspondant a ¢ * 1 ; alors si f est de nor-

me inférieure a 5 , on a - 1*
Posons encore M = g/d ; I 7inégalité
JM - Mt | <
est vérifiée pour f nul> jwit, dans le cas contraire g= f
| s N
111" a5 9t ke =T 7 ) xt ' I

mais JAgj est inférieur a Vnnite puisque jgj est inférieur
a o , on a donc bien

HAIi|l é B || #]

Borne d’une fonctionnell e bilinéaire.- De JjAf)] =M |[f]
réaulta

| (Af.g) | €& [|Af]|]. sl ~ M ||rll , |l g/l
Inversement, ai |(Ai.g)|é m jjfjj , II&j »on voit , en changeant

g en Af, que
HAf|]|é M || f|

t>) Lee opérateurs de projection
leur étude est importante car ils constituent 16s é-
1éments simples en lesquels se décomposent naturellement les

opérateurs hermitiens



Définition 7. - SoitJlc une multiplicité linéaire fermée. On a

vu (exposé B) que tout élément f de l'espace se décompose d?ans
maniére unique f = g+h en un élément g contenu dans J, C et en
un élément h orthogonal 230t LTopération faisant passer de f

a g sera considerée maintenant comme 1Tapplication a f dTun o-

pérateur de projection

g 8 *
le domaine de définition de cet opérateur est | Tespace

tout entier, son domaine d6s valeurs est la multiplicité D'o.

Théoreme 4 .- Les opérateurs de projection sont des opérateurs
linéaire s.
Soient en effet, f et g deux éléments de 3Tespace , on a
f =P f +h = P.vg +
JizZ, g g e

h et k sont orthogonaux & la multiplicité Die , ainsi que h+k
61 on peut écrire
*+g = PAf | P5tog + h + kK
comme de plus P~Af + PAg appartient a la multiplicite
on voit qu*on a nécessairement
PMt/f + = TyhH+g) ;
Théoréeme 5.- Les opérateurs de projection sont hermitiens.

Il suffit de remarquer que

TPA~.f.P. g) = (P>rf + li.,P,,,. 9)
= ®

puisque h et k sont orthogonaux a la multiplicite

(P f.g) - (PVf.P>r/g + h)

Théoreme 6.- Un opérateur de projection est identique a son

carreé
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Of6st un point évident.
Théoréme 7.- Tout opérateur hermitien partout défini , qui
est identique & son carré, est un opérateur de projection.

Soit A un tel opérateur. SoitJIG la multiplicité linéaire
fermeée qui contient les Af; on a
(Af.g-Ag)=:(Af.g)-(Af.Ag) =(Ai.g)-(A2i.9) =(Af.g)-(Af.g) =0
Tous les g-Ag sont donc orthogonaux aux Af, les -éléments de
| fespace orthogonaux aux g-Ag forment une multiplicité linéaire
fermée qui se confond avec -3lc t et les éléments g-Ag appar-
tiennent a la multiplicité linéaire fermée complétement ortho-
gonale ajfo; mais une décomposition de g sur ces deux multipli-
cités est

g = (9-Ag) + Ag
comme une telle décomposition est unique, on a
A = TXX, "M

Théoréeme 8.- Soient A = . 3 —P.~ . deux opérateurs de
projection ; pour que A+B soit un opérateur de projection,
il 6st nécessaire et suffisant que AB = BA = C ; les multi-
plicités -2c 61t/C sont alors completement orthogonales

Appliquons le théoreme 7 : A+B est évidemment partout
defini et hermitien, il 3uffit dfécrire que
(A+tB) = A2 + B2 + AB+ BA = A+B +tAB+BA = A + B
Il est donc néeesaaire et suffisant que AB + BA 30it nul,
mais alors il wvient

A(AB + BA) = AB + ABA =0 A(AB + BA)A = 2 ABA = 0

ABA est donc nul ainsi qué AB et BA . Il vient ensuite, quels



que soient les clcnent3 f et g
(ABf.g) = (Bf.Ag) = C
et yX, sont donc bien complétement orthogonales. Désignons
par JIZ,+y&r la raultipl icite linéaire dont chaque clément €3t

la somme d'un élement f de”r(”et d'un élément g de y& . Soit

h un tel élément ; on e

Af=f ;  Bf=BAf=C ; Bg=g ; Ag=ABg=C
puis

(A+B)(f+g)=Af + Bf + Ag + Bg = f+g ; (A+B)h = h
Ceci prouve qu6 la multiplicité + YWt> est le domaine des va-
leurs de 3'opérateur A+B |, cette multiplicité est donc fer-

meée, et on peut écrire

+ -
IO>rc pYL pyft+xc
Théoreme 9.- les operateurs de projection sent bornes.
la relation f =P f +h, ou h est orthogonal a P f
donne 6n effet
1> 2= 101V il 2 + IH1 2
et
N *>**11 - lif H
jfee°reéme 1C.- Aj, AQ e A étant des opérateurs de projec-
tion, la condition nécessaire et suffisante pour que
Al + "2 + .... + Afc soit un opérateur de projection est que
tous les operateur 3 AjA. (i”™j) soient nuls . Il est aussi neé-

cessaire et suffisant pour cela que l'on ait, quel que soit f

IIATF[[2+ [|A2F][2+ wo + [|AKF[]2 A~ |If]] 2
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Si A + AQ t o + est un opérateur de projection
on a
2+ ...+ (1711 2= (AJf.f) +("2f.f)+...+ (A Kkf.f) =
(["] + "2 +>" + = |i (Aj+...+Afc)f|| Inf|| 2
et la seconde condition est remplie ; si la seconde condition

6st remplie et 3i f est un élement tel gque A f =1f . on a

M 12+ llA£El 2= lunf lI2+ 11 b 111 Thfl 2....+Kf|ijjtu2

et par suite JLf =0 . liais g 6tant un Clément quelconque
on a “m~Sa”r = * Aonc aU3si ¢y (4_g) = 0, ce qui prouve
que la premiére condition est remplie; enfin, il est &anediat

que si la premiére condition est remplie, A" + Ag +...+ A

est un opeéerateur de projection.

Définition 8. - Soient A = , B = Py de¢ux opérateurs
de projection, supposons la multipiicité ~}I'Ccontenue dans la
multiplicité ; on écrira

A s B
ce signe a toutes les propriétés du signe "plus petit que".

Théoreme 11.- Si, entre deux opérateurs de projection A et B

on a 2a relation AN B , on s ulcoi, quel que soit f

I Aif ¢ |[|Bf]]
Il est clair en effet, que si Ae B, on a A= AB , et
par suite

I ATI ¢l ATBF] |l ~ I Bf

d'apres le théoreme 9.
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c) Les opérateura continus
Le théoreme drHc-33inger-Toep3itz

Le3 suites ccnvergente8 d*opérat*:urs

Cn a defini dana une précédente confcrence, deux
sortea de convergence dana 3Te8pac6 de Hi3bert. ®*abord la con-
vergence ordinaire , bases sur 3lexpression de 3a diatance de
deux élémenta, et qui admet 3e critere de Cauchy; puia une au-
tre espéce de convergence, que noua dénommerona convergence
foibl6, et qui eat reliée a la forme dea fonctionnelles 3inéii-
res continuea : une auite dTc3éments fiif TR feeeefi1Qeces
converge faib3ement vera 3»clément f, ai, quel que soit 3»é3é-

znent g, la fonctionne3le lineaire (g.f ) converge vera (g.f)

Cn a demontré a ce propoa, les deux pointa suivante , qui aont
essentiela
1°) - Si l.i suite fj; X2;...;fn;... est telle que, quel que

soit 3’clément g,la fonctionnelle linéaire (g.fn) converge,
cette suite converge faiblement vera un clément f;

2 ) - d6 plua, les cléments de la auite aont bornéa en normes,
dans leur ensemble.

Il résulte de la que la convergence fci.ble admet un prin-
cipe de choix, c'eat a dire que de toute auite d»élementa bornes
en normes dans leur ensemble, on peut extraire une suite partiel-
le faiblement convergente . C»eat ce qu*on aperc¢oit immeédiate-
ment en prenant un systéme coordonné et on appliquant le pocc-

dé diagonal.



Tout ceci etant rappelé, considérons un opérateur %bHorné

et continu A . Prenons un systéme coordonné orthogonal et

normal ;

aoit f un élément quelconque de | ’egpsce, posons g = Af ;
les fonctionnelles linéaires [g.<f.) sont évidemment des
fonctionnelles linénires continues de 1*¢lément f; elles sont
donc de la forme

(g.if j) = (fF.
Ces formules , une fois donnés les systémes ( .) et (i5%*)

définissent l*opérateur A. le systeme («'«) n’est évidemment
pas quelconque; en particulier, il est nécessaire que, quel
que soit I'élément f, la seérie

5~1 |(f. cri)l 2

soit convergente. Nous donnerons le nom de systéme (L) a tout

systéeme d’une infinite d’éléments vérifiant cette condition;

(a noter qu’il en rcsulte que les éléements d’un tel systeme
convergent faiblement vers 0) . Inversement, donnons-nous un
systéeme (L) ; CI N2» . » Mon*o. * Nes ~orma3es

(9. ) = (f. <)
donnent évidemment le résultat de | ’application d’un certain
operateur linéaire A a | ’élément f. Cet opérateur est partout
défini ; la question se pose de savoir s’il e3t continu ; la
réponse, affirmative, est donnée par le Théoréme d’Helllnger-

Toeplitz.
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Théoréme 32.- Quels que soient le systéme (L) et le systéme

coordonne choisis, 13 existe un nombre positif & tel que 3fon

ait, pour tout Clément f

In-&f i K [jflj
Nous montrerons d'abord ou¢ 1»opérateur A est faiblement
continu . Considérons sn effet, an cHwnt h de 1'espace , et

1" fonctionnelle (h.g) qui est une fonotionne]]le linéaire de

* " X117 *25e¢.-.5 xul.... sont les coordonnées de 31léliément

h par rapport ou systeme (uv ) , ies éléments

n
hn - . Xp 29
scalaires (hn.g) convergent

convergent vers h, et les produits

vers (h.g) . or,
(»n.g) "ZI x1(f 1-«) = Xjtsr-.f) = (fc T)
1=1 itr .
arec

Ir

n- ¢ j-Xi*1
une 3imite (h.g) ; 3es kn conver-
(h.g) = (k.f)

convergeant faiblement

que3 que soit f, (kn.f) a
gent faiblement vers un Clément k, et

Con.iiderons maintenant une suite (f,)
vers f; (k.™) converge vers (k.f) ., et si 1»on pose

gi = t on aurn
(1.g)) = (k1))
et 1*on volt que (h.g,) , uné 3lralté ki) qua] gue Ooit

h. d>ou résulte que la suite g <converge faiblement vers un
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éléement g tel que
(h.g) =(k4i)
En particul]i?r, pour h = ip . :
g = A (f). LTopérateur A est donc bien faible-

on a k =~ . . on

voit donc que

ment continu . le raisonnement précédent met de plus en éviden-

ce un autre operateur linéaire, celui qui fait correspondre

| élément k a | ’élément h ; il est caracterisé par le fait que

(h.~f) = (k.f) , et il a partout un sens, c’est donc |’ ’opéra-
teur A associé a A, dont nous avons , du méme coup, montré
3»existence et |’ unicité. Il est facile de déterminer le sys-

téeme (L) correspondant & cet opérateur ; il suffit , dans la

formule précédente, de faire f =(f £ oc qol donnG

f ipj) = (b..A Qi) et le systéme

PI1" Afi

est le systéme (L) cherché . On verrait de méme que G"= A* tp

formules définissant le systeme (L) de |’ ’opérateur A,

On peut remarquer que le systéme coordonné (cp4) est un syste-

me (L) particulier ; plus généralement, si (« .) est un systé-
me (i)t les eléments

fi i< A
constituent nuaal un nouveau aystéeme (X) ; ,'est ce qu'on voit

en remarquant que
(f.J*3) = )= (A* f.< )

a série . )
H((*_/)) >|¢ est donc convergente ; on peut énoncer
le thé or éeme
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Théoréeme 13 .- Les operateurs faiblement continus inverient
1Tensomble des systemes (L).

Pour achever la démonstration du theoréme de E613inger-
Toeplitz, il suffit de montrer qu*un operateur faiblement
continu est borne . En effet, dans le cas contraire, on pour-
rait trouver une suite d'éléments (fj) Dbornes en normes

dans leur ensemble, et telle que les éléments de la suite

correspondante Si= A7 aient des normo3 indéfiniment crois—

aantea , Or, ds la suite (£j) , on peut tirer, par le prin-
cipe de Bolzano, une suite partielle faiblement convergente,
3a 3uite partie 13e corre3pondante tirée de la suite (g »

I 1

convergersit friblsment, elle serait donc bornée en norme

dsna don enaemblc, il y a contradiction . L'opérateur A est
donc borné et continu . Sa borne 1 est la borne supérieu-
re précis« des normes de g = Af quand jtil =1 .C:est

aussi 2j borne supérieure précise de 1(g.Af)| quand

it = Jgll =1 ; mais comme (g.Af) = (A~ g.f) on

voifc quu les opérateurs associés A et A* ont la méme
borne

I = m.-

Ji AL
P-osons maintenant a l'étude des suites d'operateurs

NN~ gsnce _faible d'une suite d'opérateurs
Definition 9 .- ype suite d'opérateurs bornés A,: Ag..

An;.... converge faiblement si, quel que soit |'élément f,
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la suite d'éléments gn = Anf est faiblenent convergente.
Soit g la limite faible de c6ttc suite (gn) ; on passe de f
a g par 1Tapplication d'un certain operateur que nous designe-
rons par A . Prenons un systéme coordonné orthogonal et norme
in.) . dési : : afini nt A, .
(1|u|) désignons par S le systeme (L) dé ssa .

Quel que soit f, le produit scalaire

(V ti> =
a une limite (g. 9 ) ; la suite €«7j; &21; ——--- ; Gl
converge donc faiblement vers un éelément s ; on a de plus
— (f. T ¢ ce qui prouve que ( ) est un systeme

(I) definissant l'opérateur borné A .

Theoréeme 14.- La suite faiblement convergente d'opérateurs
A-;Ag 5 ... A L. est bornée dans son ensemble , c*ést
a dire quTil existe un nombre positif M tel que
I Anfll “ ~ DfY
quel que soit 1Telémcnt f et pour tout indice n.
Dans le cas contraire, on pourrait tirer de la suite donnée
une suite partielle A’J*n telle que les éléments
«n - | n *
aient des normes indéfiniment croissantes; or, cela est contra-
dictoire, puisque cette suite d'élements doit étre faiblement
convergente.
On peut montrer aussi qu'il existe un principe de Bolzano

pour la convergence faible d6S suites d'opérateurs.
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2°)- Convergence uniforme d’une suite d*opér."teurs
Définition 10.- Une suite dTopérateurs "bornes Aj; Ag;...;An;...
converge uniformeéement vers l’operateur borné A# lorsque 1s bor-
ne M& de 3’opérateur A - AII tend vers O.

I est clair alors, quG, quel que soit |’élément f, la
suité A f converge vers Af.
La convergence uniforme des suites d’opérateurs admet un cri-
tere de Cauchy
Théoreme 15.- La condition nécessaire et suffisante pour que

la suite A converge uniformément est que la born6 i: A
n An+p**An

puisse étrQ rendue au3si petite qu’on 3e veut en prdonant n assez
grand, quel que soit p positif.
C’est nécessaire car

H. . ~NH, , + H. |

An+p  n et n+p
conme on 3e voit par app3ication de 3’inega3ité triangu3airb.
C’est suffisant ; soit en 6ffet, (Cl'ni) 3e systeme (L) de |’o0-
pérateur An relativement au systeme coordonne ( Jj) . L’inéga-
lité

}Nn+p,i_ C:I-n,i'lllla DArT+p‘pi_ AR M—”\n+p n

prouve que la suite ~ »°gi* ... ni'***“ converge vers un

é3ément G # L’inéga3ité

||<<An+p* l:Ah | " UAn+p -An

conséquence aussi de 3’inégo3ité triangu3daire, prouve que 3es
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Mf‘n ont une 3imite ; il a sont donc bornca dans leur ensemble

par un nombre positif M, et conme

E I<f-Mix2 “x W,

1=3
on voit, en pr.ss:?.nt a 10 limite, que le systéme ( &.) est aus-
si un systéeme (L) . 13 definit un operateur borne vers lequel
les An tendent faiblement . Pour achever la démondétration,
remarquons préalablement que, 3orsquTune suite d’opérateurs con-
vergent faiblement vers 3Topérateur A, et lorsque les Mgn

sont bornés dans leur ensemble par un nombre positif M, on

a certainement HA™ - K ; c’est ce qué |’on constate sans pei-

ne en partant de 3’inégalité

r<*. -nxW m 2

1=3

puis en faisant d’abord n, puis m, infinis. Appliquons ceci a

la suite An+p“ An  » qui pour p infini, converge faiblement
vers A-An . Si n est pris d’autre part assez grand pour que
M ~ T
n+p“~n
on aura, d’apres ce qui vient d’étre dit Ka_a - £ , et 30
~n
suite converge uniformément vers 3’opérateur A
Théoreme 36.- Si les suites d’opérateurs borneés An U, Bn

convergent uniformément vers les operateurs bornés A et B, 3*o-
perateur An B~ converge uniformément vers AB.
On a en effet s
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KA B - (B-Bn)+(A-An)Bn~ MA(B-Bn)+ K(A-An)Bn

N Tirrr
A B-Bn A-An Bn

ce qui suffit a prouver notre assertion puisque HA," 6t
et Mb-B tendent vers O

On notera que c6 théoréme n’est pas exact pour la conver-
gence faible des suites d’operateurs.
Rernnrgjae.- On envi sage aussi une troisieme espéce de convergen-
ce des suites d*operateurs : la convergence forte, dont on ob-
tient la definition en supprimant 1’adverbe faiblement dans
celle de la convergence faible . Cette troisiéeéme espece de con-
vergence est en quelque sorte intermédiaire entre les deux pré-

cédentes

d) I*opeérateur résolvant et le spectre

Soit A un parameétre arbitraire pouvant prendre des
valeurs complexes. Dans la suite, A désignera un opérateur bor-
né, E 1l’opérateur identique
Nous considérerons |’opérateur B -~ A ; quand A est nul,

il se réduit a 1’operateur identique qut est son propre inverse
On peut se demander si, quand A est suffisamment petit en mo-
dule, B - A A n’a pas un opérateur inverse X satisfaisant
aux conditions

i (B- U) = (B-/NTA X=218B

Considérons la 3érie formelle d’opérateurs
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N -
X —E+AA + A A 4o f AP L

qui satisfait formel lenent auz equations préetdentes . Je dis
qu’elle est uniformément convergente pour IAj assez petit.
Soit en effet

X"=B +U + A2A2 + __ + ~nAn ;
Il est clair que la borne de | opérateur AMAP est inférieure

a \X\ p."(Ma)p * par suite

L v - (A n+: (K )n+3+ 1An+2 (K, Tn+2+ +|A| n+p(K.)n+p

“n+p n ‘(

il apparoit que pour —— | Ky -y, eut étre rendu aussi
pp q p D K .Mw“,yl p

petit que 1’on veut, quel que soit |’entier positif p, en pre-

nant n assez grand . De plus, pour ces valeurs de A , "opéra-

teur AnAn converge uniformément vers 1Topérateur nul, et

comme

(E-XY) X =X (E-*A) = E - An+lAn+l

on voit que la 1liraite uniforme X de la suite Xn : somme de la

serie uniformément convergente

X = E+* A+ *2MA +... + >nAn+
est 1’inverse de |’opérateur B - H
Définition 11.- On appelle spectre de |’ ’opeérateur A, 1’ensemble
des valeurs de A pour lesquelles |’inverse de E — A n’existe
pas . I»es autres voleurs de N sont appelées valeurs ordinaires.
Définition 32.- X étant une valeur ordinaire du parametre, on
appelle opérateur résolvant de 1’opérateur A, |’opérateur AA :

évidemment borné et continu, defini par la relation
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(B-4 A)"1 = B + AAA
D*apres ce qui précede, les valeurs de a de module inférieur a
/th sont des valeurs ordinaires , et pour ces valeurs, A"‘A\ est
la somme de la série uniformément convergente
AN = A+ X A2+ \2A3+ + Mnpan+l o+
En particulier AQ se réeduit a A .
Equation fondamentale de 1»opérateur résolvant .-A étant une

valeur ordinaire, écrivons que

(B-A A) (E+A ) = (3+AA )(E-AA =8B
il vient
AA-A-AAA?‘,):AAV“A"AAAA:O 11)

Plus géneralemc-nt, soient A et N deux valeurs ordinaires ;
on o
B-Aii —{B+ AA™ ) , E A= (Bx AN )
puis successivement
(~ - A)B=7"(B + )'3 - 1(B 7“3
(f-v - A )(B + A Aa )(b +*A ) * Ja, {B AN) - A(E + Aaa)
qui donne- en simplifiant, et en supp*aant An* * 0
Ax' V + <r- * > Ax Ar =0 (2)
on peut aussi permuter ~ et Iv * on a donc aussi
A ~ A7 NN n =0 f21
Les opérateurs résolvants A et A sont donc permutables
Quand A™> = 0 on retrouve les relations (1) ; les relations

(2) sont donc génerales ; 63]es ont des conséquences importantes:
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Thé oréae 37.- LToperateur rcsol vant est une fonction continue
de A , c’est a dire que si une suite de valeurs ordinaires

AT ~2 > ? An1 eeee converge v-irs X et si les H» sont
érWi dans leur ensemble, A est aussi une valeur ordinaire H

On a, en 6ffet, dTaprés (2)

- _ A * 4 .
KA -A». l|J ni nflA, H’* eIr\ni niK » pulsque
*m *n 'n

L*operateur A/_ tend donc uniiormément vers un ope—
in

rateur borne B. L*operateur 3 +;}1nAAn tend uniformément vers

S+ AB . Les produits
< B + V * H* -V > 6t

n
B -2MA) B +Xn-AJ  tendent uniformément vers (EH-aB) (B-TVA)

et (E-A A (3+AB) , mais les termes de ces deux derniéres sui-
tes sont égaux a S; on a donc
B =p
Theoreme 18.- La borne K¢ de |’opérateur resolvant A est
une fonction continue de * A A
Ufi9 conséquence de la relation (2) est en effet
KAy Ky = 1) 1Lplly

On en déduit, 3i H, . jt O, -insi que |rA

ay
lir ue ler
ce qui prouve |’ assertion . D’ailleurs 1’hypothése K. |JL O

équivaut a A" 0 , et cela est bien réalisé, sans quoi, d’a-

pres (1), A serait aussi nul
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Théorene 19.- L'ensemble des valeurs ordinaires de A est tin en-

semble ouvert

Plas précisément, si A est ordinaire, et si JA —

est aussi ordinaire . A
Pour le voir, il suffit d'ecrire, compte tenu de la relation (3)
E A=E -AA — A=15-—-AA—(M-*A)(E— A)(E+*"A A
= (B -"A (E - {"-A] AE)
et les deux facteurs &au second membre ont un inverse . On a donc
3 Hpju A = (B A )3B+2AAN)
D'silleur3
G -A] A} =B+ -AN) A+ (V-ADY A+ L.
n ,n
+ - A T,
(1 ) A
et tout calcul fait, il reste
\' % 2 , > »n .n+1
\% A+ (t* 1 A + - + ({*'->> A | ——

Cn peut dire que 1’operateur résolvant considéré comme fonction
du paramétre X admet pour dérivées successives

1« AB 5 2 : a|l ;e ;on oo ATH]

Ce dernier résultat conduit a regarder A- comme une fonc-

tion analytique de A et a lui appliquer l'appareil de Cauchy.
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