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A
Le memoire en question est intitulé "TJber Sétze von
Stone und Bochner” (Acta de Szeged, VI, 1933, p.184-198) et

se compose de deux parties (l.- Eheoreme de Bochner généralisé

Il1.- théoréme de Stone) précéedées d’une introduction.

Intruuvo t-ion

On considére un groupé continu a un parameétre t d’opé-
rateurs unitaires de | espace de Hiloert (Voir dans | ’exposé C
de ©eilsarte, la définition d’un opérateur unitaire) . Ut dési-
gnant | opérateur, on aura

us lit = Us+t uw =1 (oper teur
identique;

JJt eat par hypothese une fonction faiblement continue de t ,
c’est a dire que (U.f.g) est une fonction continue de t,
guels que soient f et g

Le théoreme de Stone (Proceedings Nat.Acad., 16, 1930
p.173-175) affirm® que T} admet une repreésentation spectrale
de la forme

(1) Ut o« eEEE
-CX?

les E. constituant une décomposition spectrale de | ’unité,
indépg\ndante do t. D’une facon précise, (Of. |’ expose F do
Chovalloy) les S.A sont des opérateurs de projection formant

une suite non décroissante ( B~ —B . ai X —n ), continuo
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a gauche, aveo

&@y?fg() ) ;y%OSK =1
La notation (3) signifie que | ’on a, quels que soient f et ¢
, _ C+°° |Xt
() (utf.g) = 9 a (B Tf,gl
Jée.0Oo
et en particulier
L -V
47 =] O a
S e .

Bn d’autres termes, le theore&o de Stone affirme quo
tout groupe continu a un parameéetre d’opérateurs unitaires est
engendr6 par une transformation infinitésimale qui se met
sous la forme d’un opeéerateur hypermaximal

IIr +001A d (Cf. 3’exposé F).
J - 0«

Pour démontrer le théoréme do Stone, 13 faut, connais-
sant Ut , déterminer B}A\ * Ce prob3éme présente 3faspect par-
ticu3dier suivant 1 dans (3) , f étant supposé fixé, 3e premior
membre est une fonction continue connue p(t); au second mem-
bre, {B f.f) est une fonction inconnue V( X ), bornée, non
decroissante, continue a gaucho, avec 3a condition supplémon-

taire : 3im. V(X ) =0
X ——00

D’ou 3c prob3émc : A que3 3es conditions une fonction continue

p(t) (a va3eurs comp3exes) admet-elle une repréesentation de



Fourl ©r-Sti ©ltjos N +o#
(4) p(t) = 1 0 *d V(>v)

©o
V( X ) satisfaisant aux conditions énoncées plus haut ?
D*ailleurs d V{A ) désigne un© moaure de Radon |,
partout non négative, d© ma3s© totale fini©; inversement, une
telle mesure do Radon définit V(X) d’un© facon unique.
La réponse est donnée par le théorfeme d© Bochner

(Vorlesungen Uber Pourriersch© Intégrale, p.74-76; Leipzig

1932) : il faut et il Buffit que p(t) soit do type positif
c’est a dire qud© |’on ait
m
(5> } p(t -t )P jr so
y* N V '
quels que soiont t™.......... tm réels on nombro quelconque, et
guels que soient P,j P complexes
Cette condition ©ntraino en particulier
1°- p(-t) = pJTT
2°- p(0) —0 , p(t) 2~ p(0) , donc |p(t)] borné.

But du mémoire do F.RII3SZ : appliquer la tochniguc des séries
do Fourier, d’abord a la démonstration du théoréme do Bochner
{ sous l1l*hypothése p(t) mesurable , hypothese plus large quo
la continuité ; on détermine alors V( X) et |’on montre quo

(4) a lieu prosquo partout pour t ), puis a la démonstration

du théoréme de ¢(Stone déduit do celui do Bochnor ( on no sup—
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poao donc pas la continu!té do , mais seulement la mesura»
bilité do (Ut.f.f); on définit BX , 0t on montre d’abora que
(2) a lieu presque partout ; puis o& montra que (2) a lieu

partout, d’ou suit la continuité de U"N).

Piéoreme do BOCHNSR

Indiguons seulement le plan de la démonstration
La condition de Bochner est evidemment necessaire . 1l faut
montrer quTelle est suffisante
I°- Déteunination do V(X ) a partir do p(t) mosurable ot
de type poeitif.

Ricas définit, a partir do p(t) fixé© une fois pour
toutes, une fonctionnailo linéaire A(h) (Voir la définition
do A{ii* dix lignes plus bas), définie pour toutos les fonc-
tions Ti( t; du +ye h”. c’ost a dire réelles, continues, et
ayant par morceaux, une derivée continue. Cette fonctionnoll o
est réelle et bornée, elle a une valeur non negative quand
h(t) est non négative . Elle peut donc , d'aprés un théorémo
classique de Rlesz, Stro considérée comme l'intégrale de h(t)
par rapport a une mosuro de Radon, partout non négative ot do
masse totale finie, cotte mosuro do Radon oeractérisant la

fonctionnelle A{h) , ot par suite la fonction p(t)



DTou la fonction V( X) tollo que
{6} A(h) * f+ h(X) dV(A)
«—a0

Indiquona aoulomont comment on définit A(h)

(> A)Smi—py (D a

h* (t) désignant la

On
POSO i

transformo do «*> o ° ggt-

a dire [+<*»
(8) h™ (t) ol

h(x ) dX
VSTTJIA

I*Intégralo (7) existe parco quo p(t) ost nosurablo ot bor-

née. Le fait quo la fonctionnello A(h)

ost bornée (on o.
d'une facon preéoiso

. U(b)1 ¢ p(0) ai |h(t)] ¢1) .et

gu'ollo ost non néegative si b(t> ost non négative, résulte

oaaontiel lciaont du fait quo

A(hs) = ij j | P(E-0) n+ (1) b°

la') 4t as

oat —O0 , conaéquonco du fait quo p(t)

08t do tgpe jpositify
(Pour lo detail dos démonatrotions,

conaultor lo mémoiro da
S®_Rioaz)

\ri 1 \ étant ainsi définie, il reste a montrer que

J/> 4.00
g = 0l d V< X))

gui ost bornéo ot continue, o3t égale, presque partout, a



p(t), ce qui reléeve do latechnique des series de Fouri«r.

On montre d*abord que

/1+o00
«0 /
(9) f *(t) Ix5 (-t) dt * ] P(t) h*(-t) dt
J 60 -QO
guelle que soit h(t) réelles , puis complexes ; ensuite on
prend une fonction h(t) psrticuliére , tello quo
L r-T ~ 2 BIn2 & (t+u)
N e e e e - (u>0, n entier)
h(tl V n. n (tHu)2

ot. dsns (9), on feit oroitro n indéfiniment, u restsnt fixe;

lo pranier membre tond vers 2 qg(u). le socond vers - p(u)
z

po~u presque toutes los valeurs de u*

CiQ.F.D.
Complémont
Pour la suite, il est bon de rappeler comment on
trouve V(X ) a partir de la fonctionnelle A(h) . On a

*/\1~ *

v ( Xg - 0) - V(X, +0) :nlyn. A(hn)

*00
les h (t) étant une suite de fonctions satisfaisant aux con-

ditions suivantes
ro¢ 1It) ¢ 1 quoi quo soit t

I h Iti = O pour t 4 X ot pour t - XO
1 A

| 1im_ hjju) =1 pour X, < t <XO
Vn—AOO »



En partioul loi*, si on convient que lim. V{A) - 0 et que
A 1“>«<o0
V(A ) est continue a gauche, on a
J +at>
i9°) _ 1
VO)shim. p(t) h* (-t) dt
n__ "o«
—M
avec, : _
rro —hn{t) —i

V hn{t) a 0 pour t

lim . hn(t) =1 pour t < A,
fA—D «0

Théoreme de S TONS

Voici le plan de la démonstration

I°- on vérifie que (U.f,f) » p(t) ost bien do type posi-

tif quel que soit f ; il lui correspond une fonction V(A»f)

définie, a partir do p(t), par la relation (9). qui s’dorit

ici

V(X ;f) = Iim. ’£ . hn{-tK) dt
n->~ SETV.IN . -

2°- on pose plus généralement

0 1

(1) w(Axs) * il 7= 1 (utf,g) *(-*1 at

c’est une fonctionnelle bilinéaire bornée; elle est donc do

la forme
f.g)



B* étant un opérateur linéaire borné ; et 6n a
\
1D (UtF.g) “ g* a v(X ;f.g)
» 00
pour presque toutes les valours de t ,( On peut faire en sorte

quo les valeurs exceptionnel3es do t no dépendent pas de f et

gf parce quo l'espace de Hllbort ost séparable),

3°- 1l reste alors a montrer que

oo ) L'opérateur 1B3v ost hormltlen

P) La relation (11) a lieu pour toutes les valeurs do t

sans exception

Y) On a Iimk B x =1
- A — » +0P A
S) on a 3Ai aAz = 3~ 3A] = 3~ al Aj
Remarque : les conditions o0, Y). S) expriment que 1los B»

sont des opérateurs de projection et forment un spectre; la
continuité a gaucho ot la proprieteé

1im. 0

M A * O

resultant de la définition de V(A ;*).

Indications sur le développement

I°- (un~f.f) est de type positif
Bn effet, on posant
(Utf;f) = p(t)



on a, on vertu do la propriété de groupe

m *

TCRPEIEIE A (p=rieuy £ 1I-FV\NV 710

2°- Proprietés de V(A :f.qg)
Ona V(A ;f,f) = V(A ;T

ot
V{ AGT+76) = V(A )+~ V(XGE%) +* V(A*.g) +7pv(X;g}
Or on a preaque partout (Cf. Seme partie du théoreme de Boch—

nor)
(Utf,i) =1 d7( A;f)

—O»

en remplacant f par f+|*g et égalant loi coefficients dej™

on obtient la relation (11).

3n montre que V(A ;*.&) ost ano fonctionnel! o bor-

née en faisant voir quo

IV(A;T.9) | = - (%) . (6.«)
pour cola, il suffit de vérifier
V(A;I) (f.F)

00 qui résulte de
V{A) ™ pO) .,
{ On avu en effet plus haut quo j A(Mh) f —p(0) si |h(t)] —I)

3°* Propriétésot ,P» , X, S N

o/) Un permutant f et g dans (10)a on voit que B
est hermition,,
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ot $) résultent d’une propriété générale : 1lropi-
rateur N +RD
J k( X) d ax
a4 <0

>~
I

ou k( X) deéesigne une fonction fr*6lle ou complexe) du type h,
a une proprietée multlpl :Icatlve : al k = Kj k™ « alors
kK = E K gconséq‘uoncj du fait quo los U’t forment un groupe.)

T
On o''btient f¢ ) en prenant

k( A) = i x t
les opérateurs correspondants
| tho> |
(12) Q * m Qh.)§(tt d aA
m

F preaquo partout,

forment donc un groupe’ et conine RN

on a Q. = U pour toutes Ues valeurs de t.

Y) Ono @ =U =1 ; d'ou d’apres (12)

aa
» «0 w

crest a dire lim. B =1
X—» +00 *

C<I’3)> Bn prenant kK (V) » §3 ptu XX
1

10 pour X>A,

(1 pour A< Xo
®:(>) R0 pour Anx -

Ea = B x3 *h = s x3
d*ou 3x2 = 3™ SX = ® Xl si N~ N2

on trouve



