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3 è r e  P a r t i e  

D IS C U S S IO N GENERALE DTJ PROBLEME

I . ~  L e  p r o b l è m e  d e  l a  r e p r é s e n t a t i o n  a p e c t r a l e  d ’ u n  

o p é r a t e u r  q u e l c o n q u e  — h o n n i  t i q u e , u n i t a i r e ,  o u  c a a  p l u s  g é ­

n é r a l  , n o r m a l y b o r n é  o u  n o n  b o r n é  — é t a n t  r é s o l u  c o m p l è t e m e n t

( l )  a i n s i  q u e  l e  p r o b l è m e  d u  c a l c u l  f o n c t i o n n e l  ( a l g é b r i q u e
A)

o u  a n a l y t i q u e )  a v e c  u n  o p é r a t e u r  d e  c e s  c l a s s e s ,  l e  f u t u r
A

d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  t h é o r i e  d e s  o p é r a t e u r s  d e v r a  n é c e s s a i r e ­

m e n t  a v o i r  p o u r  o b ^ e t  l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  p l u s i e u r s  o p é r a t e u r s  

D a n s  l ’ e s p r i t  d o s  m é t h o d e s  m o d o r n o s  d e  l ’ a n a l y s e  e t  d e  l ’ a l ­

g è b r e ,  u n e  d i s c u s s i o n  a y a n t  c e  b u t ,  p r e n d r a  l a  f o n n o  s u i v a n ­

t e  : S i  n o u s  v o u l o n s  o b t e n i r  d o s  i n f o r m a t i o n s  s u r  l e s  r e l a ­

t i o n s  ( a l  g é b r i q u œ  o u  a n a l y t i q u e s )  e n t r e  d e u x  o u  p l u s i e u r s  o  —

p é r a t o u r s  A , B ................  , n o u s  c o n s t r u i s o n s  t o u s  l e s  o p é r a *
# ’ o

t e u r s  q u i  p e u v o n t  6 t r o  o b t e n u s  p a r  l e s  o p é r a t i o n s  f o n d a m e n ­

t a l e s  d o  l ’ a l g è b r e  e t  d o  l ’ a n a l y s e ,  e n  p a r t a n t  d o  AQ, BQ . . .

( 1 )  P o u r  l e s  o p é r a t e u r s  h o n n i  t i q u e s  v o i r  l e s  e x p o s é s  D o t  P  
d e  c e  S é m i n a i r e  o t  l a  l i t t é r a t u r e  q u i  y  e s t  c i t é e .  P o u r  1 o s  
o p é r a t e u r s  n o r m a u x ,  a u s s i ;  J .v .N e u m a n n ,  M a t h .A n n .  1 0 3  ( 1 9 2 9 )  
p . 4 0 4 - 4 1 7  (C e  m é m o ir o  s o u v e n t  c i t é  d a n s  l a  s u i t e  s e r a  d é s i g n é  
p a r  M .A ) , A n n . o f  M a t h ,  3 3 ( 1 9 3 2 )  p . 3 0 8 - 3 0 9 ;  P r o c * N a t . A c a d . t . 2 1  
( 1 9 3 5 )  ( à  p a r a î t r e  p r o c h a i n e m o n t l  .
( 2 $  V o i r  M .H .S t o n e  " L i n c a r  t r a n s f o r m a t i o n s  i n  H i l b c r t  S p a c o "  
H ow  Y o r k  1 9 3 2 ,  ( A n n . M a t h . S o c . C o l 1 . v o l . X V )  p . 2 2 1 - 2 4 1 ;  J . v . N e u ­
m a n n , A n n a l s  o f  M u t h .  v o l . 3 2 ( 1 9 3 1 )  p . 1 9 1 - 2 2 6  ( c e  m é m o ir o  s o r s  
d é s i g n é  d a n s  l a  s u i t e  p a r  A .O .M , )
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Gt n ou s é t u d io n s  l e s  p r o p r i é t é s  ” in t é  r i  eu ro s"  du s y s tè m e

d ’opé r e t o u r s  q u i r é d u i t e  de c e t t o  c o n s t r u c t i o n .

l e s  opératfcuB S d e l ’ a lg è b r e  d e s  o p é r a t e u r s  s o n t  r e p r é s e n t é e s

p a r  l e s  sy m b o le s  : a A (o ù  a e s t  un nom bre c o m p le x e ) .  A *

A + B , A B, t a n d is  q u e  1 Ta n a ly s e  d e s  o p é r a t e u r s  d o i t  ê t r e

fo n d é e  s u r  une d é f i n i t i o n  do 11m. An t q u i s e  p e u t  f a i r e
n — ?o°

do d i f f é r e n t e s  fa ç o n s  ( f a i b l e ,  f o r t e ,  u n i f o r m e ) ,  q u e  n ou s  

a l l o n s  ex a m in er  ( 1 ) .  N ous d ev o n s  d onc c o n s id é r e r  t o u s  l e s  

s y s t è m e s  d» o p é r a  to u r s  o lC  q u i J o u i s s e n t  d e s  doux p r o p r i é t é s  

s u iv a n t e s  :

1 1 * — S i  A, B, 6  OXj  , a l o r s  aA, A , A + B , AB 6. çAXs 

( ( a  e s t  un nom bre c o m p le x e  q u e lc o n q u e ) .

c i l . -  oAiL0 8  ̂ 10X1 en se m b le  ferm é d a n s u n e t o p o l o g l e  c o n v e n a b le  

£ d e  l ’ e s p a c e  d e s  o p é r a t e u r s  , q ue n o u s  a l l o n s  d é f i n i r  b i e n —

? t ô t .

p u i s  i l  s ’ a g i t  de fo rm er  l e  s y s tè m e  minimum <XK q u i c o n ­

t i e n t  ( deux ou  p l u s i e u r s )  o p é r a t e u r s  AQ ,B Q d o n n é s , e t  d ’é -  

t u d l e r  l e s  p r o p r i é t é s  I n t é r i e u r e s  do m

3 . -  S I l ’ on  a d o p te  c e  p o i n t  de v u e  g é n é r a l ,  i l  y  

a l i e u  do f a i r e  d e s  rem arq u es s u iv a n t e s  q u i s o n t  d ’un  o r d r e  

t e c h n iq u e  e t  f o u r n i s s e n t  l e s  a r r a n g e m e n ts  d e d é t a i l  e t  l a  

t e r m in o lo g lo  n é c e s s a i r e s  p o u r  l a  m a n ip u la t io n  e f f e c t i v e

( 3 )  P ou r t o u t e s  c e s  o p é r a t io n s  v o i r  l ’ e x p o sé  C de c e  S ém i­
n a l  r o , a i n s i  que M .A .p .3 T 0 -3 7 6  . L es q u e s t io n s  t o p o lo g iq u o s  
s o n t  é t u d i é e s  p . 3 7 8 -3 8 8 .
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dos Id é e s  g é n é r a le s  que nous avons e s q u i s s é e s .

a) l e s  o p é r a t io n s  qui f ig u r e n t  dans I ,  s u r to u t  A+B 

e t  AB, ne s e  p r ê t e n t  à un c a lc u l  s im p le  que dans l e  c a s  d ’ o -  

p é r a te u r s  p a r to u t  d é f i n i s  e t  b orn és (1 ) .11  e s t  donc r a i ­

so n n a b le  do nous b orn er  d ’ abord aux c a s  où to u s  l e s  o p éra ­

te u r s  do cMs s o n t  b o r n é s . Nous v e r r o n s  p lu s  ta rd  q u ’ av ec  une  

c o n n a is sa n c e  s u f f i s a n t e  d es  s y s t è m e s d 1o p é r a te u r s  b o r n é s ,  

nous aurons d o s moyens de com prendre dans d es o p é r a te u r s  

ferm és m ais non b o r n é s .

D ésig n o n s donc l ’ en sem b le  do to u s  l e s  o p é r a te u r s  l i ­

n é a ir e s  e t  b orn és p a r  I . Nous ne c o n s id é r e r o n s  que d es e n -  

sem b los <AJl = i  . i l  e s t  d ’ a i l l e u r s  p r a t iq u e  de p o s t u le r  un 

peu p lu s  que I; Nous e x ig e r o n s  que l 'o p é r a t e u r  im ité  1 appar­

t ie n n e  à cAv/ . E t nous rem p la cero n s I p a r  I ^  ;

1 €- cAi/ . S i  A, B é. o lL , a lo r s  a A, A , A+B, AB é c XL* 

c ( a e s t  un nombre com p lexe q u e lc o n q u e ) . Tous c e s  o p é r a te u r s  

 ̂ d o iv e n t  ê t r e  l i n é a i r e s  e t  b o r n é s , c ’ e s t  à d ir e  cAt = I .

b) I l  f a u t  d é c id e r  q u e l l e  t o p o lo g le  de I s e r v ir a  

p ou r fo rm u ler  I I .  pour ê t r e  sû r  que r ie n  d ’ i n t é r e s s a n t  ne  

nous éch a p p era , nous p ren d ron s la  t o p o lo g lo  l a  p lu s  f a i b l e

(1 ) V o ir  au commencement de l ’ exposé F . S i  A e s t  p a r to u t  d é ­

f i n i  e t  ferm é, i l  e s t  b o rn é , v o ir  C p . TZ . S i A n ’ e s t  p as d é ­
f i n i  p a r to u t  e t  donc non b o rn é , e t  s ’ i l  en e s t  de même do B ,l©  
c a lc u l  avec  A+-B e t  AB d e v ie n t  extrêm em ent d i f f i c i l e  e t  même 
p a th o lo g iq u e  V. J.v.N eum ann Journ . fùrM ath. I 6 I (  I 9 3 9 )p .2 2 9 -2 3 4
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p o s s ib le ,  c ’ e s t  à d ire  c e l l e  qui donne l e  p lu s  grand nombre 

de p oin ts de condensation  p o s s ib le .  C’ e s t  pour c e t t e  r a iso n  

que nous c h o is is so n s  la  to p o lo g le  " fa ib le ” des o p éra teu rs. 

Mais de ce p o in t  de vue, i l  y a une remarque im portante à 

f a ir e  : la  d é f in i t io n  courante de la  to p o lo g ie  f a ib le  no 

d é f in i t  en r é a l i t é  que la  convergence f a ib le ,  c re s t  à d ire  

qu’ e l l e  f a i t  de I un espace l im it e  e t  non un espace tp p o lo -  

glque (au sens de M .Frôchet) . L’ expérionco moderne sur ce  

s u je t  nous a cependant app ris que l e s  espaces to p o lo g iq u es  

so n t d’o r d in a ire  p r é fé r a b le s  aux espaces l im it e s  , e t  nous 

verrons b ie n tô t  qu* i l  y a dans n o tre  cas des ra iso n s  s p é c i ­

f iq u e s  pour d é s ir e r  une to p o lo g is a t lo n  au sen s propre .

Nous devons donc In tro d u ire  l a  n o tio n  de " v o is in a g e  au sons  

fa ib le "  , ce qui s e  f a i t  n a tu rellem en t a in s i  :

S S o i t  A0 i  I ,  e t  so i en t <f 3 • 'Y 1 ..........m* ^  m

>2m élém en ts quelconques de 3* espace de H ilb e r t  ( m=l,3 . . . .  

Smala f i n i ) ,  £. > 0 .

^D ésignons par U( . . .  <f & ) l ’ ensemble

'do tous l e s  opérateurs A ^  I pour 3 esq u e ls

1
1 (f A“Ao * ^  ^  ^  poup ^ ~ 1 . .  * . ,  m .

Les U{Aq ; 1 . ^ 3 . ^   ̂ (pour tou s l e s  choix  do

m = 1 ,3 . , . des <0^ , , e t  de £ >  0) son t 1 os v o is in a # e s  

f a ib le s  de Aq * d é f in is s a n t  la  to p o lo g le  f a ib le  do I . 

(V oir M .A.) .

D ésignons par TJ( A0S<f}*'vY2 ' .„ .  cç m, ^  m» & ) l ’ ensemble

de tous l e s  opérateurs A ^  I pour le s q u e ls

Les U{Aq ; 1* ^ 3 . ^   ̂ (pour tou s l e s  choix  do

m = 1 ,3 . , . des , e t  de £ >  0) son t 1 os v o is in a g e s

fa ib le s  de Aq * d é f in is s a n t  la  to p o lo g ie  f a ib le  do I .

(V oir M.A. ) .

U-A0

V *

'fv

9S>T

m* m »
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On v o i t  a isé m o n t quo p ou r  t o u t e  s u i t e  Â  t Ag. .  . . 

l a  r e l a t i o n

lim. An = A 
n —̂ 00

dans o e t t o  t o p o lo g l e  , e s t  é q u iv a le n t e  à 1 a” c o n v e r g e n c e  f a i ­

b l e  v e r s  A0 " , au se n a  donné dans 1 * ex p o sé  C .p .1 4 -1 5  * M ais 

c o t t e  t o p o lo g io  f a i b l e  ne v é r i f i e  p a s  le " p r e m ie r  ax iom e de  

d é n o m b r a b ilité " d e  F * H a u sd o r ff , o t  p a r  c o n s é q u e n t , i l  n ’ e s t  

p a s  v r a i  que t o u t  p o in t  d e c o n d e n s a t io n  f a i b l e  d*un en sem b le  

e s t  n é c e s sa ir o r n e n t  un p o in t  l i m i t e  f a i b l e  d ’u n e  

s u i t e  c o n v e r g e n te  e x t r a i t e  de d e  . Donc i l  e s t  n é c e s s a i r e  de  

f a i  ro  u s a g e  de l a  t o p o l o g l e  d é f i n i e  c i - d e s s u s  e l le -m ê m e , e t  

non  s e u le m e n t  de l a  n o t io n  de l i m i t e  f a i b l e  de s u i t e s  c o n v e r ­

g e n t e s  . ( 1 )

Nous p r é c i s i o n s  donc d e c e t t e  fa ç o n  :

£ IX *  : oA b  os'k fa ib le m e n t  c l o s , c ’ e s t  à d i r e  que t o u t  

s p o i n t  do c o n d e n s a t io n  f a i b l e  de cM s ( e t  non s e u le m e n t  t o u t  

S p o in t  de l i m i t e  f a i b l e  d e o t C )  a p p a r t ie n t  à c i t .

e t  . I l  e s t  r a is o n n a b le  do s e  co n fo rm er  à 1 ’u s a g o  de  

l ’ a lg è b r e  m oderne p a r  l a  d é f i n i t i o n  s u iv a n t e  :

^ L os en sem b les  oU .=  I q u i s a t i s f o n t  l e s  c o n d i t io n s  I *  o t

> 11 . o t  c e s  en sem b les  s e u l s ,  s o n t  d i t s  d os anneaux .

(1 )  Une d i s c u s s io n  d é t a i l l é e  do c e s  c o n d i t io n s  s e  t r o u v e  
d an s M.A . D’ a i l l e u r s  l a  t o p o lo g le  f a i b l e  v é r i f i e  1 ’ ” axiom e  
de dénom oraoi'i i  té"  s i  n ou s ne s o r t o n s  p a s  de l a  sp h è r e  

IIUIU *  I  ■ V o ir  g .  A._______________________________________________ .

I

I I
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On v o i t  immédiatement quo î

I l  e x i s t e  un anneau minimum ; i l  no c o n t ie n t  que l e s  é l é ­

ments a . l ;  xsk où e e s t  un nombre com plexe quelconque ; nous 

l e  d és ig n ero n s par 0 *

I l  e x i s t e  un anneau maximum; c ’ e s t  évidemment I .  

L’ in t e r s e c t io n  d ’un nombre quelconque d ’ anneaux e s t  un anneau, 

Donc pour to u t  ensem ble = I , i l  e x i s t e  un anneau m in i­

mum i  l e que nous d és ig n ero n s  p ar A(3£.) .  Pour to u t  ensem­

b le  3E ^  I l e s  o p éra teu rs  A I qui so n t  com m utatifs avec  

B e t  B pour to u t  B £.9£ • form ent un anneau, nous l e  d é s l -  

gn erons par X ' .

On prouve a isém en t que ;

0* = I ; I* = 0 ; X 'i*

e t  p u isq u e l ’ anneau minimum e s t  A( ) , on a nrâme

2  a ( 9 C )

Hc' -  ( i ( 3 s  > ) ’ . »

(a o c . ^ iV  - T t ’ . - y *

( . d é s ig n e  l ’ in t e r s e c t io n  de deux en sem b les) .

Los doux o p é r a t io n s  r e p r é se n té e s  p ar A( <3£ .'M ) o t  

^  s o n t  d es  o p é r a t io n s  dans l e  domaine de tou s l e s  an­

neaux dans I . B i l e s  o n t q u elq u es a n a lo g ie s  avec l ’ a d d it io n  

e t  la  m u lt ip l ic a t io n  : to u te s  l e s  deux, e l l e s  s o n t  commute— 

t i v o s  e t  a s s o c ia t iv e s ,  d ’ a i l l e u r s  à la  fa$on de l ’ a d d it io n  

e t  de l a  m u lt ip l ic a t io n  lo g iq u e s :

Pour un anneau on a :

m "  2  m  >

le' = ( i O e i ) '

> y

l e

X
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¿(cil.cU,) = c i l .  o IL  = * I

L ’ a n a lo g ie  e s t  on d é fo u t  p o u r  l a  l o i  d i s t r i b u t i v e  , 

q u i n ’ e s t  pa v r a i©  en g é n é r a l .  I l  y  a d o s  r a i s o n s  de m o ttr o  

en c o r r e sp o n d a n c e  a v e c  1* a d d i t io n  , e t  ^)C. ^  a v ec  

l a  m u l t i p l i c a t i o n ,  c a r

A ( c ¿ u  0 ) = c X t  ; A (o t t*  I )  = I  

( A l  . 0 = 0  ; olL  . I  s  cAÀ/ •

d) Bans t o u t e s  c e s  c o n s id é r a t i o n s ,  i l  e s t  p r é f é r a ­

b l e  de p e r m e ttr e  que 1 ’ e s p a c e  de H i l b e r t  xL , ( d o n t A ,B , . .  ) 

s o n t  d e s  o p é r a to u r s )  d é g é n é r é  en  un e s p a c e  E u c l id ie n  à un  

nombre f i n i  do d im e n s io n s  . I l  e s t  ce p e n d a n t p r é f é r a b le  d* e x ­

c lu r e  l e  c a s  où  c e t t e  d im e n s io n  e s t  0 .  C’ e s t  à d i r e  q ue l a  

c o n d i t io n  D do 1 1a x io m a tiq u o  de (V o ir  l ’ ex p o sé  B, p . 3 -4 )  

d o i t  ê t r e  rem p la có o  p a r  l a  s u iv a n t e  :

S D. -  p o s s è d e  d e s  é lé m e n ts  d i f f é r e n t s  do 0 , cependant^éL

< e s t  s é p a r a b le .

Donc u*, a u n e d im e n s io n  N = 1 , â ...........oo  . N ous a p p e l l e ­

ro n s  cosH S^ d o s  c a p a c e s  u n i t a i r e s  .

3 . -  Une d e s  r e l a t i o n s  p r o u v é e s  en  2 ( c )  é t a i t  :

X *  = *  o ^ )  . j

Or, on p o u t p r o u v e r  quo

<R> | ' £ " =  A ( X  ) | ( D

(1 )  (V o ir  p a g e  s u iv a n t e )
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P ou r M o n  com prendra 1 * im p o rta n ce  de oo r é s u l t a t ,  12 e s t  n é ­

c e s s a i r e  de f a i r e  l e s  rem arq u es s u iv a n t e s  :

o ) (R) p ro u v e  la  n é c e s s i t é  d ’ em p lo y er  l a  t o p o l o g i e  

e t  non l a  c o n v e r g e n c e  f a i b l e  dans l a  d é f i n i t i o n  d e s  a n n ea u x . 

Car i l  e s t  é v id e n t  que A (3ë' ) o e t  o b te n u  en a p p liq u a n t  t o u -  

t e s  1 e s ,  o p é r a t io n s  d e I  à to u s  l e s  é lé m e n ts  de j £  , e t  

en a j o u t a n t  à c e t  en so m b lo , c e l u i  de t o u s  l e s  p o in t s  de co n ­

d e n s a t io n  . C’ e s t  a i n s i  que l ’ on o b t i e n t  . S i  n ou s S a ­

v io n s  a jo u té  que l e s  p o in t s  l i m i t e  f a i b l e ,  n ou s a u r io n s  p e u t -  

ê t r e  o b te n u  un en sem b le  O  . Donc: p o u r  a v o ir  l ’é q u a t io n  

(R ) ,  i l  f a u t  d é f i n i r  l e s  anneaux p a r  l a  t o p o l o g i e  e t  non  

p a r  l a  c o n v e r g e n c e  f a i b l o .  (3 ) *

(1 )  -  V o ir  H .A . p . 3 9 3 -3 9 6  .

(2 )  -  I l  f a u t  d i r e  c e p e n d a n t que oo r a iso n n e m e n t  n ’ a q u ’ u n e  
j u s t i f i c a t i o n  r o i  a t iv o  dans l ’é t a t  p r é s e n t  de n o t r e  i n f o r ­
m a tio n  .  Car nous c o n n a is s o n s  d e s  en sem b les  "V q u i o n t  d os  
p o i n t s  de c o n d e n s a t io n  non p o i n t s  l i m i t e s  ( f a i b l e s )  m ais i l s  
n e s o n t  p a s  ferm és  dans l e s  o p é r a t io n s  de I * _ .
Donc i l  f a u t  d ir e  :
(R) e s t  p rou vé s i  n ous d é f i n i s s o n s  l e s  anneaux a v ec  l a  t o — 
p o l o g ie  f a i b l e ,  t a n d is  q u ’ i l  n ’ e s t  n i  p rou vé  n i  r é f u t é  , s i  
n o u s em ployons l a  c o n v e r g e n c e  f a i b l e  .
L ’ a u te u r  c r o i t  que (R) e s t  fa u x  en c e  c a s  .
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b ) p ou r doB anneaux c ^  (R) d o y le n t  :

(R f ) o i t *  *  o W /

C’ e s t  à d i r e  que l ’ o p é r a t io n  d é s ig n é e  p a r  © st i n v o l u t l v e

p o u r  l e s  an n eau x .

D’ a u tr e  p a r t ,  l a  r e l a t i o n  ^ A( ^  . -3 1 )  - £ ' . y  

d e v ie n t  ( on y  p o s a n t  3C »  o U , )

U íojC . j í ' ^  o l . c a T

e t  on y  p o s a n t

X  =oU. . ^  = J f

o t  on a p $ l1q u an t*au  t o u t

(<MJ = a  ( d k . o f  )

Donc l ’ o p é r a t io n  I n v o lu t lv e  tr a n s fo r m o  l ’ a d d i t io n  A 

e t  l a  m u l t i p l i c a t i o n  <JL  l ’ une d an s l ’ a u tr e  .  A in s i  1 *0-

p é r a t io n  * e s t  a n a lo g u e  à l a  n é g a t io n  en lo g iq u e  . (L ’ a d d i ­

t i o n  c o r resp o n d  à l a  c o n j o n c t io n ,  l a  m u l t i p l i c a t i o n  à  l a  d i s ­

j o n c t io n )  , M ais l a  n é g a t io n  lo g iq u e  a e n c o r e  d ’ a u t r e s  c a r a c t é ­

r i s t i q u e s  , d o n t

( s )  .  (A l '  =* 0

( S ' )  M O kdlC  ) = x

s o n t  l e s  a n a lo g u e s  dans n o tr e  c a lc u l  , e t  c e s  é q u a t io n s  no  

s o n t  p a s  v r a i e s  en g é n é r a l  » B i l e s  s o n t  c e p e n d a n t é q u iv a le n t e s  

e n tr o  o l i o s  :

o lL  • otC  ~ 0 e s t  é q u i v a le n t  à. ( (JJL • cÀ/J ) * — 0 ’

o t  : ( O t  .C U ‘) 1 *  ( U i f  . otC ) » = A ( U t  . c i l 1) . e t  0* *  I
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I l  y  a donc l i e u  de c r o ir o  quo 1 ea anneaux qui s a t i s ­

f o n t  ( S ) ,  c f e s t  à d ir e  p ou r  l e s q u e l s  l ’ a n a lo g ie  av ec  l a  l o ­

g iq u e  e s t  p lu s  s t r i c t e  que dans l e  c a s  g é n é r a l ,  a u r o n t d es  

p r o p r ié t é s  i n t é r e s s a n t e s  .

e t  rev en o n s à n o t r e  p ro b lèm e o r i g i n a l  . C’é t a i t  d e  c a r a c t é -  

t i s e r  l e s  anneaux q u i s o n t  e n g en d rés  p a r  deux ou  p l u s i e u r s

o p é r a t e u r s  AQ, BQ ...........  : O v C =  A(AQ, B0 , . . . )  e t  d * a n a ly s e r

l e s  p r o p r ié t é s  i n t é r i e u r e s  d e s  anneaux .

Q uant à c e t t e  d e r n iè r e  q u e s t io n ,  1 s  p r e m ie r  c a s  q u i 

s e  p r é s e n t e  conform ém ent à l ’u sa g e  g é n é r a l  do l ’ a lg è b r e  , 

o s t  c e l u i  d e s  anneaux a b é l i e n s  :

Un anneau cX l e s t  a b é l i e n  s i  to u s  s e s  é lé m e n ts  s o n t  com m uta- 

t i f s ,  c e  q u i s ’ exp rim e évid em m en t p a r

CÀL =* C/lC

S i  e s t  abé l i e n ,  e t  A £  o t ü  , a lo  ra A *  é U i ,  donc  

A e t  A s o n t  c o m m u ta t ifs , c ’ e s t  à d i r e  que A e s t  n o rm a l. 

R éc ip ro q u em en t, on p e u t  p r o u v e r  q u e , s i  e s t  un anneau  

n o n - a b é l i e n ,  i l  e x i s t e  un A G <JÜU n o n -n o r m a l. Donc s i  N 

e s t  l ’ en sem b le  de to u s  l e s  o p é r a te u r s  (b o r n é s )  no m a u x , l e  

c a r a c t è r e  a b é l i e n  e s t ,  p ou r un anneau {XK* » é q u iv a le n t  à 

o U , = N .

D* a i l l e u r s  N lu i-m ôm e n ’ e s t  p a s  un en n eau  , e t  11 n ’ y  a 

p a s  d ’ anneau  a b é l i e n  maximum, c o n te n a n t  to u s  l e s  a u t r o s ,

-  Abandonnons m a in te n a n t  c e s  a n a lo g ie s  f o r m e l le s
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(V o ir  M.A. p . 389) .

P our quo l 'a n n e a u  A( A) s o i t  a b é l io n ,  i l  o s t  dono 

n é c e s s a i r e  quo A s o i t  norm al , e t  l ’ on p ro u v e  a is é m e n t  que

o * e s t  s u f f i  s a n t  a u s s i  , Ces r é s u l t a t s  s o n t  é l é m e n t a ir e s  , 

m a is  i l s  a d m e tte n t u n e  r é c ip r o q u e  q u i n e  l ’ e s t  p a s  du t o u t ,  

c o r  sa  d é m o n s tr a t io n  e s t  fo n d é e  su r  u n e  a n a ly s e  d é t a i l l é e  

do l a  t h é o r i e  s p e c t r a l o  e t  do la  fc o p o lo g io  d e s  o p é r a te u r s  

b o r n é s  . Ce th éo rèm e r é c ip r o q u e  o s t  s

S Tout anneau a b é l io n  cMs p e u t  ê t r e  m is s o u s  l a  form e  

S otL» = A (A ), où  l ’ o p é r a te u r  A( q u i e s t  né o o s s  a i  rem en t 

 ̂ noJbmal ) p e u t  ê t r e  c h o i s i  h e r m lt lq u o  

(V .M .A . p . 4 0 1 -4 0 4 )  .

C eci p ro u v e  quo l ' é t u d o  d o s  on n sau x  a b é l i e n s  C¿Cs 

no p e u t  n ou s d on n er quo l e s  p r o p r ié t é s  d ’ un s e u l  o p é r a t e u r  

norm al ( ou même h o r m it iq u e )  A» e t  en e f f e t ,  un t e l  o p é r a ­

t e u r  o ^ C n * e s t  que l ’ en sem b le  de t o u t e s  l e s  f o n c t io n s  d e A. 

(V o ir  A 0 M p .3 1 3 -2 1 5 )  .

P our r e v e n ir  & n o t r e  p ro b lèm e o r i g i n a l ,  l ’é t u d e  d e s  

r e l a t i o n s  e n t r e  p l u s i e u r s  o p é r a t e u r s ,  i l  e s t  donc im p o r ta n t  

d ’ a n a ly s e r  l e s  anneaux n o n - a b é l i e n s .

Nous v o y o n s d ’ a i l l e u r s  q u e p ou r é t u d i e r  l e s  r e l a t i o n s  

o n tr e  p l u s i e u r s  o p é r a t e u r s ,  on p e u t  s e  l i m i t e r  au o a s  où

c e u x - c i  s o n t  n o n -c o m n u ta t if s  . Car s i  AQ, B ____s o n t  d es

o p é r a te u r s  h e r m it iq u o s  commuta t i f s ,  on p ro u v e  a is é m e n t  quo
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A(A0 ,B 0 . . J  o a t  o b é i i o n ,  donc 

A( A0 , Bo . . . )  »  A(A) 

p o u r  un c o r t a in  A h o r m it iq u e  f c ’ e s t  à d i r e  A0 , B0 . . . . s o n t  

to u s  f o n c t io n s  d 'u n  s ou i o p é r a to u r  h o r m it iq u e  A . (V o ir  AOM

p . 2 3 1) « *

S i  n ou s v o u lo n s  é t u d i e r  l e s  anneaux n o n -a b o i i  ons „ i l

o s t  d ’ un i n t é r ê t  s p é c i a l  do c o n s id é r e r  1 *ex trêm e o p p o sé  eu  

c a s  a b é l ie n  . Le c a s  a b é l i e n  e s t  c a r a c t é r i s é  p a r  c c / t C  

c ’ e s t  à d i r e  oU .cX L * = C # p u isq u o  to u jo u r s  cA t .dUC è J Ü  

c e c i  p e u t  ê t r e  in t e r p r é t é  a i n s i  : < J l  .d U C  e s t  a u s s i  grand  

q u e p o s s i b l e  (P u isq u o  (JX  o t C  -  o l C ,  on  p o u r r a i t  é t a b l i r  

JJL . a C  = d b  . c r o s t  â  d i r e  (JiX = CXL a u s s i  « M ais c e é i  s i -  

g n i f i o  quo O tt e s t  a b é l i e n ,  c o  q u i n ou s ram ène au c a s  a b é l ie n )  

Le c a s  op p osé  o s t  quo o s t  a u s s i  p e t i t  quo p o s s i b l e

c • e s t  à  d i ro d irs< M =  o , oo  q u i o s t  l ’ é q u a t io n  (S ) do j3 ( b ) .  

Donc n ou s soramos ram onés à l a  c o n s i t i o n

O )  O t l  . O t '  = 0

p a r  un chem in to u t  à f a i t  d i f f é r e n t  .

j>. -  L es c o n s id é r a t io n s  d e s  p a r a g r a p h e s  p r é c é d o n ts  

m o n tr e n t l a  n é c e a a i t é  de l ’ é tu d e  do ( S ) .

Quo a i g n i f i o  (S ) s i  n ou s l ’ e n v is a g e o n s  comme une p r o p r ié t é  

i n t é r i e u r e  a lg é b r iq u o  d e 1 ’ annoau

EJn a lg è b r e  l e  c o n tr e  d f un anneau s e  com pose do to u s  c e u x  do
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s o s  é lé m e n ts  qui s o n t  c o m n u ta t if s  a v e c  to u s  l o s  é lé m e n ts  do 

l ’ an n ea u . Pour l o s  anneaux d ’ o p é r a te u r s  tXL ( = I )  e f e s t  

cXU * OXy • E°n c (S ) s i g n i f i e  : l e  c e n t r e  do cMs no c o n t i e n t  

quo l o s  é lé m e n ts  do l a  f o m o  a . l  ( où g o s t  un nombre com­

p l e x e  q u e lc o n q u e ) ,  c ’ e s t  à  d i r e  s o n  é te n d u e  e s t  a u s s i  p e t i t e  

que p o s s i b l e  . Ou e n c o r e , Lo c o n t r e  de CaC o s t  u n id im o n s io n -  

n o l  .

C o tte  fo r m u la t io n  p r e u v e  quo nous to u c h o n s  à un d e s  

p r o b lè m e s  fon d am en tau x  de l a  t h é o r i e  d os sy s tè m o s  do nom bres 

h y p o r c o n p i exee  e t  do r e p r é s e n t a t io n s  do groupe® . ( 2 ) . Bn 

o f f e t ,  un d o j th éo rèm es fondam ontaux do c e t t e  t h é o r i e  én on oo  

q u e t o u t  sy s tè m e  h yp ercom p ü exe , c ’ o s t  à d ir o  t o u t  annoau

a b s tr a it .^  âj[_ord_re_fin i_ , o s t  sommo d i r e c t e  d ’un nombro f i n i

do systèm jî?  ¿¿yporoompl o x e s  à c e n t r e s  u n id im e n s io n n o ls  . S i

l o  nombre do d iiüens io n  N do n o tr o  e sp a c e  e s t  f i n i ,  on  

v o i t  q u 'i^  n ly a que o p é r a te u r s  l i n é a i r e s  in d é p e n d a n ts  ; 

donc t o u t  clÀ, ~  I  0 3 1 d ’ o r d r e  f i n i  . D onc, dans c e  c a s  , 

to u s  l o s  o l l  s o n t  d e s  so n n e s  d i r e c t e s  de c X L s a t i s f a i s a n t  (S )  

M ois l o  ca s  v r a im e n t  i n t é r e s s a n t  e s t  d e lu i  d e l ’ e sp a c o  de 

H i lb e r t  : N = cvs> f l ’ o r d r o  do s e r a  a lo r s  i n f i n i  en g é -  

n é r a l . _________________________________

(  ̂) . ** P ou r l e s  a n a lo g ie s  a lg é b r iq u o s  dans t o u t  c e  q u i s u i t ,  
V o ir  B .L .V an  d e r  Waorden "M oderne A lgeb ra"  , B e r l in  1930

( J u l iu s  S p r in g e r )  . p a r t i  o u i iè r o m e n t , v o l .2 , ohap.16* î ,TT hoo- 
r i e  d e r  Kypericompl exon  G rö ssen ” , a i n s i  quo o h a p .I7 ;" D a r s -  
t o l l  ungatrisic r i  e e t c . . "  .L a d é c o m p o s it io n  m e n tio n n é e  c i  « d e s ­
s o u s  s o  tr o u v e  p .1 6 1 - 1 6 4 .  T .S .V .P .
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C ependant i l  o s t  p o s s ib le * , même ©n oo c a s ,  de d écom p oser  t o u t  

anneau  cXL on une somme d i r e c t e  d 'anneauxcX C  s a t i s f a i s a n t  ( S ) .  

Pour c e  f a i r e ,  i l  o s t  n é c e s s a i r e  do g é n é r a l i s e r  l a  n o t io n  a l ­

g é b r iq u e  de l a  somme d i r e c t e  au c a s  d ’u n e i n f i n i t é  , e t  mémo 

d 'u n  on som b le c o n t in u  de term es  -  u ne g é n é r a l i s a t i o n  du nrâme 

g e n r e  que c e l l e  q u i mène de l a  form e d ia g o n a le  d e s  o p é r a te u r s  

i o ^ u  à N f i n i ,  à  l a  form e s p e c t r a l e  do ceu x  do l ' e s p a c e  de  

H i lb e r t  à N i n f i n i  .

I l  n» o s t  p a s  p o s s i b l e  de d on n er d e s  d é t a i l s  i c i *  n ou s n e  

v o u lo n s  q u 'û n d iq u o r  que l a  c h o s e  p e u t  s e  f a i r o  ( V o ir  un mé-* 

m oiro  do ! •  a u te u r , q u i p a r a î t r a  p r o c h a in e m e n t dans l e s  A nnala  

o f  Lia th é  m„ ) c e  qui s i g n i f i e  que ? e^ anneaux à  c e n t r e  u n id im e n -  

s i o n n e l ,  c ' e s t  à . l i r e  siatît? .a lsa r * t  ( S ) s o n t  1 o s é lé m e n ts  d o n t  

l a  co m b in a iso n  ! p a r  som m ât:.en d*r e c t o) p r o d u it  to u s  l e s  an ­

n ea u x  . Pour c o t t o  r a is o r i ,  noua p ou von s b ie n  d i r e  , que l e  

p rob lèm e f̂ondam jntaîl de l a  t n é o r i o  d es  annoau x  d 'o p é r a t e u r s  

e s t  l a  dé t e r  a ln a  t l  on de t o u t e s  l e s  s o l u t i o n s  do (3 )  .

_6. -  Un c e r t a i n  i n t é r ê t  s ' a t t a c h e  à (S ) a u s s i  du p o i n t  

de v u e  de l a  m écan iq u o  d es  q u an ta  dans s a  form e o p é r a t o i r e .

On s a i t  que dans c o t t e  t h é o r i e  , t o u t e s  l e s  q u a n t i t é s  p h y s i ­

q u es  - o b s e r v a b le s -  d'tua sy s tè m o  q c o r r e s p o n d e n t  à to u s  l e s

( 1 ) ( s u i t e )  . On p e u t  v o i r  a u s s i  l ' e x p o s é  3? , f a i t  p a r  M .C ar- 
ta n  au S é m in a ir e  on F é v r ie r  3 4 -  ou l e  l i v r e  x é o e n t  de V .d e r  
Waordon :"G ruppen von  l i n e a r e n  tr a n s fo r m a t io n e n  (S p r in g o r  1935)
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o p é r a te u r s  h e r a i t i q u e s  d ’jtfji c e r t a i n  e s p a c e ^ , e t  l e s  q u a n t i t é s

bornéeQ  en p a r t i c u l i e r  aux o p é r a te u r s  b o r n é s  horm i t i q u e s ,  é -

lé m e n ts  de I , S o i t  m a in te n a n t l a  somme de deux s o u s - s y s -

tèm es d l3 j c i n t 3 : T * , Qt ^  « , a s s ig n o n s  1 os o p é r a te u r s  c o r -
•» Si

r e sp o n d a n t aux q u a n t i t é s  o b s e r v a b le s  s i t u é e s  e n t iè r e m e n t  dans 

T l  r e s p e c t iv e m e n t ,  p a r  Aj e t  •«2 ; «  e s t  é v i d e n t

q u ' i l s  o n t  l e s  p r o p r ié t é s  î 

(P ) T out A_ e s t  co m m u ta tif a v e c  t o u t  A
2 a

( P 1 ) L ’ anneau  d é te rm in é  p a r  to u s  l e s  Â  e t  to u s  l e s  iU

c o n t i e n t  to u s  l e s  o p é r a te u r s  c o r r e s p o n d a n t  aux q u a n t i ­

t é s  o b s e r v a b le s  de ^ 0  — ^  } + 0 * Z 

C’ e s t  donc I .

D é s ig n a n t  2 ’ anneau d é te r m in é  p a r  l e s  Â  p a r e i l  e t  c e l u i  d o s  

Ag p a r  ç j f  , c e ! à  s i g n i f i e  :

(P ) ( J f  *  o U j  ; (PM  A( oU , . O t )  -  I

D onc, a f o r t i o r i ,  A{ oU , . cMJ ) »  I . cXC s a t i s f a i t  ( S f ) , 

donc (S ) . e t  de même c_À/ . I n v e r s e m e n t , S i  qJLL s a t i s f a i t  

( S ) ,  i l  s a t i s f a i t  a u s s i  ( S ’ ) , o t  o tC  , cV° — oLL* o n t  l e s  p r o ­

p r i é t é s  (P ) e t  (p » ) 4

A i n s i ,  n o u s v o y o n s que l e s  s o l u t i o n s  de (p ) o t  ( P 1 ) , c ’ e s t

à d i r e  l e s  anneaux d es  3 o u s - s y s tè m e s  "Y _ e t  iC de
1 3

c o ï n c i d e n t  a v ec  l e s  s o l u t i o n s  de (S ) ,

C ep en d an t, c e t t e  d i s c u s s i o n  de ^   ̂ e t  ^  g  e s t  p lu s
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a b s t r a i t e  q u e  n é c e s s a i r e  ï n ou s p ou von s c a r a c t é r i s e r  o£c ©t 

O f  P l u s  e x p l i c i t e m e n t  . Cu t J*  adm et n é c e s s a ir e m e n t  une  

d e s c r ip t i o n  p h y s iq u e  p a r  u n e ou p l u s i e u r s  c o o r d o n n ées  que  

nous désignerc> r.3 p a r  x  ; nous d é s ig n e r o n s  p a r  <£/ l e  dom ai­

n e  de v a r i a b i l i t é  de x  ( l tv  e s p a c e  de c o n f ig u r a t io n "  de ) 

Nous avong do mémo y  • t < F  p o u r  oi: p a r  a u i t c  x * y

e t t x 5 -  (" p r o d u it  d i r e c t n de e t  d e ) p o u r  t = t 1+t 2 

Donc ~a f o n c t io n  d ?onde de a l a  form e CP ( x ,y )  , 

a u trem en t d i t  c ' e s t  un é lé m e n t  de l ' e s p a c e  de H i l b c r t  

do t o u t e s  l e s  f o n c t io n s  ^ ( x ,y )  t e l l e s  que

f ( ~ , y )  j Æ dx dy 

s o i t  f i n i  i l e  p r o d u it  " in t é r ie u r "  ( f , g )  é t a n t

(T  f ( x , y )  g ( x ,y )  dx dy

o t C  s©ra év id em m en t l 'a n n e a u  de to u s  l e s  o p é r a te u r s  o p é»  

r a n t  s u r  l a  v a r i a b l e  x  s e u l o ,  e t  cAT c e l u i  de to u s  c e u x  o -  

p é r a n t  s u r  l a  v a r i a b l e  y  s e u l e  . Nous a l l o n s  p r é c i s e r  c e s  

n o t io n s  im m éd iatem en t .  Une a n a ly s e  d é t a i l l é e  do c e s  q u e s ­

t i o n s  s e  t r o u v e  d an s l e  m ém oire annoncé p a r .  I I .

On v é r i f i e  (P ) e t  (P *) s a n s  b eau cou p  do d i f f i c u l t é s  , 

a i n s i  quo u f  = o t 0  * D ' a i l l e u r s  on p e u t  p a s s e r  à d os mo­

t r i c e s  do l a  fa ç o n  s u iv a n t e  :

S o i t  » ni = 1 ,3  un sy s tè m e  co m p lo t o r th o g o n a l



on x  { W n (y )  , ns= . . .  . u n  s y s tè m e  en y  ;

V  J x ) V n { y ) on e s t  un on x , y ,  c * o s t  à d ir o  daç.s • 

A lo rs  t o u t  f£^£. a l a  formo ?

f  -  f  ( x  r y } »

m ,n as 1 , 2 , . . . .  t e l l e s  quo 2 ___  (a^ n )2 8 0 I t  f i n i ,
m, n= l

l e  p r o d u it  " in té r ie u r "  ( f , g )  é t a n t09

■ ■  anm ^mn m .n=l— T — —
s i  f  o t  g c o r r e sp o n d e n t à ( 0 ^ )  o t  ( bmri) r e sp e c t iv o m o n t  „

On v o i t  a isé m e n t quo An £  (JUU s i g n i f i o  :

Or to u t  o p é r a te u r  A do a une m a tr lc o  <sC pq,mn
de f i n i o  p a r  1 * i d e n t i t é

A

*fw

s •£— ,  ’>cm f  n<*>Vn<y»n ,n = l  1 1

*1
f ( 2 fy )

P ,n = l
apn t

A P
(3C) n (y )

oo

Z ZP »n=l
apn

(

OO

n = l
( A f P P ¥ n ) »<pm(x )

Y n (y)

o>

H
n ,n= l (

o o

P^î
(A1 Ÿ p ’ n ) a

pnj t n <x)
Y n (y ) .

<3ta n t  f i n i  f o t  a in s i 2̂, p e u t  $ t r o  c o n s id é r é

comme 1 f osp oco  do to u to s  1 os suJ to s  doublem ent I n f i n i e s ( amn )

[3fmnai'm. n=l
x ~

<a<7
n ,n = l

am»n m( * ) Y n (y )

(
aCm ci (x ) n ( y )

K, II. 17
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d  * où . o o

b n n  55 ^  p q .m n  a p q  '  |
P  9 H i

D o n c  A ^ Ç c U ,  s i g n i f i e  < ^ p q > m n =  <Al CP p * cf7n î ^  q n

4

c  * e s t  à  d i r e  :

T t Î  _  — o C f o  __p q t m n p n  q n

^  d é s i g n a n t  l e  s y m b o l e  d e  K r o n e c k e r - W e i  e r s t r a a a  t

f  =  1  p p u r  q = n  

q n  <

) = 0  p o u r  q ^ n

* o s t  u n  n o m b r e  c o m p l e x e  d é p e n d a n t  d ’ u n e  f a ç o n  a r b i t r a i -  
* 1 ■

r o  d©  p , m  «  2 ^ 4 , 4 4  .

O n  p r o u v e  s a n s  d i f f i c u l t é  q u o  A n ,  c ’ e s t  à  d i r e  l a  m a t r i c e

{ a i  ) e s t  b o r n é e  a i  ,  © t  s e u l e m e n t  s i  l a  m a t r i c e
p q ,m n  •

( n i ’ } 0 8 1  b o r n é ©  t  
^  pm  *

O n  m o n t r e  d o  m âm e q u o  A^ £  o T  a *  e x p r i m e  p a r  :

( T f > r ^ i  ? J  " T "p q ,m n  P # m  ^  q n

C e t t e  f o i s ,  r j n  e s t  a r b i t r a i r e  .
q n

O n  v é r i f i e  i m m é d i a t e m e n t  q u e  s i  o W /  » o v  s o n t  d é f i n i s  

p a r  ( T ) e t  ( T ’ ) ,  =  c t L ’ ,  < J j L  ,  O f  =  0  .  D o n c  < J X  . U L  =  0  

c ’ e s t  à  d i r e  q u o  % U L  s a t i s f a i  t  ( S )  , © t  p a r  c o n s é q u e n t ,  q u e

A^ Çl cAX
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c)Ji, o t <jT s a t i s f o n t  (P ) o t  ( P * ) .

C e t t e  a n a lo g ie  a v ec  l a  t h é o r i e  d es  q u a n ta  s u g g è r e

quo p e u t - ô t r o  t o u t e s  l e s  s o l u t i o n s  de (S ) s o n t  d o n n ées  p a r  

(T ) -  c e l l e s  d e (P) e t  (P ») p a r  ( T) e t  (T M . S i  n ou s form u­

l o n s  c e s  h y p o t h è s o s , i l  e s t  r a is o n n a b le  d * a d m e ttr e  l a  p o s s i ­

b i l i t é  quo m ou n a i t  un domain© f i n i  s D *  ! » • • • • >  P * 

e t  n = 1 , ........... , q m M ais on c o  c a s  i l  n*y a p a s  de r a i s o n

d * e x c l  u r e  1 es d im e n s io n  N f i n i e  ( a l o r s  P , Q , s o n t  

f i n i s  to u s  d eu x , e t  N = PQ ). A i n s i ,  i l  s ’ a g i t  do d é c id e r  s i  

l e s  é n o n c é s  s u iv a n t s  s o n t  v r a i s  :

£ cO S o i t^ U  un o sp a c e  u n i t a i r e  à N = 1 , 2 . . . . c e  d im e n s io n s  

/ P our t o u t e  s o l u t i o n  c A L  de (S ) , i l  e x i s t e  d eu x nom bres 

/ P , Q = 1 , 2 .  . . .  ,oo , PQ N, t e l s  q u e d t s o i t  r o p r é s e n -  

7 té  p a r  (T) , l e s  dom aines r e s p e c t i f s  de m e t  n é t a n t

> l t ____,P  e t  1 ...............Q.

' S i  P —oo , a lo r s  m = 1 ,2  ...........  ;

do même s i  Q =o& a l o r s  n = 1 , 2 .....................

 ̂ A ) Do nrême, p o u r  t o u t e  s o l u t i o n  cÀÀ* ,cJr d e  ({&} e t  (P*)

C i l  e x i s t e  deux P ,Q = 1 ,2  . . . .  . 00 * PQ = N , t e l s

? quo s o i e n t  r e p r é s e n t é s  p a r  ( T) e t  ( T* ) , l e s

s  dom aines r e s p e c t i f s  de m e t  n é t a n t  1 , . . . .  P » o t

^ *Q •

P u ia q u o  (T ')  donna a i  (T) iormo c X L - , a a t  i q u l v a l e n t  à

o r

to f

A
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( ^ )  o t  ** ¡ r  n '
l (P ) o t  (P *) o n t  p ou r c o n sé q u e n c e  .

M ois ^  e s t  \ino c o n sé q u e n c e  de <£ î S l o w e s t  *opr<5«* 

s e n t i  p a r  (T ) .c X t’ l ' o s t  p a r  (* •>  . e t  a i n s i  t o u t  o p é r a t e u r  

A Êol/C o o r r e sp o n à  p a r  ( T*) à u he m o tr ic e  < « r q n > . d8na 1 , e s _  

p a o e  <fL" d e s  s u i t e s  (o n ) , n  = 1 , 3   t e l l e s  quo  

5®- I ?  I 2  s o i t  f i n i  ; o t  où  l o  " p r o d u it  in t é r ie u r "  

n S l ' n  *
a Tî o s t  l e  p r o d u i t  de deux s u i t e s  ( on î e t ( b n ) .  

n ^ l n  n

Donc t o u t  an neau  <5 oU j c o r r e sp o n d  à un anneau  dans 

( g »  , en p a r t i c u l i e r  0 ,(X t' c o r r e s p o n d e n t  r o s p e c t iv o m o n t  à

o l .  e t  c /  = o lC  & ^ - ^ i  ° 3 t  ^  on9om ble d , °P ^ r a to u r s  

Qn n  ̂ j )  a e  com pose do to u s  o eu x  q u i c o r r e s p o n d e n t  à des

é lé m e n ts  do JUC c o m m u ta tifs  a v e c  c jT  , donc a p p a r te n a n t  à

d jC - o T '  =  (  A tc U -.u T  ) '  = î *  = o .

A in s i  (en  ^  -  0  . ü f y -  0 '  = I  . e ' o s t  à  a i r o

iAT g  M y  .

I l  o s t  dono im p o r ta n t  de s a v o i r  s i  o<  e s t  v r a i  ou

non  .

7 . -  Nous o b te n o n s  uno p r e m iè r e  o r i e n t a t i o n  en c o n s i ­

d é r a n t  l o  c a s  d*un N f i n i  .  P our l e  d i s c u t e r  , n ous nous  

s e r v ir o n s  d as n o t a t io n s  o t  d os r é s u l t a t s  d e  1 »ou vrage  c i t é
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do Van d o r  Waerdon (p a r * 5 ) .

o C ^ e s t  un sy s tè m e  h y p e rco m p lex e  d ’ o rd re  f i r t i . donc l a  

"M inlm alb ed ingu n g"  fV .d e r  W. I I  p . 151) e a t  s a t i s f a i t e  .

Pour t o u t e  m a tr ic e  A fi 0 , A £  , n ou s avon s  

A A fi 0  e s t  sem i d é f i n i e ;  i l  en o s t  donc de même d es (A*" A )n  

q u e l que s o i t  n . S o i t ^ >  fi 0 un " id é a l  à  gaucho" dans cAL* ,

i l  e x i s t e  un A fi 0 , A ^  , donc ( A ^ A ) n G ^ n , donc  

^  n fi 0 ; a u tre m en t d i t ,  e s t  s a n s  r a d ic a l  ( d é f i n i t i o n  

P .I 5 5 )  . I l  on r é s u l t e  que iÀÀj o s t" c o m p lè te m e n t r é d u c t i b l e ” 

(d é m o n s tr a t io n  p . I 5 6 - I 6 l )  ( 1 ) .  M ais a lo r s  l e s  m a tr ic e s  doc^C' 

c o ï n c id e n t ,  a p r è s  in t r o d u c t io n  d ’un s y s tè m e  c o n v e n a b le  do 

c o o r d o n n é e s  on , a v ec  l e s  m a tr ic e s  s u iv a n t e s  :

* ï  1 

\

A = *3

i w
0

^   ̂ C’ e s t  u ne dos r a i s o n s  p o u r  l e s q u e l l e s  l ’ o p é r a t io n  q u i fa i  t  
p a s s e r  ^ o s t  s i  im p o r ta n te  dans l a  t h é o r i e  d os onneaux  
e t  d o i t  6t r e  a j o u t é e  dans l e u r  d é f i n i t i o n  aux o p é r a t io n s  p r o ­
p rem en t a lg é b r iq u e s  dé f i n i  os p a r  1 os sy m b o le s  SA, A+B AB*
c ’ o s t  c o l l e  q u i g a r a n t i t  l a  r é d u c t i b i l  i  t é  co m p lè to  do to u s*
1 os anneaux .
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I c i  l o s  s  , s o n t  d os m a tr ic e s  do do g ré  ,

r é p é t é e s  dans n o tr e  schém a 6^  l o i s  ; donc

P i « V ................+?è <rB =  n

1 08 o( p a r c o u r e n t  un a y stèm o  i r r é d u c t i b l e  de m a tr ic e s

de d egré  P , l e s  s y s tè m e s  Z_ ................ ZL ô t a n t  n o n - é q u l-
1 v  1 8

v a la n t s  . L os p la c e s  v i d e s  s o n t  o c c u p é e s  p a r  d o s 0 ( p . 1 6 8 -  

169) . P u isq u o  otO e s t  un an n eau , l o  th éo rèm e de B ttm s id o  

p o u t  § t r e  a p p liq u é  s c ’ e s t  à d i r e  quo n , . . .  ©£ p a r -JL ^  S
c o u r e n t  indépendam m ent t o u t e s  l e s  m a tr ic e s  de d e g r é s  r o s p o c -

t l i s  f > .............  f g . (  p . 1 8 3 , en  h a u t  e t  en b a s ) .

M ais l o  A c o r r e sp o n d a n t  à  ̂ -  1 ( m atx i.ee  u n i t é

de d im o n sio n  p  j ) , c( = o ................... ^  = 0 . a p p a r t ie n t
f ^

au  c o n tr e  de cAA, # ( <Jl, . CU s î , donc A = a . l  (m a tr ic o  

u n i t é  de N d im o n s io n s )  , co  q u i n é c e s s i t e  s=  1 .

P o so n s  P = P j  , Q = 6“̂  , o t  em ployons doux i n d i c e s

m» n , dans l e s  m a tr ic o s  A : m = 1 ...........,p  , dans 1 * i n t é r i e u r

d o s j , e t  p ou r n u m éro ter  l e s  c a r r é s  q u i

c o n t ie n n e n t  l o s  of (D e m6me p o u r  p , q ) .  A lo r s  nous au ron s

A “  * p q ,m n } » a = ( °^ Tp n ) , a v ec

pq,m n pm ^  qn

o c  q u i c o ln c ld o  avoo ( T ) .
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A in s i  n ou s a v o n s p rou vé ci . -  p o u r  3 o s  N f i n i s  , e t

n o u s% u e  p o u r  N = « °  i l s  c o n s t i t u s n t  3 s  g é n é r a l i s a t i o n  au  

c a s  d * un o r d r e  i n f i n i ,  d e s  th é o r è m e s  fon d am en tau x  s u r  l e s  

s y s tè m e s  h y p e r c o m p le x e s  s a n s  r a d ic a l  . B t q u e l l e  q ue s o i t  

l a  r é p o n s e  aux q u e s t io n s  o* . e l l e  e s t  in d i s p e n s a b le  p o u r

é t e n d r e  l a  t h é o r i e  d e s  s y s tè m e s  h y p e r c o m p le x e s  aux c a s  d ’ o r ­

d re  i n f i n i  c ’ e s t  à  d i r e  au d e là  du c a d r e  c l a s s i q u e  d e s  "Mi­

n im al b e d i  ngung en" . ( 1 ) •

8 # -  A van t d ’ a t t a q u e r  l e  p ro b lèm e  g é n é r a l ,  (N = ° °  ) 

d is o n s  e n c o r e  un m ot s u r  l a  fa ç o n  d o n t l e s  o p é r a t e u r s  non  

b o r n é s  p e u v e n t  ê t r e  c l a s s i f i é s  à  l ’ a id e  d e s  an n eau x  c/M» — I .  

C o n s id é r o n s  l e s  o p é r a t e u r s  u n i t a i r e s  U » d é n o to n s

l e u r  en sem b le  p a r  cÀJU . JUu  e s t  un an neau  c o n te n a n t  cÀ L  
U • ü

e t  i l  o s t  l e  p lu s  p e t i t  q u i a i t  c e t t e  p r o p r ié t é  s 

A( cAJLj ) ^ C ^ U v o ir  M .A. p .3 9 B ) . P a r  s u i t e  :

(oU,'u )' = (a ) • = d l "  =oUs

(1 )  Ce n ’ e s t  p a s  s e u le m e n t  l e  d é s i r  de l a  gén é r a i  i s a t i o n  
q u i n o u s i n t é r e s s e  dans c e  d e r n ie r  p ro b lèm e  . La m esu ro  d e s
f ro u p es  de A .H aar ( v o i r  l e s  e x p o s é s  H o t  I  de c e  S é m in a ir e )  

t a b l i t  u n e r e l a t i o n  d i r e c t e  e n tr e  l e s  g r o u p e s  t o p o lo g iq u e s  
o t  l e s  anneaux d ’ o p é r a t e u r s  . L es r é s u l t a t s  m od ern es r e l a ­
t i f s  à c e s  g r o u p e s  s o n t  fo n d é s  s u r  l a  r é d u c t io n  de c e s  an ­
n e a u x , m a is  p ou r l e s  g r o u p e s  non co m p a cts  o t  non a b é l i e n s ,  
c e  s o n t  p r é c is é m e n t  l ’ o r d r o  i n f i n i  do c e s  an neaux ©t l ’ i n ­
s u f f i s a n c e  d e s  m é th o d es  a cco u tu m ées  p ou r  l e u r  r é d u c t io n  qui 
a r r ê t e n t  t o u t  p r o g r è s  . V o ir  a u s s i  l o  m ém oire d e s  A n n a ls  o f  
M ath, s i g n a l é  p a r . 5 ) .

-  A vant
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A u trem en t d i t ,  a l  un  o p é r a t e u r  l i n é a i r e  e t  borné A e a t  

I n v a r ia n t  dana to u a  1 ea laom orphiam ea do , q u i l a l a a e n t  

to u a  1e8 é lé m e n ta  de jJ à l . n v a r l  an ta  {1 ) , 11 e a t  lu i-m ém o  

un é lé m e n t  cLoçMs .

C ec i a u g g èro  l a  d é f i n i t i o n  su iv a n t©  :

 ̂ Un o p é r a te u r  X q u e l son qu o ap p a r t i e n t  à  s J L .  au aen a  é t o n »

7 du , c e  q u i  noua é c r i r o n s  : X -7? . 8*11 e s t  ln v a »
> '7
£ r i a n t  dana tou a  l e a  isom orp h iam ea de , q u i l a i s e e n t  

to u a  l e a  é lé m o n ta  de <Ms in v a r  i  a n ta  .

Noua avona v u , que p o u r  X £  I  , X y  <Mo e t  

X (L d U  s o n t  é q u iv a le n t e  .

Dans c e  q u i s u i t ,  noua noua ln té r e a a e r o n a  a u s s i  aux  

o p é r a te u r a  n o n -b o r n é s  (m a is  l i n é a i r e s  o t  fe r m é s )  q u i a p p a r ­

t i e n n e n t  à c/lO au so n s  é te n d u  . C ' e s t  a i n s i  que l a  t h é o r i e  d e s  

an neaux p o u rra  noua f o u r n ir  d e s  in f o r m a t io n s  s u r  d e s  o p é r a ­

t e u r s  n o r -b o m é a  (2 ) .

(1 )  Un iso m o rp h ism e do e s t  un o p é r a t e u r  u n i t a i r e  U :

t  —> U f  , A 0 3 t  in v a r la n t . dana U a l  U A U“  ̂ = A » o ' o s t  

h, d i r e  a i  A o t  U s o n t  co m m u ta tifs  „ La c o m m u ta t iv ité  a v e c  U 

e t  c e l l e  a v ec  U s o n t  é ç u iv c û  a i t e s  , p u is q u e  U = U*“1

(2 )  S I  X, Y, s o n t  d 03 o p éra  ta u r e  l i n é a i r e s  e t  fe r m é s , on p e u t  
m o n tre r  q u ' i l  j x i s t e  un ann eau etc m:*, n i mum a v ec  cM¿¿

( C ' e s t  CÀb — y '  , a i  V e s t  I ?e r a emb'le iio to u s  l o s  U u n i t a i ­
r e s  l a i s s a n t  X, Y , . i n v a r ia n t s )  .D o n c , on  p e v t  p a r l e r  de l ' a n ­
n eau  d é te rm in é  p a r  X ,Y >...........: A ( X , Y. ..........) g é n é r a l i s é  mémo s i
X, Y , ........... è j*
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N ous v e r r o n s  on p a r t i  c u l  1 o r  , ç[uo c e t t e  m éthode o u v r e  u n e  

v o i e  p o u r  é v i t e r  l o s  p a r a d o x e s , d e s  o p é r a t e u r s  non b o r n é s ,  

s i g n a l é s  dans l e  m ém oire c i t é  au d é b u t du p a r a g r a p h e  2 « 

l ’ a p p l i c a t i o n  do c e s  c o n s id é r a t io n s  à l a  m écan iq u e  dos  

q u a n ta  { v o ir  parg,£<$ e s t  é v i d e n t e  *

S e c o ndo p a r t i e  

T h é o r ie  d o s  f a c t e u r s

9 .  P our c o  q u i s u l t y q u e lq u e s  d é f i n i t i o n s  s o n t  u —

t l l  e s  ,

i S o i t t £  un e s p a c e  u n i t a i r e  à H = l » 2 « . . . p o  » d itnen— 

\  a i o n s . Un f s e t e u r  e s t  un anneauC^C s a t i s f a i s a n t  à. l a  

/ c o n d i t io n

i  (s ) (M s  = o

\  Une f a c t o r i s a t i o n  e s t  un s y s tè m e  de ^  anneaux

? CJUy1 ............. ( ^  »  1*2 ............................ ) . s a t i s f a i s a n t  aux

> c o n d i t io n s

5 (P) p ou r  i  ^ j  e t  cXL. s o n t  co ra m u ta tifs
i  ^  •
< c ’ e s t  à d i r e  OX*,  =
I

j  (PM  M J J L j ................ *  I

La c o n d i t io n  (S ) du p a ra g ra p h e  Jt co in a id e  donc a v e c
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l a  p r é s e n t a  c o n d i t i o n ,  d é f i n i s s a n t  l a  n o t i o n  d o  f a c t e u r ;  ï;

t a n d i s  q u e  c e l l e s  ( ï )  e t  ( P * )  d u  p a r a g r a p h e  6  c o i n o i d e n t  

a v e c  c e l l e s  q u i  d é f i n i s s e n t  l e  n o t i o n  d o  l a  f a c t o r i s a t i o n  

p o u r  - d -  2  - D * a i l l  o u r s  l a  m é m o  i n t e r p r é t a t i o n  p h y -

s i q u e  s e r a i t  a p p l i c a b l e  p o u r  t o u t  4 .  : e n  d é o r i v a n t  u n e  d é c o m ­

p o s i t i o n  d u  s y 8 t è n o / Y '  e n - é  p a r t i e s  ' X , =  ’j f l  +  . . . .  + / 5 £  •

( 8 )  e n t r a i n s  :

A l < J l . U L '  ) »  M o U / . J l ' )  =  -  0 ’ =  I

o t  ( P )  O t  ( P * )  e n t r a î n e n t  t

(J l  a ,..... -  cJ L  ^

I  =  A f o l t , .................. o i l e \  A  *  I  j

d ' o ù  A { O C 1 . O U ' j )  =  I  ,  e t  a i n s i  ( S )  .  M

C e l à  p r o u v e  l a  r e l a t i o n  i n t i m e  q u i  e x i s t e  o n t r o  l e s

f a c t e u r s  o t  l e s  f a c t o r i s a t i o n s  :

£  3 i O t  e s t  u n  f a c t e u r ,  a l o r s <M . , U L  e s t  u n e  f a c t o r i s a t i o n

> a i  < A L  ...................... e s t  u n e  f a c t o r i s a t i o n ,  t o u s  l e s  c M ^
(  O
\  s o n t  o i e s  f a c t o u r s  .

N o u s  c o n t i n u o n s  n o s  d é f i n i t i o n s  i  

v x în  f Q c t o u r  c « ^  e s t  d i  r e o  t  , s ’ i l  a  1 Q f o r m e  ( 0  e s t »

k & d i r e  ( T Î  d u  p a r a g r a p h o  ,  XJno f a c t o r i s a t i o n  cd C ^  » c 4 0

< e s t  d i r e c t e  s i  o l l o  a  l a  f o r m o  . (  C ’ e s t  à  d i r e  ( T )

< ( T  * ) ( l ) ) .  B i l e  e s t  s i m p l e  s i  QJL p  — o lL  -,

( l )  i c i  X -  =  2 ,  l a  g é n é r a l i s a t i o n  a u x  c a s  d e  - t  q u e l c o n q u e  

e s t  c l a i r e  „

a ( J L L . d U Û  ) =  - o *  *  x
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l e s  é n o n c é s  «Ç , A , 4u p a ra g ra p h e  £  , d e v ie n n e n ti
m a in ten a n t :

£ o )̂ Tous l o s  f a c t e u r s  s o n t  d i r e c t s .

S fe -h  * f d i  r o o to s
S > T ou tes 1 os f a c t o r i s a t i o n s  ( >C-=*3 ) so n t)

ï o  l  3 l  mp 3 os

Nous avons prouvé dans l o s  p a ra g ra p h es q u i p r é c è d e n t ,

e s t  é q u iv a le n t  à /%) ,  e t  im p liq u e  .  Jou r  to u s  l e s  

f N f i n i s  , <* . , . s o n t  v r a i s  .

Do p lu s ,  c e s  c o n s id é r a t io n s  p ro u v en t (indépendam m ent dô l a  

s i t u a t i o n  g é n é r a le  pour . Y . ) s

> S i  un fa u te u r  d 'u n e  f a c t o r i s a t i o n  e s t  d i r e c t ,  to u s  l o  

S s o n t  , e t  la _f a c t o r i s a t i o n  l Te s t  a u s s i  (1 )_\  ~"1 g ^
£ Ré c i ' roquom ent, /  7. © f a c t o r i s a t i o n  o s t  d i r e c t e  . l e s  f a c -  

$ to u r s  2o s o n t  a u s s i . ,

1 0 . -  L 'é tu d e  d*un anneau c i l  p e u t  ê t r e  fo n d é e  s u r  l * é -  

tu d o  d es o p é r a te u r s  de p r o j e c t io n  B q u ’ i l  c o n t ie n t  , c a r  

o o s  B l e  d é te r m in e n t (2 )

JtB p r o p r ié té  l a  p lu s  im p o r ta n te  d ’un o p é r a te u r  do p r o j e c ­

t io n  B ou de sa  m u l t i p l i c i t é  1 i n é a ir e ,  fermé© ( 3 ) ,  e s t  sa

1>̂   ̂"* P®C" pour ”£  = 2 ; i l  s s r a it  f a c i le  do g é n é ra lis e r  pouy 
-v quelconque „ •

( 2 ) -  S i  o s t  l e u r  en sem b le  ona xJtL = A(<-^-e ) .V o ir  M.A. 
p . 39k „ y
( 3 ) « V o ir  .^ e x p o sé  G p .6 .C ¥ C o s t  1 ’ ensem blo  de t o u t e s  l e s  
s o lu t io n ?  f  = B f t a n d is  quo 3  = P
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d im e n s io n , j f l t  o s t  un o sp a c o  u n i t a i r e  o t  a u ne d im e n s io n

d( 3X C ) = d (E ) = 0 , 1 , 2 ................oo  .

S i  n ou s no v o u lo n s  d é f i n i r  que l ’ é g a l i t é  d es  d im en ­

s i o n s  de deux m u l t i p l i c i t é s ,  OfC * • ( Qt non l a  v o l e u r  nu­

m é r iq u e  do d( OfO ) ) , n ou s p ou von s l e  f a i r e  en  r a p p e la n t  

q ue la  d im e n s io n  e s t  l e  s e u l  in v a r i a n t  u n i t a i r e  d ’un e s p a c e  

u n i t a i r e  „ C’ e s t  à d i r e  que j l ù  , y C  , o n t  l a  même d im e n s io n  

s ’ i l  e x i s t e  un iso m o rp h ism e U do Oit- » D'L' » C et TJ o s t  donc 

un o p é r a t e u r  l i n é a i r e  d é f i n i  en JVC ; s e s  v a l e u r s  c o u v r e n t  

p r é c is é m e n t  ; o t  on  a |\ U f  \[ = ){ f  jl , p o u r  t o u t  f  

d o i a

P o so n s  E = , P =

N ous p ou von s d é f i n i r  un o p é r a te u r  l i n é a i r e  U d é f i n i  o» t o u t’ W * '
p o i n t  de , on p o s a n t  _

/  c *  tj t  p o u r  f  y v e

 ̂ = 0 p o u r  f  £  ^  —WC-

o ^ s t  à d i r e  U = TJ E.

C e t t e  s i t u a t i o n  p e u t  ^ tr o  c a r a c t é r i s é e  p a r  l e s  dé f  ln i  t i o n s  

s u iv a n t e s  :

^ TJn o p é r a t e u r  l l n é a l r o  U d an s 08  ̂ p a r t i  ol 1 orne n t

? l3omé t r i q u e , s ’ i l  e x i s t e  u n e  m u l t i p l i c i t é  fo rm ée  1 1 -  

/  n Q a ir e  , t e l l e  quo ; ||

\  l in  f i l  S *  N * I* P° Ur f  €  >Vt
|  | =  0 p o u r  f  £  *8 ^ -
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t  J l t  e s t la  m u l t ip l ic i t é  I n i t i a l e  do TJ, l ’ ensemble y t

> d e s  v a l e u r s  de U e s t  sa  m u l t i p l i c i t é  ï i n a l e ,  S =  P ^ .
S * ... .. «/7Cm **
S ® = P ^ ^  s o n t  s a  p r o j e c t i o n  i n i t i a l e  e t  s a  p ro  j e c t i o n

> f i n a l  e .

On d ém on tre a is é m e n t  q ue :

\  T out o p é r a t e u r  i s o m é tr iq u e  e s t  b o r n é ; 103 é q u a t io n s

S S = U *  ü F = ü TJ*

> s o n t  v é r i f i é e s

S Chacune d o s c o n d i t io n s  s u iv a n t e s  e s t  c a r a c t é r i s t i q u e

< do l ’ i s o m é t r i e  p a r t i  o l l o  :

> a) ü U *  U = U

3 b) U U e s t  une p r o j e c t i o n

< c )  U e s t  u n e  p r o j e c t i o n  .

Nous p ou von s a l o r s  é n o n c e r  :

£ Deux o p é r a t e u r s  S = P _  , F = P_^ . o n t  l a  marne j , jtC* JC* ^

( dlm on3.icn  s i ,  e t  s e u le m e n t  s ’ i l s  s o n t  l e s  p r o j e c t i o n s  

) l n t t i a l o  e t  f i n a l e  d ’ un même o p é r a t e u r  p a r t i e l l e m e n t  

5 i s o m é t r iq u e  ü .

N ous é c r i r o n s  a l o r s  :

B ^  F , ou  

S i  n o u s é t u d io n s  l e s  p r o j e c t i o n s  B oU«, d ’ un an ­

n ea u  çXL* . i l  e s t  n a t u r e l  d ’ in t r o d u ir e  une n o t io n  d ’ é g a l e  

d im e n s io n  p lu 3  r e s t r e i n t e ,  r e l a t i v e  à cXL :

b)

c )

a) U

U

U

y (c

l ’ i s o m é t r io  p a r t i o l l o
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D é f i n i t i o n

 ̂ S , P o n t  l a  mono d im e n s io n  r e l a t iv e m e n t  à s À L .  3 i  » Ot 

s a e u le a e n t  s ' i l s  s o n t  l e s  p r o j e c t i o n s  i n i t i a l e  e t  f i n a l e  

? d 'u n  même o p é r a t e u r  p a r t i  e l  1 e n e n t  i s o m é t r iq u e  U é c X)L (1 )

> B t n ou s é c r i r o n s  : f i

> B P . .  . n o d , a i  ou { B ♦  P . . , P = p )
s  yit- j l *
5 y t t r ^  y t  . .  . mod. olL* .

M on tron s l ’ im p o r ta n c e  de c e t t e  n o t i o n  dans l o  c a s  d 'u n  f a c ­

t e u r  cXL • C o n s id é r o n s  l o  c a s  où  çÀJL o s t  un f a c t e u r  d i r e c t . 

A lo r s  ( T) f a i t  c o r r e s p o n d r e  à t o u t  o p é r a t e u r  A £

d o n t  1a m a tr ic o  o l a  form e (oC mr. ) a v e c  oi . = c(' Ç1 pq.mn» pq/m n p m q n
un o p é r a te u r  A, d o n t l a  m a tr ic e  o s t  ( «1* ) .  dans l ' e s p a c e

r  t 1 P .®  *
d e s  s u i t e s  (a n ) m=l #3 ........... t e l l e s  quo

___P
2

x  ( o_) s o i t  f i n i  * (o  ) o t  (b. ) a y a n t p o u r
m^l n* m

P
’•p r o d u it  in t é r ie u r "  a 'F

Z __„ m n
m=l

A in s i  B , P c o r r e s p o n d e n t  à d e s  p r o j e c t i o n s  , Pj 

d an s , e t  B P . .  .m od. o s t  é q u i v a le n t  à

Bj s \s  Pj . Donc l a  n o t io n  de d im e n s io n  d é r iv é e  de B P. . 

mod.cM * e s t  c e l l e  d an s $  , t a n d is  que l ' a u t r e  q u i d é c o u le  

do B ' V Î  e s t  c e l l e  dans^-v, . La s e c o n d e  o s t  Q—f o i s  l a  p r e ­

m iè r e  ; a i n s i ,  p o u r  Q = oo t 2q s e c o n d e  au ra  t o u jo u r s  l a

v a le u r œ »  , s i  l a  p r e m iè r e  a une d e s  v a l e u r s  1 ,2 . . . .  <*>

7 î )  U €  c)JL e t  B= U* ü , P= UU4̂  im p liq u e  B P  t  çjjL
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Lo r e l a t i o n  B /v/ P . . .m od . C/& d onn e donc uno c l n s s i f i c a — 

t i o n  b eau cou p  p lu s  d é l i c a t e  d o s B * que B P #

e t  c e t t e  c l a s s i f i c a t i o n  donne d e s  in fo r m a t io n s  e s s e n t i e l l e s  

s u r  l a  n a tu r e  d o s deux i n d i c e s  m ,n , q u i c a r a c t é r i s e n t  l e s  

f a c t e u r s  d i r e c t s  . I l  o s t  donc im p o r ta n t  d ’ a v o ir  uno t h é o ­

r i e  in d é p e n d a n te  de l a  c l a s s i f i c a t i o n  p a r  B P  * . .m od, cXL 

p ou r to u s  l e s  f a c t o u r s  , s a n s  s ’ ap p u y er  s u r  l e u r  c a r a c ­

t è r e  d i r e c t  é v e n t u e l  .

P u is q u e  . .mod cXL  ex p r im e  l ’ e x i s t e n c e  d ’u n e

c o r r e s p o n d  a no o b iu n iv o q u e  f   ̂ ÿ TJ f  e n t r e  » d ’ u n e

c l a s s e  s p é c i a l e  (TJ p a r t i e l l e m e n t  i s o m é t r iq u e  o t  U e OUI )

i l  y  a l i e u  d ’ a p p l iq u e r  à c o t t o  n o t io n  l e s  m éth o d es d e 1a 

t h é o r i e  do l ’é q u iv a le n c e  (d o s  a le p h s )  do l a  t h é o r i e  g é n é r a ­

l e  d e s  en sem b les  , dûe à G .C a n to r . 0n  p a r t i c u l i e r ,  i l  e s t  

d é s i r a b lo  do d é f i n i r  un nombre p o u r

t o u t e  p r o j e c t i o n  ® €: c A t , t o i l e  que i 01^ )  “

d^j^ ( "yt- ) s o i t  é q u iv a le n t  à . . . mod.olA^ .  Ce s e r a

l ’ a n a lo g u e  de c e  q ue 1a d im e n s io n  o r d i n a ir e  d ( J t £ )  == d (B ) 

o s  t  p ou r  l a  r e l a t i o n  M'fc-'"'k- 0 £  ; e t  do c e  quo 1 o s  a le p h s  do Can 

Oanto r  s o n t  p ou r l ’ é q u i v o l  en o e  d o s e n se m b le s  .

1 1 . -  La d i s c u s s i o n  fo n d é e  s u r  d es  id é e s  a n a lo g u e s

à c e l l e s  de l a  t h é o r i e  de C an tor  r é u s s i t  co m p lè tem e n t .
t

Nous n e  p ou von s d o n n er  i c i  q u ’u n e  e s q u i s s e  do S e s  r é s u l t a t s  

(1 - p #s u i v a n t o ) .
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S u iv a n t  l ’ a n a lo g ie  av o c  l a  t h é o r i e  C a n to r ie n n e , n ou s  

dé f i a i  s s o n s  s

|  S o i t  * 3 «  33 e  J l t  , = P €  o i t  |

/  E ^  F. . .m od.cÀ t ( ou b ie n  . . .m od .xJJ^ ) s i g n i -

> f i e  q u ’ i l  e x i s t e  un G £, o tL  , G — P f a v e c  B ^  G. . .

? mod. iM*' • B « (  P . .  .m o d .tXL  (o u  b ie n  Dt&< X » . .n o d . o t t  )

( s i g n i f i e  que B J. P . . .m o d .c X t  , n a i s  p a s  B '“v  F . . .
? v
 ̂ mo d é c t t  .

On d ém on tre p a r  l e s  mêmes m éth o d es q ue dans l a  t h é o r i e  d e s  

e n s a n b le s ,  1* a n a lo g u e  du " Théorèm e d » é q u iv a l e n c e ” d e C a n to r -  

B e m s t e i n  :

<T B ^  P. ..m o d  ¿ o i t  e t  F B. . . . m o d * c tt  im p liq u e n t

< 3  'N-' P . . *mod* c X t  .

M ais c e  q u i e s t  p lu s  rem a rq u a b le , on  p e u t ,  p our t o u t  f a c t e u r

< À tp r o u v e r  un " th éorèm e de c o m p a r a b i l i t é  u n i v e r s e l l e " :

ï  S i  B, P £  o t t  , on  a s o i t  B P . . .m o d .o i i  , s o i t  F i  B . .

 ̂ mod. o t t  .
Ges r é s u l t a t s  im p liq u e n t  quo s

( 1 )  Ces r é s u l t a t s  o n t  é t é  o b te n u s  en c o l l a b o r a t i o n  p a r  J .F .  

Murray e t  l ’ a u te u r  . I l s  s o n t  c o n te n u s  d ans un m ém oire à. p a ­

r a î t r e  p r o c h a in e m e n t dans l e s  A n n a ls  o f  M a th e m a tic s , V o l .3 6  

(1 9 3 5 ) .
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|  l e  r e l a t i o n  B -< F . . . . m o d . o i l  d é f i n i t  p o u r  t o u t  f a c t e u r

|  o i t  un a rra n g em en t l i n é a i r e  d e s  B 6 M  , c ’ o a t  à d i r e

<, (o )  Pour to u 3  l e s  B, F £ cXl. u ne o t  une s e u l e  d es  3

^  r e l a t i o n s

\  B V ---- raod. oU  , B ^  F. , .m o d é cAJl % E ___n o d U t

S e s t  v é r i f i é e  .

\  (* )  S i  B <  P . . .m o d # clL , G . . . m o d . c i t  , on  a

j  B G .  . . mod <JXs .  ;|

O o n tin u a n t l e  p r o c é d é  de l a  t h é o r i e  d os e n se m b le s  , on  

d é f i n i  t  :

|  3  ( ou  b ie n c À L )  e s t  I n f i n i  K o a .O l  . 8 *11 a x l s t o  u.«.

y F < B a v e c  E - v  y  . . .  .m od.cJ/_ , i l  e s t  f i n i  mod.UÜL 

] s i  c e  n 1 e s t  p a s  l e  c a s

Nous p ou von s fo r m u le r  m a in te n a n t  c e  que n ou s d é s ir o n s  d ’ un

nom bre 55 ( B) , a n a lo g u e  à. l a  d im e n s io n  o r —

d i n a i r e  e t  aux a ïe p h s  de C an tor  *

> = â cXt » d é f i n i  p o u r  to u s  l a s  P j)fc= B fcoU.

e s t  11116 d im e n s io n  r e l a t i v e  m o d .c l l .  . s i  c e t t e  f o n c t io n  
<■ •
? Q l e s  p r o p r ié t é s  s u iv a n t e s  :
C

/ (a )  o  £  d c tt  ~  00 î d ^ ( E k P e s t  é q u i v a l  e n t  à B =Ô ;

< dd t i ^  = 00 QSt é q u iv a le n t  à E i n f i n i  m o d .U ^

£ 55 d oU o s t  é q u i v a le n t  à B'•V'F. . .mod.UL

/ ^  « a i  e s  ̂ é q u i v a le n t  à F

J> ( c )  S i  B + F e s t  une p r o j e c t i o n  ( c ’ e s t  à  d ir o  BF=0)

* al°rs ^ ( B + P )  = d ^ f B )  + d ^  (P) .

r e l a t i  on s

S i

e s t  v é r i f i é e  .

ajULtUt)
d cU-

<ta(B> = d ^  (f )
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Xe t h éorèm e fo n d a m en ta l do l a  t h é o r i e  d e s  f a c t e u r s ,  e s t  a lo r s  

k P ou r t o u t  f  a c to u r  oU, i l  e x i s t e  u n e e t ,  à  un f a c t e u r  de

< norm al i s a t i o n  p r è s  ( f i n i  o t  p o s i t i f )  , un© s e u l e  f o n c -

> t i o n  de d im e n s io n  r e l a t i v e  m od.cM ' , d cj ^ ( E )  .

13 _ b a i g n o n s  ^ e n s e m b le  d e s  v a l e u r s  n u m ériq u es de  

à .* ( B) p ou r  to u s  l e s  B • p a r  A . On d é d u i t  a is é m e n t

«o . ( a) , ( b ) , ( c )  que :

( i l -  ou  b io n  & s e  com pose de m u l t i p l e s  e n t i e r s  d 'u n  nom­

b r e  £- ^  0 , ^  t ccm n en ça n t a v e c  0 , 6- » 2 £  , 

. . . . »  s t  f i n i s s a n t  a v ec  un n £* , n é t a n t  un nom bre 

f i x e  *  1,2 , ,oo .

( I l ) -  ou  b ie n Û se  com pose de t o u s  l e s  nom bres r é e l s  (1 )  d 

t e l s  quo 0 — d — A, A é t a n t  un nombre f i x e ,  a v e c  

â  < A -  + oo .

( I I I )  -  ou  b ie n  & ne com prend que l e s  deux nom bres 0 ,  e-a »

C eci mène à l a  c l a s s i f i c a t i o n  s u iv a n t e  d es  f a c t e u r s  

^ T out f a c t e u r  oU* a p p a r t ie n t  à  une s t  u n e s e u l o  d e s  c l a s s e s  

\  s u iv a n t e s  , £  é t a n t  l ’ on sem b lo  d e s  v a l e u r s  n u m ér iq u es  de

\  d (B) p ou r to u s  l e s  B £ cÀX . 13

( 1 ) -  T ou s, e t  non s e u le m e n t  un en sem b le  p a r t o u t  d e n s e  .
P ou r c e l à ,  i l  a f a l l u  g é n é r a l i s e r  ( c )  au c a s  d*un en sem b le  
d én om b rab le  do te rm es  B , F . . . . ,  c e  qui s e  f a i t  s a n s  d i f ­
f i c u l t é  e s s e n t i e l l e  .
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01 a s s e s ( 1 ^ ) ,  n = l » 2 . . . .

ùi se compose dos nombres 0 , £  , 2 £  n &

où t  ost un nombre f ixe  p o s i t i f  et f in i  que por 

une normalisation  convenable do d (53) , on 

peut supposer égal à 1 .

Cl ass o ( I qq )

Ùl se compose de tous les  nombres o, £ , 2£> ,

Oo * ( &  ayant la même s i g n i f i c a t i o n  quo ci-des- 

aus .

Cl asso ( 1 1 ^ )

&  se compose de tous les nombres réels d v é r i ­

f ian t  o - d — A t et où A est un nombre f i x e  

avec 0 < A <1 co . Par une normalisation  convena­

ble  de (3) nous pouvons f a i r e  A = 1 .

Cl ass e ( I I  <ap )

&  30 composo de tous les  nombres ré el 3 avec

O — d — 4- OO #

Cl 3330  ( I I I  oo )

A. se compose des nombros 0 ,  oo , seuls . 

a c H (31 = a dtL( %  ) est f ini  dons les classes  ( I n ) ,  ( I I^l  

in f in i  dans les classes ( I ^  ) ,  ( I I  ^  ) ,  ( I I I ^  ) ; 

aussi nous appellerons les  premières classes  , l es cl asses 

f i n i e s ,  et les dernières ,  les classes i n f i n i e s  . Les clas-

> ses ( I „ ) ,  ( 1 ^  ) sont les classes d iscontinues ,  les  clas-' n ^  h* 1 - . . - T

ses ( I I ] ) ,  ( 1 1 ^  ) ,  l e s classes cont i n u e s , et ( I I I ^  ) la
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| o laaao  proprement i n f i n i e .

Il  r é s u l t e  immédiatement des remarques du paragraphe  IQ t

que  tout  f a c t e u r  d i r e c t  a p p a r t ie n t  à une c l a s s o  d i s c o n t i n u e

( l a  c l a s s e  est ( I s ) avec l e  P = 1 , 2 .......... , 0 0  , de ( T) ) ,
F .

cependant  la réc ip ro q u e  est v r a i e  aussi  , donc :

1 Un f a c te u r  cXL eat d i r e c t  s i ,  et seulement ,  si sa c la s s o  

I e3t d i s c o n t i n u e  .
<L ^  ■■ ■ ■ ------- ■■■ ■■■ .................... .............

Donc 1 ' ex istence  de facteurs  non-directs  est  é q u i v a l e n t e  à 

c e l l e  de 1 ’ e x is t e n c e  de f a c te u rs  dans les  c la s s e s  cont inu es  

ou dans la c lôsse  proprement i n f i n i e  .

13 .  - On peut  c o n s t r u i r e  des f a c t e u r s  des

c la s s e s  ( 1 1 ^ )  et ( I I W  ) ( c o n t i n u e s ) .  Ces exemples ont  dos 

p r o p r ié t é s  remarquables , que nous ne pouvons pas  I n d i q u e r  

ici  . Quand 5. la  c l a s s e  ( I I I ^  ) ,  nous ne  savons pas  à p r é ­

s e n t  si  e l l e  est  v i d e  ou non .

En tous cas ,  nous voyons que les  énoncés et /l

du paragraphe  j5 , ne sont  pas  v r a i s  . ^  no l rest pas non 

p lus  * : il y a des exemples de f a c t o r i s a t i o n s  non

s im p les ,  c ' e s t  à d ir e  pour l e s q u e l l e s  ç/V CeXL . (  Dans ces 

exemples , Of sont  tous les  deux de c lasso  (11^)) .

Nous voyons donc que dans l ’ espace de Hi 1 b e r t , ( N=Oû ) 

il y a des p o s s i b i l i t é s  e s s e n t ie l l e m e n t  d i f f é r e n t e s  de c e l ­

les  qui se  p r é s e n t e n t  dans les  espaces o u c l id ie n s  (N f i n i ) .

.
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La théorie  des systèmes hypercomplexes et des représentations  

u n i t a i r e s  (orthogonales)  de groupes y prend une forme très 

d i f f é r e n t e .  Pour une d is c u s s io n  plus d é t a i l l é o  de cette  q u e s ­

tion ,  v o ir  le  mémoire à p a r a î tr e  aux A n n .o f  Math .  t . 36 .

Une autre question  qui se pose naturellement  est la 

suivante  : Si  <~ÀÂ̂ est un facteur ,  il en est de mâme de cXC .donc 

lX L  . <Ms * entrent tous deux dans la c l a s s i f i c a t i o n  du p a r a g r a ­

phe 1_2_ . Quelles  sont les combinaisons do classes  p o ss ib le s?

La réponse est la suivante  :

pour les doux facteurs  (JA* , o iC  , sont p o s s ib le s  les 

combinaisons su ivantes  i et des exemples en sont connus) 

( I m) et 1 1  ) pour tous les m , n = l , 2 . . .  oo  .

( 1 1 ^ )  et ( I I p  ) Qt ( I I I  qc, ) pour tous les  ok , Jl =

1 , 00 .

Nous ne savons pas si la  combinaison ( I I I  ) est p o s s i ­

b l e  ou non .

7 Toutes les  autres combinaisons sont impossibles  .

S i  , c\\s » ont les classes  ( I  ) et ( I  ) ,  c ’ est une f a c t o r i ­
rr, n

sat io n  d ir e c t e ,  avec P = m et Q = n , dans ( T) , ( T T ) . Dans ce 

cas l à ,  les  classes  de fJX , < JX  , de t erminont donc et

eux—memes » à un Isomorphisme de près . Pour les autres 

combinaisons de c lasses  nous n ’ en savons rien  . ( 1 ) .

(1 )  Il est cependant é t a b l i ,  que la combinaison ( I I , )  et (II-,) 
possède encore un in var iant  d » isomorphisme;  un nombïe réel qtti 
peut prendre  toutes les  val oura f i n i e s  et p o s i t i v e s .
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Une énumération  complète des In v ar ian ts  d ’ isomorphisme dans 

ces cas s e r a i t  importante dans p lu s ie u r s  a ppl icat io ns  .

14 .-  Dans co qui s u i t ,  nous nous occupons des classes  

f i n i e s  ; ( I r ) Qt ( 1 1 ^ ) .  Nous voulons montror quo ( I I j  ) ost 

la  g é n é r a l i s a t i o n  ra isonnable  de ( I n ) , pour un nombre i n f i ­

ni de dimensiona.  C ' e s t  toujours ( I qq  ) ,  c lasse  de l ' a n n e a u

1 de l ' e s p a c e  de H i l b e r t  (car  1 , 0  est une f a c t o r i s a t i o n  d i ­

recte ,  avec p = N =  oo , Q = 1) qui a joué le  rôle de cetto 

g é n é r a l i s a t i o n  (par  exemple dans la  mécanique des q u a n t a ) ,  

et il nous semble,  au moins douteux,  que ce soit  i*. juste 

t i t r e  .

Il est vrai  que dans la c l a s s i f i c a t i o n  du p a r a g r a ­

phe I2_, l e  &  de ( In ) , n =  1 , 3 .......... est l ' e n s e m b l e  0 ,  X ,

2 ,  _____, n ,  et l e  ¿X do ( 1 ^  ) est l ’ ensemble 1 , 2 ...........00  ,

ce qui semble une analogie  p a r f a i t e  . liais si nous changeons

la  norm alisat ion  du d ^  ( 3) de ( I n ) en m u l t i p l i a n t  par

2 t o _
— ( n est f i n i )  , devient  l ’ ensemble C, — , — 
n n n

et le  IX do (Iï-j) est l ' e n s e m b le  0 - x - 1 , semble

aussi une bonne analogie  . Nous allons  montrer que cetto 

dern ière  an alogie  est plus profonde quo la première .

Considérons d 'abord  les  opérateurs  X 1 inéaire3  et 

fermés ,  qui appartiennent  à. cXC au sens étendu  (voir  p a r a ­

graphe  8)  , ot dont le  domaine de d é f i n i t i o n  ost partout 

dense  dans ( v o i r  les  exposés C, p . 2 ,  et F p . 6) .
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S o i t  <£ (cAL ) lour  enaemble .Les éléments de ^  ( I )  sont 

simplement tous les  opérateurs l i n é a i r e s  et fermés à domai­

ne partout dense . *

Bi  la dimension N de est f i n i e ,  on v o i t  que tout élément

de £  { I) est automatiquement isorné , i s K s , ( c a r  il n ’y a

des opérateurs  non-bornés que dans 1 ' espace de H i l b e r t ) ,

donc <S(l )  = I , Pour tout facteur  Otl de cl asse  ( I ) .
' m *

m = 1 ,2 , .  . .  , la  correspondance entre et d é f i n i e  par

( T) ( v o i r  paragraphe 10 : 2a dimension  de ^  est P = m , 

donc f i n i e ) ,  prouve , de même, que tous les éléments de 

( cÀk/ ) sont bornée ,  donc <£■ ( o i O  = t X O  #

A i n s i ,  dans les classes  ( 1} ) , ( I2 ) _____  Î  (dUL ) ne contient

que des éléments non-pathologiques .

Dans la c lasse  ( 1 ^ ,  ) , £ X i  est isomorphe à l ’ anneau I de ] '  

espace de E i l b e r t  , donc è  (cM . ) contient  des opérateurs 

non bornés : ¿ ( O A D c X L  En ce cas ,  les éléments de ¿ M O  

o f f r e n t  p lus ie u r s  aspects non-désirables ot path ologiques :

11 y a des opérateurs hermitiques  , mais non hypermaximaux,  

donc sana forme spec tra le  (Voir  P p . 11 ot G p . 17-18) ; l e e  

opérations A-4-B , AB, ont alors un caractère  très p a t h o l o ­

g ique  ( v o i r  mémoire cité  au début du paragraphe 2 ) .

D ’ autre part ,  pour les  facteurs  ¿Ms de class  o ( 1 1^ ) 

on montre que :

C  ( )  contient  des opérateurs non—bornés (comme dans



( Ioo ) ) , c*G3t  à d ire  o  (cAls ) ^)sÀX . Cependant, :

(a) Tous 3 oa opérateurs hermi tiques en cAJL sont hyp erma- 

ximaux, et possèdent donc des formes spectrales .

(b) Si X est un prolongement de Y, ot 3 i X,Y £ <S(cÀ L )  , 

on a X = Y

(c) SI X ,Y £ £ , ( c A M  , on a XTŸ ot» XY fc. £  (U X ) 

fVolr C. p.l , ot F. p . 5 ) ( 1 )
V;

Pour los opérateurs aX , X , i+Y , ISCY , toutes les

règles do ^algèbre  des matrices sont vraies. (2 )
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1 5 . - Retournons maintenant aux opérateurs bornés d ’un 

otU de classe finie.

Dans les espaces ^  de dimension N finie, tout opéra­

teur hermi tique A a un spectre ponctuol formé de nombres 

réels, dont chacun a un"ordrc de multiplicité" entier, la 

somme dos ces ordres étant précisément N. Les points X
o

de ce spectre sont caractérisés par

BX„ = +0 ~ - 0  ^  0 *

( 1 ) -Autrement dit, les prolongements fermés minimums X+Y:. XY 
de X+Y,XY, sont univalents ot ont leurs domaines partout den­
ses. Il est même vrai que : si Xn , 3g , . . . fo rmont un ensemblo 
f i ni ou dé nombrabl e d ’ opé rat eu rs do ( oU, ) , 1 T ens embl e des x 
auquel s tout produit fini |î2aK±d'opérateurs X ^ et XÎ  peut 
être appliqué ost partout dense .

(3 )-Co qui n ’ est pas vrai ¡dans I (cïfesse ( Iw  ) ) .Voir M,A.p. 
2 2 9 , des exemples de 1 * inégalité:

( T . S . V . P j

v g
im, u

g
* R
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Nous c h o is is s o n s  2a ’’n o r m a l i s a t i o n ” : F . n = F .
^ o f o

où P s est la r é s o l u t i o n  spectral  g  de A (Vo ir  D . p . 1 7 ) ,  ot 
A

F.  P . l )  » 3 ’ ordre  de m u l t i p l i c i t é  do X Q la  d imension

de B \ : d (B  X  ) . Parei  11 ement , tout i n t e r v a l l e  à. demi­
*  o o 

o u v e r t ,

i  <  )i ^
o •

a un ordre  do m u l t i p l i c i t é  : C ' e s t  la  somme dos ordres  do

tous l e s  po in ts  X 0 du s p e c t r e  q u ’ il c o n t ie n t  . On v é r i f i e

aisément que c ’ est  d ( F _  - F  — ) .

Pour  un focteu  t  ¿Xi de c l a s s e  (X ) , n= 3 , 2 , . . . ,  on
n

a ppl iqu ora  la correspondance  de ( T) ( t o u t  comme au p a r a g r a ­

phe  I Q ) . A lors  l ’ ordre  de m u l t i p l i c i t é  s p e c t r a l e  de l ’ in-

t e r v a l i ü  A ^  X - pu ost d cAJL<Fpü ~ > *

Les  mSmes expressions  peuvent  ê tre  employées pour  I 

dans 1 ’ espace do H i l b e r t  (N=00 ) , ou pour les  f a c te u rs  C/iL

do e l a s s o  ( I ) ,  mais ces oxprossions  ( d (P_  - F _  ) ou
p ' X

4 ( F_  - F _  ) } pouvent d e v e n i r  i n f i n i e s  . Dès qjie cela  
p  X

a r r i v e ,  e l le s  ne permettent  p lus  la  comparaison  des ’' d e n s i ­

té s "  du s p e c t r e  dans do3 i n t e r v a l l e s  d i f f é r e n t s  . Ut cela  

a r r i v e  précisément  dans les  cas les  plus  i n t é r e s s a n t s  ot 

l e s  plus  c a r a c t é r i s t i q u e s :  l ’ o rdre  de m u l t i p l i c i t é  de l ’ in-

(2 ) ( sui te) .
8 V  OC / 9 *t iirV'» • > t

P ü : : ) v j vgc::;w::.) -
H

^ = 1 » . .  . *g » 1 os é t a n t  uni toi res , ot V =  U .
La  lo i  d ' a s s o c i a t i v i t é  n ’ est pas v é r i f i é e  . '



t e r v a l l e  total <  + 0 0  e s t o c  ; e t l ' o r i r o  do mul­

t i p l i c i t é  de tout  i n t e r v a l l e  qui c o n t ie n t  à son i n t é r i e u r  

dos points  du s p e c tr o  c ontinu  ost oo «

La g é n é r a l i s a t i o n  à. tout f a c t o u r  o i C  est é v i d e n t e  :

S o i t  A £ <JJo » un o pérate ur  hermi t iq u e  ot F ̂ £olL les  p r o ­

je c t io n s  de sa  forme s p e c t r a l u  ; nous pouvons a t t r i b u e r  1 ’

0 rdre de roui tipl  ici te incd, • d ~  ̂ ^  ̂ n 

t e r v a l l e  X <1 ^  — pV Ce sen t  le s  c l a s s e s  f i n i e s  dans los- 

quâ 1 es ootte  m u l t i p l i c i t é  mod .oLL  ost toujours  f i n i e ,  et 

nous aurons a in s i  une mesure de la  " d e n s i t é ” du s p e c t r e  dans

1 1 intorval  1 o " X  <  A ^  . ( 3 1 1 e  ne s e r a i t  n u l l e  que si

p _ p = o  F___ = F ♦ GQ «T“ * s i g n i f i e r a i t  q u ’ il

n ’ y a pas de sp e c tre  dans ) .

X g 3 c l a s s e s  in t é r e s s a n t e s  à ce p o i n t  de vue sont

donc ( I  ) (n f i n i )  ot (II-,) . Dons ( I I j  î nous normalisons  
n 1

d ^ i B )  par  d ^  ( l )  =  I , ot nous ferons  de même pour  

l e s  ( I n ) (où l a  n o r m a l is a t io n  o r i g i n a l e  é t a i t  d Q>̂ ( l ) =  n) 

Avec c e t t e  n o r m a l is a t io n ,  dans tous les  c as ,  l ’ ordre  de m ul ­

t i p l i c i t é  mod, <AL de l ’ i n t e r v a l l e  - o© < A <. +oo  ost 1 , 

et l ’ ordre  do m u l t i p l i c i t é  m o d . U l  do tout i n t e r v a l l e  c o n t e ­

n ant  des points  du sp ec tre  ost un nombre p o s i t i f  i n f é r i e u r  

h 1 .
La seu le  d i f f é r e n c e  ontre les  ( I  ) ,  n f i n i ,  et ( I I- )

ti *

est  que pour  les  prem iers ,  les voleurs  adm iss ib les  pour  1*
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1 ?
ordre  do m u l t i p l i c i t é  sont  0 ,  — , *» , 1 ,  tandis  que

n n

pour  lo  d e r n i e r  , ce sont  tous le s  nombres réels  d,  v é r i ­

f i a n t  0 - d - 1 .

Nous pouvons maintenant  "n um éroter "  les  p o ints  du

s p e c t r e  de A : l e  numéro X  ) de À  é t a n t  l ’ ordre  de0 o

mul ti pl i ci té mod, do tout  ] ' i n t e r v a l l e

c ’ est à d i r e  quo nous poserons  :

d <Ms «B* A 0 > •

D a z *  ( I n ) V(  X Q ) = I  , |  ...............1

Dans ( I I  ) 0 <  ‘V( * Q ) - 1 .

Cette a n a lo g ie  va si l o i n ,  que l ’ on prouvo  sans  d i f f i c u l t é

l e  ’’Minimax  F r i n z i p "  de R e co uran t  :

S o i s  J X  cj f a c t e u r  apparten an t  à une c la s s o  f i n i e ,  A un 

opérateur  n irmi t iq u e  , A £ cAL ; et \> un nombre ré ol : 

v 0 < T ‘\ ) - Ü  . S o i t  K  la  borne  s u p é r i e u r e  do ( A f , f )

. pour  tous les  f  €. , ^\f || = 1  . S o i t  ^  c ( \) ) borne 

i n f é r i e u r e  de 1.1 pour toutes  les  m u l t i p l i c i t é s  l in é a i-
Jl C/

ros et closes  ~^(C avec P ^ £ , c A L ,  d cll^ ( 0 V C  ) =">) .

( 't) ) a p p a r t ie n t  alors  au s p e c t r e  do A, et en e st  1e
o ‘

p lu s  p e t i t  élément  avec un numérd - ^  .

Unoautre  a p p l i c a t i o n  ost la  su iv a n t e  î Pour  une matrice  dans 

un ^  à dimension  K f i n i e ,  la  n ot io n  de 1a trac o peu t  ôtro  

d é f i n i e  comme il s u i t  : La trace  do A ost 1a sommo de toutes



1 os va leurs  carscté  ris "tiques de A,  c ’ ost à d ire  de "tous l e s  

éléments  d i f f é r e n t s  de son sp ec tro  (ponctuel) ,  chacun  é t a n t  

compté avec son ordre  . On peut  donc é c r i r e  :

Trace  A — ^  A d ; d ( P ^ ) * |

( intégral  e do S t i e l  jos ) .

Remarquons cependant  que c o tte  formule correspond  à l a  

n o r m a l i s a t i o n  usuel !  o de d (B )  j^dans l a q u e l l e  d ( l )  =  '%j ; 

s i  nous nous servons de notre  n o u v e l le  n o r m a l i s a t i o n  (dans  

l a q u e l l e  d ( 1 ) — i ) ,  l e  second membre de la  formule  p r é c é d e n ­

t® est Trace  A.

Bn tout  cas ,  il  ost c l a i r  que c o tte  formule  peut  

^ t r e  g é n é r a l i s é e  pour  tous le s  f a c te u rs  cÂV de c l a s s e  f i n i e ,  

d é f i n i s s a n t  a in s i  une t race  mod.cAA^ ? S i  A ost un  o p é r a t e u r

h e r m it iq u e  , A (l L\K , F . sa r é s o l u t i o n  s p e c t r a l e  , on a:
A

rraood L A =  . 1  *  3 L .  da i (ï ,A •

On prouve  a isément  que :

T r a c o ^  A est d é f i n i e  pour  tous los  opérateurs  her- 

mi t iques  A t oU. ot a des v a l e u r s  réel]  es et f i n i e s  . 

B i l e  a 1 es p r o p r ié t é s  su ivante s  :

(a )  Trac 0 ^ ( 1 )  = I 

5 (b)  Trace,.» (A) ^  0 s i  A ost " d é f i n i e "  ( c ’ est  à
<  • '  -  - U t; s 
? d ire  : ( A f , f )  - 0 pour tous l e s  f  ^ . ( 1 )  
-------------------------- ------------------ f ----

( 1 ) - On prouve do même que l ’ é g a l i t é  e n t r a î n e r a i t  A — 0
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5 (c) T r a c o ^  (OA) = a Tracec^ ( A )  , pour tout nombre

 ̂ réol o ,

, { d )  T r a c c ^  (A+B) = TracG^jj^(A) + T r a c G ^  (B) , si

A ot B 3ont commutatifs .

C uni t a l ro è

Réciproquement : Cherchons un nombre ré ol T|a ) défini  pour

Observons que nous n ’ avons prouvé que (d) , et non ( d ’ ) : 

( d ’ } Traco ( A+B) = Tracc^j^(A) + Trace^jjjB) pour A 

ot B quelconques .

Cependant ( d T) est vrai dans les  classes ( n f i n i )

ainsi  que dans tous les  exemples connus de (II-j) ; mais la  

démonstration générale  de ce fa it  nous manque . 3n tous cas ,

(b)  3uf  f i t pour é t a b l i r  l ’ un icité  de Trace h  (A) .

(1 )-  La trace,  au sens ordinaire  , n ’ est , dans l ’ espace de 
H i l b e r t ,  pas d é f in ie  pour tous les  opérateurs bornés;  on 
outro , elle  est souvent i n f i n i e ,  ainsi  Trace (1) =  c a  .

tous les opérateurs hermi tiques A d g  cJJL et v é r i f i a n t  1 es 5 

conditions précédentes î

1° ) Si lo  fac tour cÀL apparti ent à uno classo  i n f i n i o ,  

oe problèmo n ’ a pas de so lution  . ( 1 ) .

2 ° )  aioli,  appartient  à. une classe f i $ i o ,  ( I n )» ( n f i n i )  

ou ( 1 1 ^ ) ,  l e  problèmo a une solution  uniquo : T r a c o ^ ( A ) .
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( e) TraooOA, ¡TJAU* ) = T r a o o c U . ( A ) ’ pour tout U éL d i
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Avec 1 1 ai do du "M in imax  P r i n z i p " ,  on prouve oncore 

( t>» ) : T r a c o ^  (A) ^  T r a c o ^  (B) s i  A - B est d d f i n i e .  

( b » )  ost p lu s  f o r t  que ( b ) .  mais en s o r a i t  une conséquence

si  (i'à ) T é t a i t  prouva .

1 ‘ i.
13 ost é v i d e n t  que c e t t e  traco  mod.CM^ a u r a i t  un

r ô l e  es s e n t ie l  dans l ’ i n t e r p r é t a t i o n  s t a t i s t i q u e  si  les

fa c t e u r s  do c l a s s e  ( 1 1 ^ )  p o u v a ie n t  ê tre  appliqués  à l a  mé-

e r n iq uo  des quanta .

D ’ autre  p a r t ,  on peut  s ’ en s e r v i r  pour  uno c a r a c t é ­

r i s a t i o n  ’’ i n t é r i e u r e ” (comme systèmes hyp ercompl exes a b s ­

t r a i t s  sans omploi do / des fac teu rs  do c l a s s e  f i n i e  .



BRRATUM de l ’ exposé I I <•£

Von Neumann 

th éorie  des opérateurs d * anneaux

P. 1 -ligne 7 Note o u bl ié e  , L i r e  :

(7) . . o u  analytique )  avec un opérateur  de ces

classes  ( 3 ) ,  l e  futur  . . . .

P . 3 -lignes On doit  d i s t i n g u e r  le  I désignant  l ’ anneau 
15 et 14 ''

maximum et le  _I dés ignant  une c ondit ion  ( p . 2 )

(33)

(34)

P .  5 -ligne 9

P.  6 -1 i fnes  
15' et 16

(15)

en soul ignant  le  second.  L i r e  :

. . . p e u  plus  que _I ; nous exigerons que l ’ opéra­

teur unité  1 appartienne  à . 3t  nous rem­

placerons  _I par  I *

C ’ est un signe  d ’ inégal ité  qui doit  être  mis . 

Li re :

X  ft I est nécessairement point  l im it e

f  ̂  i bl e d ’ u n e ..........

L igne  o u bl ié e  entre e l le s  . L i r e  î 

3 t " *  A 1 X  )

(15 b is )  Bn outre :

(16)

P . 12 - 1 i r nés 
‘ 14 et 15

n r r  ~~

(15)

P 20-1 ignés 
1 ,2  et 3

X *  =  ÎA ( X  );

Le symbole /\ a été mis au l i e u  de • . Li r e :

Le cas opposé est que o'iL . est aussi p e t i t

que p o s s i b l e ,  c ’ est -à-dire _-U . c IL = 0 ,  ce 

qui est l ’ équation  (S) de 3 (b)  .

D i s p o s it io n  mal reproduite  . L i r e  :
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( 1 ) ( oC ) et :

(2 ) ( ^  ) (P) et ( P ’ ) ont pour conséquence

( 3 ) Mais ^  est une conséquence de : 

si wVV' est . . , . •

P 24
çTernlèye H ^ n e  Une l e t t r e  oubliée  . L i r e  *

X. Y ................... jt I .

P . 35  l igne  18 Accent oublié . L i r e !

1 est à dire  ,: Al ^

P t26  l igne  7 La remplacer par :

(S) est équivalent  à :

P. 33 1 igné 30 Signe  = mal reproduit .  Li re :

(a) 0 ^  d u ( 3) ^  ex? ; drJl)L ( S) = 0 est équi -

val ent à 3  = 0 ;

P . 56 l i gne 19 Accent oublié .  Li re :

simples,  c ’ est à dire  pour lesquelles« .  f c Æ  

parenthèse mal fa ite  . Texte à r e c t i f i e r .  Li rc :P . 37 1 ignés 
T T T J n  

( 13 J

( 13)

(14)

(1-5)

( 16)

P 40 et_4X
fno ~tëT~

( I  ) et ü  ) üour tous les m,n = 1, 2 ,  . . .  
m n

( I I  4 ) et (II,. ) pour tous les ^ , Ço 

= 1 , oc.'» .

IIous ne savons pas si la combinaison ( I I I  x ) et 

( I I I . VJ ) est possible  ou non .

Dans la note (2) c ’ èst 9 q u ’ il faut l i r e  et 

non g . l i  re

(2) Ce qui n ’ est pas vrai dans. I (c lasse  

( I  v ) . Vo ir  M. A. p . 339  des exemples de l ’ inê-



lïrratum - 3

gai i té

Vç[  ( .........viiRïïj) . . ) U 9 ] jt n

avec
[ ---<U1Ü2 ) --- -10 9 =  V 9 [ . . . ( T 2 V i ) . . . . ] =  1

les TJ 3 étant  u n it a ir e s  et Vp = \J = 1 , 3 .  .9

la  loi d ’ assoc iativ ité  n ’ est pas v é r i f i é e  . 

P . 43 l igne  10 Signe d ’ égalité  oublié . Li re :

Dans (11^)

P . 45 l igne  15 Facteur en indice  oublié . Li r e

0 ^ y =  1 . So it  M v , la borne supérieure  d e ( A f sf)

P , 4 3  l igne  18

P . 46 l igne  1

\)VC
Signe d ’ inégal1 i té oublié 

. . res  et closes )ŸC avec 

Lettre  mal reproduite . L ir  

si ( d ) ’ é t a i t  prouvé ,

. L i re  •

a , , ) - w
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V
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