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3ére Partie

DISCUSSION GENERALE DIJ PROBLEME

l.~ Le probleme de la représentation apectrale d’un
opérateur quelconque — honnitique, unitaire, ou caa plus gé-
néral , normaly borné ou non borné —étant résolu completement

(1) ainsi que le probleme du calcul fonctionnel (algébrique

A)
ou analytigue) avec un opérateur de ces classes, le futur

développement de la théorie des opérateurs devra nécessaire-
ment avoir pour ob”et les relations entre plusieurs opérateurs
Dans | esprit dos méthodes modornos de | ’analyse et de | al-
gébre, une discussion ayant ce but, prendra la fonno suivan-
te : Si nous voulons obtenir dos informations sur les rela-

tions (algébrique ou analytiques) entre deux ou plusieurs o—

pératours A, , B

” T , nous construisons tous les opéra*

teurs qui peuvont 6tro obtenus par les opérations fondamen-

tales do | "algébre et do | ’analyse, en partant do AQ, BQ...

(1) Pour les opérateurs honnitigues voir les exposés D ot P

de ce Séminaire ot la littérature qui y est citée. Pour 1lo0s

opérateurs normaux, aussi; J.wv.Neumann, Math.Ann. 103 (1929)

p.404-417 (Ce mémoiro souvent cité dans la suite sera deésigné
par M.A), Ann.of Math, 33(1932) p.308-309; Proc*Nat.Acad.t.21
(1935) (4 paraitre prochainemontl .

(2% Voir M.H.Stone "Lincar transformations in Hilbcrt Spaco"
How York 1932, (Ann.M ath.Soc.Coll.vol.XV) p.221-241; J.v.Neu-
mann, Annals of Muth. vol.32(1931) p .191-226 (ce mémoiro sors
désigné dans la suite par A.0O.M))
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Gt nous étudions les propriétés ”intérieuros”™ du systéme
d’opé retours qui réduite de cetto construction.

les opératfcuBS de | ’algébre des opérateurs sont représentées
par les symboles : a A (ou a est un nombre complexe). A*
A+ B, AB, tandis que 1Tanalyse des opérateurs doit étre
fondée sur une definition do nl—lr'9c3°An t qui se peut faire
do differentes facons (faible, forte, uniforme), que nous
allons examiner (1). Nous devons donc considérer tous les
systemes dropératours olC qui Jouissent des doux propriéetés
suivantes
11*—Si A, B, 6 OXj , alors aA, A , A+ B , AB 6. ¢cAXs

((a est un nombre complexe quelconque).

cil.- OAILO8™ 1M ensemble fermé dans une topologle convenable
£ de | espace des opérateurs , que nous allons définir bien—
? tot.

puis il s’agit de former le systéme minimum <XK qui con-

tient (deux ou plusieurs) opérateurs AQ ,BQ donnés, et d’é-

tudler les propriétés Intérieures do m

3.- SI |I’on adopte ce point de vue géneral, il vy
a lieu do faire des remarques suivantes qui sont d’un ordre
technique et fournissent les arrangements de détail et la

terminologlo nécessaires pour la manipulation effective

P -

(3) Pour toutes ces opérations voir | ’exposé C de ce Sémi-
nalro, ainsi que M.A.p.3T0-376 . Les questions topologiquos
sont étudiées p.378-388.
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dos ldées générales que nous avons esquissées.

a) les opérations qui figurent dans |, surtout A+B
et AB, ne se prétent a un calcul simple que dans le cas d’o-
pérateurs partout définis et bornés (1) .11 est donc rai-
sonnable do nous borner d’abord aux cas ou tous les opéra-
teurs do cMs sont bornés. Nous verrons plus tard qu’avec une
connaissance suffisante des systém esd lopérateurs bornés,
nous aurons dos moyens de comprendre dans des opérateurs
fermés mais non bornés.

Désignons donc | ensemble do tous les opérateurs |i -

néaires et bornés par | . Nous ne considérerons que des en-
semblos <AJI= i . il est d’ailleurs pratiqgue de postuler un
peu plus que I; Nous exigerons que l'opérateur imitée 1 appar-

tienne a cAv/ . Et nous remplacerons | par I~ ;
1 € cAi/ . Si A, B é olL, alors a A, A ,A+B, AB ¢
( a est un nombre complexe quelconque). Tous ces opeérateurs

doivent étre linéaires et bornés, c’est a dire cAt = |

b) Il faut décider quelle topologle de | servira
pour formuler Il. pour étre sdr que rien d’intéressant ne

nous échappera, nous prendrons la topologlo la plus faible

(1) Voir au commencement de | ’exposé F. Si A est partout dé-

fini et ferme, il est borné, voir Cp.TZ . Si An’est pas _dé-
fini partout et donc non borné,et s’il en est de méme do B,IO
calcul avec ArB et AB devient extrémement difficile et méme

pathologique V.J.v.Neumann Journ.furMath. 161(1939)p.229-234
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possible, c’est a dire celle qui donne le plus grand nombre
de points de condensation possible. C’est pour cette raison
gue nous choisissons la topologle "faible” des opérateurs.
Mais de ce point de vue, il y a une remarque importante a
faire : la définition courante de la topologie faible no
definit en réalitée que la convergence faible, crest a dire
qu’elle fait de | un espace limite et non un espace tppolo-
glque (au sens de M.Frdchet) . L’expérionco moderne sur ce
sujet nous a cependant appris que les espaces topologiques
sont d’ordinaire préférables aux espaces limites , et nous
verrons bientdét qu*il y a dans notre cas des raisons speéeci-
figues pour désirer une topologisation au sens propre

Nous devons donc Introduire la notion de *"voisinage au sons
faible™ , ce qui se fait naturellement ainsi

S Soit ADi I, et soient <f3«'Y 1 ... "N o m

>2m éléments quelconques de 3*espace de Hilbert (m=I,3
Smala fini), £.> 0 .

~Désignons par T A0S<f}*'w2' ... s m~ " m»& ) | ’ensemble

‘dle tous les opérateurs A" | pour Besquels
1 1(¥JA‘"9!Q*"fV NN poup N ~ 1..*.,.m.
Les U{Aq; 1+ 3, m m»" 7 (pour tous les choix do

m= 1,3.,. des 19 Vv et de £ > 0) sont l1los voisinages
faibles de Ag * définissant la topologie faible do I
(Voir MA.).

m=1,3.,. des O , , et de £> 0) sont 1los voisina#es
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On voit aisémont quo pour toute suite AMt Ag.. ..

la relation

dans oetto topologle , est équivalente a la”convergence fai-
ble vers A0™ , au sena donné dans 1l*exposé C.p.14-15 * Mais
cotte topologio faible ne veérifie pas le"premier axiome de
dénombrabilitée'"de F*Hausdorff, ot par conséquent, il n’est
pas vrai que tout point de condensation faible d*un ensemble

I est nécessairornent un point limite faible d’une
suite convergente extraite de de . Donc il est nécessaire de
fai ro usage de la topologle définie ci-dessus elle-méme, et
non seulement de la notion de limite faible de suites conver-
gentes . (1)

Nous précisions donc Il de cette facon
£ I X* : 0Ab os'k faiblement clos, c’est a dire que tout
spoint do condensation faible decMs ( et non seulement tout

Spoint de limite faible deotC) appartient acit.

et . Il est raisonnable do se conformer a 1’usago de
| "algébre moderne par la definition suivante
N Los ensembles oU.= | qui satisfont les conditions 1I* ot

>11 . ot ces ensembles seuls, sont dits dos anneauX

1) Une discussion détaillée do ces conditions se trouve
ans M\A . D’ailleurs la topologle faible vérifie 1’”axiome

de dénomoraoi'ii té”™ si nous ne sortons pas de la sphere
IHUIU * | 1 Voir g.A.
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On voit immédiatement quo 1

Il existe un anneau minimum ; il no contient que les élé-
ments a.l; xsk ou e est un nombre complexe quelcongque ; nous
le désignerons par 0 *

Il existe un anneau maximum; c’est évidemment 1.
L’intersection d’un nombre quelconque d’anneaux est un anneau,

Donc pour tout ensemble X =1 , il existe un anneau mini-
mum i le que nous désignerons par A(3£.) . Pour tout ensem-
ble 3E”™ 1| les opérateurs A I qui sont commutatifs avec

B et B pour tout B £9£ ¢ forment un anneau, nous le désl-

gnerons par X
On prouve aisément que ;

o* =1 ; I* =0 ; X'i*
et puisque | ’’anneau minimum est A( ), on a nrame
m" 2 a(9C)
e = (i8¢ b)) _ »
(aoc. W -Tt’.-y*
( . désigne I’intersection de deux ensembles).

Los doux opeérations représentées par A( <kt .'M ) ot
e sont des opérations dans le domaine de tous les an-
neaux dans I. Biles ont quelqgues analogies avec |’ addition
et la multiplication : toutes les deux, elles sont commute—
tivos et associatives, d’ailleurs a la fa$on de | addition
et de la multiplication logiques:

Pour un anneau on a
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¢(cil.cU,) =cil. olL = *
L’analogie est on défout pour la loi distributive |,
gui n’est pa vrai© en général. Il y a dos raisons de mottro
en correspondance avec l*addition , et N)C. A avec

la multiplication, car

A(c¢eu 0) =cXt ; A(ott* 1) = 1
(Al. 0=0 - olL . I s cAA/ .
d) Bans toutes ces considérations, il est préféra-

ble de permettre que 1’espace de Hilbert xL , ( dont A,B,.. )
sont des opératours) dégénéré en un espace Euclidien a un
nombre fini do dimensions . Il est cependant préférable d*ex-
clure le cas ou cette dimension est 0. C’est a dire que la
condition D do llaxiomatiquo de (Voir | exposé B, p.3-4)
doit étre remplac6o par la suivante
S D. - possede des éléments différents do O, cependant™éL
<est séparable.

Donc u*, a une dimension N = 1,4...... 00 . Nous appelle-

rons cosHS” dos capaces unitaires

3.- Une des relations prouvées en 2 (c) était
X * = * 0/\)
Or, on pout prouver quo

R | E"= A(X )| (D

(1) (Voir page suivante)
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Pour Mon comprendra 1*importance de oo résultat, 12 est né-
cessaire de faire les remarques suivantes

0) (R) prouve la nécessité d’employer la topologie
et non la convergence faible dans la définition des anneaux.
Car il est évident que A(3é" ) oet obtenu en appliguant tou-
tes les,opeéerations de | a tous les éléments de jJE£ , et
en ajoutant a cet ensomblo, celui de tous les points de con-
densation . C’est ainsi que |’on obtient . S1 nous S a-
vions ajouté que les points limite faible, nous aurions peut-
étre obtenu un ensemble O . Donc: pour avoir | ’éguation
(R), il faut définir les anneaux par la topologie et non

par la convergence faiblo. (3) *

(1) - Voir H.A. p.393-396

(2) - Il faut dire cependant que o0 raisonnement n’a qu’une
justification roiativo dans | ’état présent de notre infor-
mation . Car nous connaissons des ensembles 'V qui ont dos
points de condensation non points limites (faibles) mais ils
ne sont pas fermés dans les opérations de I* .

Donc il faut dire : o
(R) est prouvé si nous deéefinissons les anneaux avec la to—
pologie faible, tandis qu’il n’est ni prouve ni réfuté , si

nous employons la convergence faible
L’ auteur croit que (R) est faux en ce cas
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b) pour doB anneaux ¢c”™ (R) doylent
(Rf) oit* * oW/
C’est a dire que |’opération désignée par ©st involutlve
pour les anneaux.
D’autre part, la relation NA(N O -31) - £ Ty
devient ( on y posant 3C » oU, )
UiojC.ji"™ ol.caT

et on y posant

X =oU. . N =]f
ot on ap$llquant*au tout
(<MJ = a (dk.of)
Donc | "opération Involutlve transformo | addition A
et la multiplication <JL | "une dans | autre . Ainsi 1*0-
pération * est analogue a la négation en logique . (L’ addi-

tion correspond a la conjonction, la multiplication a la dis-

jonction) , Mais la négation logigue a encore d’autres caracte-

ristigues , dont
(s) (Al =0
(S") MOkdIC ) = x
sont les analogues dans notre calcul , et ces équations no

sont pas vraies en général » Biles sont cependant équivalentes
entro olios

olL *0tC ~ O est équivalent a (L +cAJ )* —O0°

ot : (Ot.CcU9)1* (Uif.otC )» = A(Ut .cil) .et 0* * |



Il y a donc lieu de croiro quo lea anneaux qui satis-
font (S), cfest a dire pour lesquels | analogie avec la lo-
gigue est plus stricte que dans le cas général, auront des

propriétés intéressantes

- Abandonnons maintenant ces analogies formelles
et revenons a notre probleme original . C’était de caracté-
tiser les anneaux qui sont engendrés par deux ou plusieurs
opeérateurs AQ, BQ..... - OvC= A(AQ, BO, ...) et d*analyser
les propriétés intérieures des anneauxX

Quant a cette derniere question, 1s premier cas qui
se présente conformément a | ’usage général do | algébre ,
ost celui des anneaux abéliens
Un anneau cXl est abélien si tous ses éléments sont commuta-

tifs, ce qui s’exprime évidemment par

CAL == C/IC
Si est abélien, et A £ otd , alora A*é U i, donc
A et A sont commutatifs, c’est a dire que A est normal.
Réciproguement, on peut prouver que, Si est un anneau
non-abélien, il existe un A G <JUU non-normal. Donc si N
est | "ensemble de tous les opérateurs (bornés) nomaux, le

caractere abélien est, pour un anneau {XK* » équivalent a
oU, = N
D*ailleurs N lui-mdme n’est pas un enneau , et 11 n’y a

pas d’anneau abélien maximum, contenant tous les autros,
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(Voir M.A. p.389)

Pour quo l'anneau A(A) soit abélion, il ost dono
nécessaire quo A soit normal, et |’on prouve aiséement que
0 *est suffisant aussi , Ces résultats sont élémentaires
mais ils admettent une réciprogue qui ne |’ ’est pas du tout,
cor sa démonstration est fondée sur une analyse détaillée
do la théorie spectralo et do la fcopologio des opérateurs
bornés . Ce théoréme réciproque ost s
S Tout anneau abélion cMs peut étre mis sous la forme
S otL» = A(A), ou | ’opérateur A(qui est néoossairement
N noJbmal) peut étre choisi hermltiquo

(V.M.A. p.401-404)

Ceci prouve quo l'étudo dos onnsaux abéliens C¢Cs
no peut nous donner quo les propriétés d’un seul opérateur
normal ( ou méme hormitique) A» et en effet, un tel opéra-
teur o"Cn*est que | ’ensemble de toutes les fonctions de A.
(Voir A0 Mp.313-215)

Pour revenir & notre probleme original, | ’étude des
relations entre plusieurs opérateurs, il est donc important
d’analyser les anneaux non-abéliens.

Nous voyons d’ailleurs que pour étudier les relations
ontre plusieurs opérateurs, on peut se limiter au oas ou
ceux-ci sont non-comnutatifs . Car si  AQ, B __ sont des

opérateurs hermitiquos commutatifs, on prouve aisément quo
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A(A0O,BO..J oat obeiion, donc

A( A0, Bo...) » A(A)
pour un cortain A hormitique f c’est a dire A0, BO....sont
tous fonctions d'un soui opératour hormitique A . (Voir AOM
p.231) « *

Si nous voulons étudier les anneaux non-aboiions,, il
ost d’un intérét spécial do considérer 1*extréme opposé eu
cas abélien . Le cas abélien est caractérisé par cc/tC
c’est a dire oU.cXL* = C # puisquo toujours cAt .duC ¢JU
ceci peut étre interprétée ainsi : <JI .dUC est aussi grand
gue possible (Puisquo (JX otC - olC, on pourrait établir
JJL .aC =db . crost a dire (JiX =CXL aussi « Mais ceéi si-
gnifio quo Ott est abelien, co qui nous ramene au cas abélien)
Le cas opposé ost quo ost aussi petit quo possible
ceest a diro dirs<sM= o , oo qui ost | ’équation (S) do j3 (b).
Donc nous soramos ramonés a la consition

0) otl .O0t" =0
par un chemin tout a fait différent

j>.- Les considérations des paragraphes précédonts
montrent la néceaaité de |’étude do (S).
Quo aignifio (S) si nous |’envisageons comme une propriété
intérieure algébriquo de 1’annoau

En algébre le contre dfun anneau se compose do tous ceux do
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sos éléments qui sont comnutatifs avec tous los éléments do
| "anneau. Pour los anneaux d’opérateurs tXL ( = 1) efest
cXU *OXy s E°nc (S) signifie : le centre do cMs no contient
quo los éléments do la fomo a.l ( ou g ost un nombre com-
plexe quelconque), c’est a dire son étendue est aussi petite
que possible . Ou encore, Lo contre de CaC ost unidimonsion-
nol

Cotte formulation preuve quo nous touchons a un des
probléemes fondamentaux de la théorie dos systemos do nombres
hyporconpiexee et do représentations do groupe® .(2) . Bn
offet, un doj théorémes fondamontaux do cette théorie énonoo
gue tout systéme hypercomplexe , c’ost a diro tout annoau
abstrait.A g ord re fini_, ost sommo directe d’un nombro fini

do systemji? ¢¢yporoomploxes a centres unidimensionnols . Si

lo nombre do diilension N do notro espace est fini, on
voit qu'i™® nly a que opérateurs linéaires indépendants ;
donc tout clA, ~ | 031 d’ordre fini . Donc, dans ce cas |,

tous los oll sont des sonnes directes de cX Lsatisfaisant (S)
Mois lo cas vraiment intéressant est delui de | espaco de
Hilbert : N=os f |’ordro do sera alors infini en ge-

néral.

(™) .*™ Pour les analogies algéebriquos dans tout ce qui suit,
Voir B.L.Van der Waorden "Moderne Algebra™ , Berlin 1930

(Julius Springer) . partiouiieroment, vol.2, ohap.16* 1,TThoo-
rie der Kypericomplexon Gréssen”, ainsi quo ohap.l7 ;"Dars-
toll ungatrisicrie etc..” .La décomposition mentionnée ci «des-
sous so trouve p.161-164. T.S.V.P.
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Cependant il ost possible*, méme ©n oo cas, de déecomposer tout

anneau cXL on une somme directe d'anneauxcXC satisfaisant (S).

Pour ce faire, il ost nécessaire do généraliser la notion al-
gébrigue de la somme directe au cas d’une infinité , et mémo
d'un onsomble continu de termes - une généralisation du nrame

genre que celle qui méne de la forme diagonale des opérateurs
io~u a N fini, a la forme spectrale do ceux do l'espace de
Hilbert a N infini

I n»ost pas possible de donner des détails ici* nous ne
voulons qu'Gndiquor que la chose peut se fairo ( Voir un mé*
moiro do !e auteur, qui paraitra prochainement dans les Annala
of Liathém,) ce qui signifie que ?e” anneaux a centre unidimen-
sionnel, c'est a .lire siatit? .alsar*t (S) sont 1os éléments dont
la combinaison !par sommat:.en d*recto) produit tous les an-
neaux . Pour cotto raisori, noua pouvons bien dire , que le
probleme “Yondamjntail de la tnéorio des annoaux d'opeérateurs

est la déter alnatlon de toutes les solutions do (3)

6.- Un certain intérét s'attache a (S) aussi du point
de vue de la mécaniquo des guanta dans sa forme opeératoire.
On sait que dans cotte théorie , toutes les quantités physi-

gues -observables- d'tua systemo q correspondent a tous les

(1) (suite) . On peut voir aussi l'exposé 2 , fait par M.Car-
tan au Séminaire on Février 34- ou le livre xéoent de V.der
Waordon :"Gruppen von linearen transformationen (Springor 1935)



Ko-11.- 15

opérateurs heraitiques d’jtfji certain espace”™,et les quantités
bornéeQ en particulier aux opérateurs bornés hormitiques, é-
l[éments de | , Soit maintenant la somme de deux sousS-SysS-
temes dI3jcint3 : T¥*, Qt ~ é(i’ assignons 1o0s opérateurs cor-

>
respondant aux gquantités observables situées entierement dans

T 1 respectivement, par Aj et =2 ; « est évident
gu'ils ont les propriétés 1

(P) Tout A12 est commutatif avec tout A
a

(P1) L’anneau déterminé par tous les A™ et tous les iU
contient tous les opérateurs correspondant aux quanti-

tés observables de "0 —”~ } + 0*Z

C’est donc 1.
Désignant 2’anneau déterminé par les A pareil et celui dos

Ag par ¢jf , cela signifie

(P) (Jf * oUj ; (PM A(oU, .Ot) - 1

Donc, a fortiori, A{oU, .cMJ ) » | . cXCsatisfait (Sf) ,
donc (S) . et de méme cA . Inversement, Si gL satisfait
(S), il satisfait aussi (S’) , ot otC ,cV° —olLL* ont les pro-

priétés (P) et (p») 4

Ainsi, nous voyons que les solutions de (p) ot (P1l) , c’est
a dire les anneaux des 3ous-systemes "YI et iC3 de
coincident avec les solutions de (S) |,

Cependant, cette discussion de ~ ~ et ~ g est plus
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abstraite que nécessaire 1 nous pouvons caractériser ofc Ot
Of Plus explicitement . CutJ* admet nécessairement une
description physique par une ou plusieurs coordonnées que

nous désignerc>r.3 par x ; nous désignerons par <€/ le domai-

ne de variabilité de x (ltvespace de configuration' de )

Nous avong do mémo y <t<F pour oi: par auitc x*y

ettx 5 - ("produit directn de et de ) pourt = t 1+t 2
Donc ~a fonction d?onde de a la forme P (x,y) ,

autrement dit c'est un élément de l'espace de Hilbcrt

do toutes les fonctions ~(x,y) telles que

f(~.y) J A& dx dy

soit finii le produit "intérieur™ (f,g) étant

(T  f(x,y) g(x,y) dx dy

otC sOra évidemment I'anneau de tous les opérateurs opé»
rant sur la variable x seulo, et cAT celui de tous ceux oO-
pérant sur la variable y seule . Nous allons préciser ces
notions immédiatement . Une analyse détaillée do ces ques-
tions se trouve dans le mémoire annoncé par.Il.

On vérifie (P) et (P*) sans beaucoup do difficultés
ainsi quo uf =ot0O * D'ailleurs on peut passer a dos mo-
trices do la fagcon suivante

Soit »ni = 1,3 un systéme complot orthogonal



on x { Wn(y) , ns= ... .un systeme eny ;

V.J x)V n {y) on est un on x,y, c*ost a diro dag.s .
Alors tout fE~E£. a la formo ?

fofey}> o Amn m*) y a0

<«
X ~_ rapnfl3  <tant fini f ot ainsi 72, peut $tro considéré
r(?drrr]]r_n!a 1fospoco do toutos los suJtos doublement Infinies (@)
mnal,2,.... telles quo rzn_:l (a”™n)2 80It fini,

le produit "intggrieur" (f,g) eéetant
meil am  “mn
si f ot g correspondent a ( 0~) ot ( bmri) respectivomont ,,

On voit aisément quo AE QW signifio

« T p =l Sen A P ()
00 0
ZP))%:' apn (n:| (A f PP¥ n)»<pm(X)Y n(y)
0> 00

A, .

Or tout opérateur A do a une matrlco <stq mn
definio par 1*identite *fw
A a 1 X of ’
( on (X nly) s fERzy >am fp n<*>Vn<y»



d *ouU. 00

bnn 55 N .mn a '
PO9H i P P

Donc A™QecAX signifie <~pg>mn= <Al Pp*cfflni ~ qgn

4
c*est a dire
Ttl p g tmn —onIon 0 -
n désignant le symbole de Kronecker-Weierstraaa t
f =1 ppur g=n
gn <
)= 0 pour gnn
* ost un nombre complexe dépendant d’une facon arbitrai-

* 3
ro do p,m « 27 4,44

On prouve sans difficulté quo An, c’est a dire la matrice

{ai ) est bornée ai , ©t seulement si la matrice
pg,mn .
(ni Iom} 081 bornée®©
On montre do méame quo AN £ o T a*exprime par
N 2 " "
(Tf> r 'pq,'mn J P#m AT qn
Cette fois, rjnOln est arbitraire
On vérifie immédiatement que si oW/ » ov sont définis
par (T) et (T7), = ctL’”, <<JjL ,0 f =0 . Donc <JXx .UL =20

c’est a dire quo %UL satisfait (S) , ©t par conséquent, que
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c)Jdi, ot gjf satisfont (P) ot (P¥*).
Cette analogie avec la théorie des quanta suggere

guo peut-6tro toutes les solutions de (S) sont données par

(T) - celles de (P) et (P») par (T) et (TM. Si nous formu-

lons ces hypothésos, il est raisonnable d*admettre la possi-

bilité quo mou n ait un domain© fini s D * I»eeee> P *

et n =1,.... ,g mMais on co cas il n*y a pas de raison
d*exclure 1es dimension N finie (alors P , Q , sont
finis tous deux, et N = PQ). Ainsi, il s’agit do decider si

les énoncés suivants sont vrais

£cO Soit™U un ospace unitaire a N=1,2....ce dimensions
/ Pour toute solution cAL de (S) , il existe deux nombres
/ P, Q=1,2.... 00 , PQ N, tels gqguedtsoit roprésen-
7 té par (T) , les domaines respectifs de m et n étant
> It P et 1....... Q.
' Si P —o0 , alors m= 1,2 ... :

do méme si  Q =0& alors n = 1,2

~ A) Do nréme, pour toute solution cAX ,cJr de (& et (P*)

C il existe deux P Q =1,2 .... .00 * PQ =N, tels
? quo to f soient représentés par (T) et (T*) , les
S domaines respectifs de met n étant 1,.... P » ot
VAN *Q .
Puiaquo (T') donna ai (T) iormo c¢XL-, A aat iqulvalent a
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(~) ot *
| (P) ot (P*) ont pour conséquence
Mois N est \ino conséquence de <£ 1

senti par (T).cXt’l'ost par (*e>

ir n'

Slow est *opr<b«*

et ainsi tout opérateur

A Eol/C oorrespona par (T*) a uhe motrice <«rgn>. d8na 1,es_

paoe <fL"™ des suites (on), n = 1,3
50- 1?7 12 soit fini
nSl ' n *

telles quo
; ot ou lo "produit intérieur™

a T ost le produit de deux suites (onT et(bn).
n~l nn

Donc tout anneau <56 o0Uj correspond a un anneau dans
(g» , en particulier O0,(Xt' correspondent rospectivomont a

ol. et ¢/ =o0lC & N - N °3t ~ on9omble d,°P~ratours

Qn n ~j) ae compose do tous oeux qui correspondent a des

éléments doJUC commutatifs avec ¢jT , donc appartenant a

djiC-oT' = ( AtcU-uT ) ' =1* = o0
Ainsi (en N -0 ufy - 0" =1 . e'ost a airo
IAT g My
Il ost dono important de savoir si o< est vrai ou
non
7 .- Nous obtenons uno premiere orientation en consi-
dérant lo cas d*un N fini . Pour le discuter , nous nous

servirons das notations ot dos résultats de 1»ouvrage cité
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do Van dor Waerdon (par*5).
oC”est un systeme hypercomplexe d’ordre firti. donc la

"Minlmalbedingung'" fV.der W. Il p .151) eat satisfaite
Pour toute matrice Afi 0 , AL , hous avons
A Afi0 est semi définie; il en ost donc de méme des (A* A)n

guel que soit n. Soit*> fi 0 un "idéal a gaucho™ dans CcAL* ,

il existe un Afi0O, A 2~ | donc (AA)nG ~ n , donc
N n fi O ; autrement dit, est sans radical (definition
P.155) . 1l on résulte que iAAj ost"complétement réductible”

(démonstration p.156-161) (1). Mais alors les matrices doc”C’

coincident, apres introduction d’un systeme convenable do

coordonnées on , avec les matrices suivantes
*q 1
\
A = *3
w
0

N N C’est une dos raisons pour lesquelles | ’opeération qui fait
asser N ost si importante dans la théorie dos onneaux

et doit 6tre ajoutée dans leur définition aux opérations pro-
prement algébriques definios par 1los symboles SA, A+B  AB~*
¢c’ost colle qui garantit la réductibilité completo do tous*
los anneaux



Ici los s , sont dos matrices do dogré :

répétées dans notre schéma 67 lois ; donc

108 o( parcourent un aystémo irréductible de matrices
de degré Iiv , les systémes Z—l' ............. 82L 6tant non-équl-
valants . Los places vides sont occupées par dos 0 (p.168-
169) . Puisquo otO est un anneau, lo théoréme de Bttmsido
pout 8tre appliqué s c’est a dire quo IR @ES par-
courent indépendamment toutes les matrices de degrés rospoc-
tlis f> ... fg .( p.183, en haut et en bas).

Mais lo A correspondant a N -1 ( matxi.ee unité
de dimonsion pjJ) , Cc( = 0.cviinnnnn, N = 0 . appartient
au contre de cAA # (<Jl,. CUs 1 , donc A= a.l (matrico
unité de N dimonsions) , co qui nécessite s= 1.

Posons P=Pj , Q= 6", ot employons doux indices
m» n , dans les matricos A : m= 1...... ,p , dans l1l*intérieur

dos j , et pour numéroter les carrés qui

contiennent los of (De méme pour p,q). Alors nous aurons

A * pg,mn} » a = ( °~pn) , avec

pPg.mn pm 7 qgn

oc qui colncldo avoo (T).
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Ainsi nous avons prouvé ci .- pour 3o0s N finis , et

nous% ue pour N =«° ils constitusnt 3s généralisation au

cas d*un ordre infini, des théorémes fondamentaux sur les
systemes hypercomplexes sans radical . Bt quelle que soit
la réponse aux questions o* . elle est indispensable pour

étendre la théorie des systemes hypercomplexes aux cas d’or-

dre infini c’est a dire au dela du cadre classique des "Mi-

nimalbedingungen™ . (1) -

8# - Avant d’attaquer le probleme géneéral, (N =°° )
disons encore un mot sur la facon dont les opérateurs non
bornés peuvent étre classifiés a | ’aide des anneaux c/M» — 1.
Considérons les opérateurs unitaires U » dénotons

leur ensemble par CAJL{J . JUu est un anneau contenant cAL _
. U
et il ost le plus petit qui ait cette propriété s

A(AIj) "CrUvoir M.A. p.39B) . Par suite
(oU,"u)" = (a ) = =dI™ =o0oUs

(1) Ce n’est pas seulement le désir de la généraiisation

qui nous intéresse dans ce dernier probléeme . La mesuro des
froupes de A.Haar (voir les exposés H ot |I de ce Séminaire)
tablit une relation directe entre les groupes topologiques
ot les anneaux d’opérateurs . Les reésultats modernes rela-
tifs a ces groupes sont fondés sur la réduction de ces an-
neaux, mais pour les groupes non compacts ot non abéliens,
ce sont preécisément | ordro infini do ces anneaux ©t | ’in-
suffisance des méthodes accoutumées pour leur réduction qui

arrétent tout progrés . Voir aussi lo mémoire des Annals of
Math, signalé par.5).
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Autrement dit, al un opérateur linéaire et borné A eat
Invariant dana toua lea laomorphiamea do , qui lalaaent
toua 1e8 élémenta dejJal. nvarlanta {1) , 11 eat lui-mémo

un élément cLog¢Ms .

Ceci auggero la deéefinition suivant®©

N Un opérateur X quelsonquo appartient asJL.au aena éton»

7 du , ce qui noua écrirons : X _777 . 8*11 est Inva»
£ riant dana toua lea isomorphiamea de , qui laiseent

toua lea éléemonta de <Ms invari anta

Noua avona vu, que pour X £ |1 , Xy <Mo et
X (LdU sont équivalente

Dans ce qui suit, noua noua Intéreaaerona aussi aux
operateura non-bornés (mais linéaires ot fermés) qui appar-
tiennent a ¢/lO au sons étendu . C'est ainsi que la théorie des
anneaux pourra noua fournir des informations sur des opéra-

teurs nor-bomeéa (2).

(1) Un isomorphisme do est un opérateur unitaire U

t—> Uf , A 03t invarlant. dana U al UAU“Y= A » o0'ost

h dire ai A ot U sont commutatifs ,, La commutativite avec U
et celle avec U sont écuivch aites , puisque U = U*l

(2) SI X, Y, sont dO3 opérataure lineaires et fermeés, on peut
montrer qu'il jxiste un anneauetc n®nimum avec 7
(C'est CAb —y' , ai V est l|?eraemb'le iio tous los U unitai-
res laissant X,Y, |nvar|ants) .Donc, on pevt parler de l'an-
neau determlne par X, Y> A(X,Y. .......... ) généralisé mémo si

XY . ej*



Nous verrons on particullor ,cluo cette méthode ouvre une
voie pour éviter los paradoxes,des opérateurs non bornés,
signalés dans le mémoire cité au début du paragraphe 2«

| "application do ces considérations a la mécanique dos

guanta {voir parg,E<$ est évidente *

Secondo partie

Théorie dos facteurs

9. Pour co qui sulty quelgues définitions sont u—
tll es ,
[ SoittE un espace unitaire a H= I»2«...po » dithen—
\ aions. Un fseteur est un anneauC”~C satisfaisant a la

/| condition

[ (s) (Ms =0
\ Une factorisation est un systéeme de ™ anneauxX
? Cluyl............. (N » 1%2. e, ) . satisfaisant aux

> conditions

5 (P) pour i ™ j /ezt cXL. sont coramutatifs
[ .

< c’est a dire OX* =

I
J (PM MJIJLj o, *

La condition (S) du paragraphe Jt coinaide donc avec
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la présente condition, définigsant 1la notion dc factour;
tandis quoe celles (P) et (P') du paragraphc 6 coincident
avec celles qui d€finissent 1o notion dc la factorisation
pour «&: 2, ..., . D'aillcours la mGme intecrprétation phy-
8ique scrait applicablce pour tout {: en décrivant une décom=-

position du systémo’_hﬁ en/eparties T:Tl W +% .

(8) entraine :
AL ) = sttt MY = (') = o
et (P) ot (P') centrainent &

" !
(/(Lzo....v(/u/‘& ¥k d{‘l
I=MMyoiins Mp) A (Mg, MY

d'oﬁ A(d,{,l.(,{,((']) = X , ot ainai (S)

I
)

i

Celd prouvc la relation intime qui existc cntrc les

facteours ct les factorisations :

1
il ost un facteur, alorsul,bua est unc factorisation

81 Al 10 ....(Me est unc factorisation, tous les %
sont des factours

Nows continuons nos définitions :

-

Un factour <l est direct , s'il & 1a forme &« ( O'est

& dire (T) du paragrapho &), Une factorisetion dél,%a
est dirccte 8i olle 8 18 forme B .( C'ost & dire (T)

(T') (1)), Blle ost simplec si o =(,u,'1 &

7 3ei £ = 2, la généralisation aux cas de ?queleonqué
cst claire
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les énopcés <, A 4u paragraphe £ , deviennent
maintenant
£ 0o Tous los facteurs sont directs.
§ fe-h> Toutes los factorisations (>E-ﬁ3) sont)fdirOOtOS
o | 31 mp3os
Nous avons prouve dans los paragraphes qui précedent,
est équivalent a /%), et implique . Jour tous les
fN finis , < . . sont vrais
Do plus, ces considérations prouvent (indépendamment doé la
situation générale pour . Y.)s
> Si un fauteur d'une factorisation est direct, tous lo
§ sont , et la Iagtorlsatlon | Test aussi (1)_
£ Réci 'roquoment,/ 7© factorisation ost directe .les fac-

$ tours 20 sont aussi.,

10.- L'étude d*un anneaucil peut étre fondée sur I*e-
tudo des opérateurs de projection B qu’il contient , car
00os B le déterminent (2)

JB propriéeté la plus importante d’un opérateur do projec-
tion B ou de sa multiplicité linéaire, fermé®© (3), est sa
—%/y\c/q\:elconqﬁou,r, 'E = ; 1l ssrait facile do généraliser pouy
égggks”i ost leur ensemble ona xJL = A(<-’\§/e) Noir M.A.

(3I)« Voir .~exposé Gp.6.C¥Cost 1’ensemblo de toutes les
ofution? f = Bf ~ tandis quo 3 = P
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dimension, jflt ost un ospaco unitaire ot a une dimension
d( 3XC) = d(E) = 0, 1, 2 .vennn. 00

Si nous no voulons définir que | ’égalitée des dimen-
sions de deux multiplicités, OfC * * (Qt non la voleur nu-
mérique do d( Of0O) ) , nous pouvons le faire en rappelant
gue la dimension est le seul invariant unitaire d’un espace
unitaire ,, Cest a dire que jlu ,yC , ont la méme dimension
s’il existe un isomorphisme U do Oit- »D'L' » Cet T ost donc
un opérateur linéaire défini en JVC ; ses valeurs couvrent
préciséement ; ot ona \NUT\ = Xf]jl , pour tout f
do [ a

Posons E = , P =
Nous pouvons définir un opérateur linéaire U deéfini oy tout

point de , on posant
/ c * gt pour f yve

N =20 pour f £~ WC-
oNst a dire U= TE.

Cette situation peut ~tro caractérisée par les déflnitions

suivantes
N Th opérateur lInéalro U dans 08™ parti ol loment
? 13ométrique, s’il existe une multiplicité formée 11-
/' nQaire , telle quo dl|
\ lin fil S* N*P P°Ur f € >Vt

| |= 0 pour f £ *8"-
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t JIt est la multiplicité Initiale do TJ, | "ensembley t
2 des valeurs de U est sa multiplicite ipjnale, S = P4
ﬁ,]* ..... «7C
S® = PM sont sa projection initiale et sa projection
> finale.

On démontre aisément que

\ Tout opérateur isométrique est borné; 103 équations
S S =U* [ F =10 TJ*

> sont vérifiées

S Chacune dos conditions suivantes est caractéristigue
< do I|’isométrie partiiollo

> a) Uu*UuU=uU

3 b) U b) U U est une projection

< c) U est une projection

Nous pouvons alors énoncer

, —_ —_ N\
% Deux operatel’Jrs S = legk , F = P:’C" . ont la marne,
( dimon3.ich si, et seulement s’ils sont les projections

) Inttialo et finale d’un méme opérateur partiellement
5 isométrique U.

Nous écrirons alors

BN F ou Y(c
Si nous étudions les projections B oU«, d’un an-
neau ¢XL* . il est naturel d’introduire une notion d’égale

dimension plu3 restreinte, relative a cXL
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Définition
A'S, P ont la mono dimension relativement asAL. 3i» Ot
s aeuleaent s'ils sont les projections initiale et finale

? d'un méme opérateur partiel lenent isométrique U ecXL (1)

> Bt nous écrirons
> B P ... nod,a i ou { B+ P.. , P =0p
S yit- ji=*
5 yttr™ yt .. . mod. olL*
Montrons | ’importance de cette notion dans lo cas d'un fac-

teur ¢XL » Considérons lo cas ou ¢AlL ost un facteur direct.
Alors (T) fait correspondre a tout opérateur A £

dont la matrico o la forme @Cpq.nﬁ'ﬁv) avec oi pg/mn :C(iomcqn

un otpérateur A1 dont la matrice ost («1*P®). dans l'espace
des suites (an) m=18 ......... telles quo

I

X (o )2 soit fini * (o_.) ot (b.) ayant pour

m~ - 5 o m y P
produit intérieur™ a 'F
P z o %mM

=1

Ainsi B , P correspondent a des projections , Pj
dans , et B P .. .mod. ost équivalent a
Bj s\s Pj . Donc la notion de dimension dérivée de B P..
mod.cM* est celle dans $ , tandis que l'autre qui découle
do B'V1T est celle dans™-v, . La seconde ost Q-fois la pre-

miere ; ainsi, pour Q = o0 t 2q seconde aura toujours la

valeure» , si la premiére a une des valeurs 1,2.... <>
71) U€cJL et B= U* 0 , P= UU» implique BP t ¢jjL

fi
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Lo relation B/v/ P...mod.C/& donne donc uno clnssifica—
tion beaucoup plus délicate dos B * gue B P #

et cette classification donne des informations essentielles
sur la nature dos deux indices m,n, qui caractérisent les
facteurs directs . Il ost donc important d’avoir uno théo-

rie indépendante de la classification par B P *..mod,cXL

pour tous les factours , sans s’ appuyer sur leur carac-

tere direct éventuel

Puisque ..mod cXL exprime | ’existence d’une
correspondanoo biunivoque f~A~y Df entre » d’une
classe spéciale (TJ partiellement isométriqgue ot U e OUI)
il y a lieu d’appliquer a cotto notion les méthodes de la

théorie do | ’équivalence (dos alephs) do la théorie généra-

le des ensembles , dde a G.Cantor. On particulier, il est
deésirablo do définir un nombre pour
toute projection ® € cAt, toile que 1o~ )
dM™ ("yt-) soit égquivalent a ...mod.olA™N . Ce sera

| >analogue de ce que la dimension ordinaire d(Jtf) = d(B)

ost pour la relation Mfc""kOE£ ; et do ce quo 1los alephs do Can

Oantor sont pour | ’équivolenoe dos ensembles

11.- La discussion fondée sur des idées analogues
a celles de la théorie de Cantor reéeussit complétement

Nous ne pouvons donner ici qu’une esquisse do ges résultats
(1 -p#suivanto).
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Suivant | "analogie avoc la théorie Cantorienne, nous
dé fiaissons s

| Soit *3 « Beldlt , =P € oit
/| E AN F...mod.cAt ( ou bien ...mod.xJJN ) signi-
> fie qu’il existe un G £otL , G—P f avec B G...

? mod. iIM* e« B«( P.. . mod.tXL (ou bien Dt& X» ..nod. ott )
() signifie que BJV P ..mod.cXt

N modéctt

, nais pas B'V F

On démontre par les mémes méthodes que dans la théorie des
ensanbles, 1*analogue du "Théoreme d»équival ence” de Cantor-
Bemstein

g B~ P..mod¢oit et F B.... mod*ctt impliquent

< 3 'NMP..*mod*cXt
Mais ce qui est plus remarquable, on peut, pour tout facteur
<Atprouver un "théoréme de comparabilit¢é universelle"”

T Si B, P £ott, on a soit B P...mod.oii

N mod.ott .
Ges résultats impliquent quo s

., soit Fi B..

(1) Ces résultats ont été obtenus en collaboration par J.F.
Murray et | auteur . Ils sont contenus dans un mémoire a pa-

raitre prochainement dans les Annals of Mathematics, Vo0l.36
(1935)
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| le relation B -< F ...mod.oil définit pour tout facteur
| oit un arrangement linéaire des B 6 M , c’oat a dire
S (o) Pour tou3 les B, F £ cXl. une ot une seule des 3
A relations relations
\ B V-—raod. oU , BN F.,modecAll % E_ _nodUt
S est vérifiée est verifiée

\ Si (*) Si B< P..mod#clL |, G..mod.cit , on a
J B G ... mod <IX%s : g

Oontinuant le procédé de la théorie dos ensembles , on

definit
| 3 ( ou biencAL) est Infini Koa.Ol. 8*11 axlsto u«
y F< B avec E-vy ... .modcd/_ , il est fini mod.UUL
] si ce nlest pas le cas

Nous pouvons formuler maintenant ce que nous désirons d’un

nombre ajuLtut) % 4ou. (B) . analogue a la dimension or—

*

dinaire et aux aiephs de Cantor

> = acxXt » défini pour tous las Pj)f= B fcoU.
. est 1116 dimension relative [nod.cll. . Si cette fonction
8 Q les propriétés suivantes

/| (a) o £ dctt ~ 00 T d~(EkPest équival ent a B =0;
< ddti™~ =00 QSt équivalent a E infini mod.U"

£ gagiu = d bsffdquivalent & B'*V'F...mod.UL

/ Noal es”™ équivalent a F

> (¢) Si B+ F est une projection (c’est a diro BF=0)

* al°’rs  ~(B+P) =d~fB) + d~ (P)
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Xe théoreme fondamental do la théorie des facteurs, est alors
k Pour tout factour oU, il existe une et, a un facteur de
< normalisation prés (fini ot positif) , un© seule fonc-

> tion de dimension relative mod.cM' , dg”(E)

13 _ baignons ~ensemble des valeurs numeériques de

a * (B) pour tous les B e par A . On déduit aisément

«o .(a), (b), (c) que

(il- ou bion & se compose de multiples entiers d'un nom-
bre £ ~0 , N t ccmnencant avec O, 6- » 2£

.» st finissant avec un n £ , n étant un nombre
fixe * 1,2, ,00 .
(11)- ou bienUse compose de tous les nombres réels (1) d
tels quo O —d —A, A étant un nombre fixe, avec
a <A - +o00 .
(111) - ou bien & ne comprend que les deux nombres 0, ea »
Ceci méne a la classification suivante des facteurs
N Tout facteur oU* appartient a une st une seulo des classes
\ suivantes , £ étant |’ ’onsemblo des valeurs numeériques de
\ d (B) pour tous les B £ cAX. 13
Igl)- Tous, et non seulement un ensemble partout dense .
our cela, il a fallu généraliser (c) au cas d*un ensemble

dénombrable do termes B, F ...., ce qui se fait sans dif-
ficulté essentielle
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Olasses(1?), n=1»2....
U se compose dos nombres 0,£ , 2£ né&

ou t ost un nombre fixe positif et fini que por

une normalisation convenable do d B3 , on
peut supposer égal a 1.

Classo (lqgq )
Ul se compose de tous les nombres o, £ , 2£> ,

Oo * ( & ayant la méme signification quo ci—-des-—
aus
Classo (117)
& se compose de tous les nombres réels d véri-
fiant O —d —At et ou A est un nombre fixe
avec 0O < A <lco. Par une normalisation convena-
ble de (3) nous pouvons faire A = 1.
Classe (Il < )
& 30 composo de tous les nombres réel 3 avec
O —d —4-00 #
CI1 3330 (Il oo )
A. se compose des nombros 0, oo , seuls

acH (31 = adtL(% ) est fini dons les classes (In), (II™I

infini dans les classes (I~ ), (1t~ ), (v~ ) ;

aussi nous appellerons les premiéres classes ,les cl asses
finies, et les dernieres, les classes infinies . Les clas-
> ses (L,), (W ) sont les glasses discontinues, les clas—

ses (I1]), (112~ ), les classes continues, et (111~ ) la



| olaaao proprement infinie.
Il résulte immédiatement des remarques du paragraphe IQt

qgue tout facteur direct appartient a une classo discontinue

(la classe est (IE) avec le P = 1,2..... ,00 , de (D ) ,
cependant la réciproque est vraie aussi , donc
1 Un facteur cXL eat direct si, et seulement, si sa classo

1 e3t_discontinue

Donc 1 'existence de facteurs non-directs est équivalente a
celle de 1’existence de facteurs dans les classes continues

ou dans la clbsse proprement infinie

13. — On peut construire des facteurs des
classes (117) et (1IW ) (continues). Ces exemples ont dos
propriétés remarquables , que nous ne pouvons pas Indiquer
ici . Quand 5 la classe (lI11l”~ ), nous ne savons pas a preé-

sent si elle est vide ou non

En tous cas, nous voyons que les énoncés et /I
du paragraphe jJj5 , ne sont pas vrais . ~ no lrest pas non
plus * : il y a des exemples de factorisations non

simples, c'est a dire pour lesquelles ¢V CeXL .( Dans ces

exemples ,()f sont tous les deux de classo (117)).
Nous voyons donc que dans |1 ’espace de Hilbert, (N=00)
il y a des possibilités essentiellement différentes de cel-

les qui se présentent dans les espaces ouclidiens (N fini).
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La théorie des systemes hypercomplexes et des représentations
unitaires (orthogonales) de groupes y prend une forme tres
différente. Pour une discussion plus détailléo de cette ques-

tion, voir le mémoire a paraitre aux Ann.of Math. t.36.

Une autre question qui se pose naturellement est la
suivante : Si <AXest un facteur, il en est de mame de cXC .donc
IXL .<Ms * entrent tous deux dans la classification du paragra-
phe 12 . Quelles sont les combinaisons do classes possibles?

La réponse est la suivante

pour les doux facteurs (JA* ,0iC , sont possibles les

combinaisons suivantes | et des exemples en sont connus)
(Im) et 11 ) pour tous les m,n=1,2... oo
(11n) et (llp ) Qt (11l gc,) pour tous les ok,JI =

1, 00

Nous ne savons pas si la combinaison (111 ) est possi-

ble ou non

7 Toutes les autres combinaisons sont impossibles

Si , C\\s » ont les classes (Im) et (In), c’est une factori-
sation directe, avec P = m et Q = n , dans (T), (TT). Dans ce
cas la, les classes de fJX , <JX , determinont donc et
eux—memes » a un Isomorphisme de pres . Pour les autres

combinaisons de classes nous n’en savons rien .(1).

(1) 11 est cependant établi, que la combinaison (Il,) et (I11-))
posseéde encore un invariant d»isomorphisme; un nombTe réel qtti
peut prendre toutes les val oura finies et positives.
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Une énumération complete des Invariants d’isomorphisme dans

ces cas serait importante dans plusieurs applications

14.— Dans co qui suit, nous nous occupons des classes
finies ; (Ir) Qt (117~). Nous voulons montror quo (Ilj ) ost
la généralisation raisonnable de (In), pour un nombre infi-
ni de dimensiona. C'est toujours (lggq ), classe de l'anneau

1 de l'espace de Hilbert (car 1,0 est une factorisation di-

recte, avec p = N= oo , Q = 1) qui a joué le réle de cetto
généralisation (par exemple dans la mécanique des quanta),
et il nous semble, au moins douteux, que ce soit ¥ juste
titre

Il est vrai que dans la classification du paragra-

phe 12, le & de (In) , n = 1,3...... est l'ensemble 0, X,

2, ,n, et le X do (17~ ) est I’ensemble 1,2 .......... 00 ,

ce qui semble une analogie parfaite . liais si nous changeons
la normalisation du d ~ (3) de (In) en multipliant par

2 o ) t o -

— ( n est fini) devient | ’ensemble C, — , —

n n n

et le IX do (IT—j) est l'ensemble 0 - x - 1 |, semble
aussi une bonne analogie . Nous allons montrer que cetto

derniere analogie est plus profonde quo la premiére
Considérons d'abord les opérateurs X linéaire3d et

fermés, qui appartiennent a cXC au sens étendu (voir para-

graphe 8) , ot dont le domaine de définition ost partout

dense dans (voir les exposés C, p.2, et F p.b6)
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Soit < (cAL ) lour enaemble.Les éléments de ~ (lI) sont

simplement tous les opérateurs linéaires et fermés a domai-
ne partout dense . *

Bi la dimension N de est finie, on voit que tout élément
de £ {I) est automatiquement isorné , isKs,(car il n’y a

des opérateurs non—-bornés que dans 1'espace de Hilbert),

donc <S(I) = 1 , Pour tout facteur Otl de cl asse (Im) *
m=1,2,. .., la correspondance entre et définie par
(T (voir paragraphe 10 : 2a dimension de " est P = m ,
donc finie), prouve , de méme, que tous les éléments de

(cAk/) sont bornée, donc <m(0iO0O =tX0 #
Ainsi, dans les classes (1}), (12) T (UL ) ne contient

qgue des éléments non-pathologiques

Dans la classe (1”7, ),E£X1i est isomorphe a I’ anneau | de ]°
espace de Eilbert , donc e (cM.) contient des opérateurs
non bornés : ¢ (OADcXL En ce cas, les éléments de ( M O

offrent plusieurs aspects non-—-désirables ot pathologiques:
11 y a des opérateurs hermitiques , mais non hypermaximaux,
donc sana forme spectrale (Voir P p.11 ot G p.17-18) ;lee
opérations A4B , AB, ont alors un caractére tres patholo-
gique (voir mémoire cité au début du paragraphe 2).

D’autre part, pour les facteurs ¢Ms de classo (11")
on montre que

C () contient des opérateurs non—-bornés (comme dans
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(1oo)), c*G3t a dire o (cAls) *)sAX . Cependant, :
(a) Tous 30a opérateurs hermi tiques en cAlL sont hyperma—
ximaux, et possedent donc des formes spectrales

(b) S1 X est un prolongement de Y, ot 31 X,Y £ <S(cAL) ,

on a X =Y
(c) SI X,YEE£,(cAM , on a XTY ob» XY t £ (UX)
fvolr C. p.1 , ot F. p.s5) (1)
Pour los opérateurs aX , XV; , 1+Y , IEX , toutes les
regles do ~algebre des matrices sont vraies. (2)
15. — Retournons maintenant aux opérateurs bornés d’un

otU de classe finie.

Dans les espaces © de dimension N finie, tout opéra-
teur hermi tique A a un spectre ponctuol formé de nombres
réels, dont chacun a un"ordrc de multiplicité” entier, la
somme dos ces ordres étant précisément N. Les points X o

de ce spectre sont caractérisés par

BX, = +0 -~ -0 NOooF

(1) —Autrement dit, les prolongements fermés minimums X+Y.XY
de X+Y,XY, sont univalents ot ont leurs domaines partout den-
ses. Il est méme vrai que : si Xn,3g,...formont un ensemblo
fini ou dénombrabl e d’opérateurs do (oU,), 1Tensembl e des X
auquel s tout produit fini [aKxd'opérateurs X ~* et X1 peut
étre appliqué ost partout dense
(3)-Co qui n’est pas vrail jdans | (cifesse (lw )).Voir M,A.p.
229, des exemples de 1*ignégalité:

II I,I u * R

(T.S.V.Pj

Vg
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Nous choisissons 2a ”"normalisation” : F . n = F

ou PR‘ est la résolution spectral g de A (Voir D.p.17), ot

F. P.1) » 3’ordre de multiplicité do X Q la dimension
de B \ : d(B X ) . Pareill ement, tout intervalle a demi-

* 0 o
ouvert,

i < n n

(0] [

a un ordre do multiplicité : C'est la somme dos ordres do
tous les points X0 du spectre qu’il contient . On vérifie
aisément que c’est d(F_ —-F — ).

Pour un focteut (Xi de classe (Xn) , h= 3,2,..., on
appliquora la correspondance de (T) (tout comme au paragra-
phe 1Q) . Alors 1’ordre de multiplicité spectrale de 1’in-
tervaliao AN X - pu ost d cAJL<Fpu -~ > *

Les mSmes expressions peuvent étre employées pour |
dans 1’espace do Hilbert (N=00) , ou pour les facteurs C/iL
do elasso (I ), mais ces oxprossions ( d(P_ - F ) ou

X
4 (F_ — F_ ) } pouvent devenir infinies . Dés qjie cela

p
arrive, elles ne permettent plus la comparaison des densi-

tés" du spectre dans do3 intervalles différents . Ut cela
arrive précisément dans les cas les plus intéressants ot

les plus caractéristiques: 1’ordre de multiplicité de 1’in-

(2) (sui te) .

8V OC /9% iirV'» « > t
PO::)v] wiwi) -
N= 1».. .*g » 1los etant uni toires , otV = U .

La loi d'associativité n’est pas vérifiée
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tervalle total < +00

estoc . etl'oriro do mul-

tiplicité de tout intervalle qui contient a son intérieur

dos points du spectro continu ost oo «

La généralisation a tout factour oiC est évidente

Soit A £ <JJo » un opérateur hermi tique ot F"£olL les pro-

jections de sa forme spectralu ; nous pouvons attribuer 1°

Ordre de roui tipl ici te incd, - d

— N NN

n

tervalle X <1~ —pV Ce sent les classes finies dans los-—

quales ootte multiplicité mod.oLL ost toujours finie, et

nous aurons ainsi une mesure de la "densité” du spectre dans

llintorval 1o "X <A ~ .(311e ne serait nulle que si

p _p =0 F = F & GQ «T* signifierait qu’il

N’y a pas de spectre dans ).
Xg3 classes intéressantes a ce point de vue sont

donc (In) (n fini) ot (Il—i) . Dons (11T
d”™iB) par dan (rn =1

nous normalisons

, ot nous ferons de méme pour

les (In) (ou la normalisation originale était dQ® (1)= n)
Avec cette normalisation, dans tous les cas, |’ordre de mul-
tiplicité mod, <AL de I1’intervalle —00 < A <. +oo0 ost 1,

et I’ordre do multiplicité mod.Ul do tout intervalle conte-

nant des points du spectre ost un nombre positif inférieur

h 1 .

La seule difference ontre les (I_), n fini, et (ll-)

est que pour les premiers, les voleurs admissibles pour 1*
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ordre do multiplicité sont O, E—, %>, 1, tandis que
n n
pour lo dernier , ce sont tous les nombres réels d, veéri-
fiant 0 - d -1
Nous pouvons maintenant "numéroter" les points du
spectre de A : le numéro )(O) de ‘Ao éetant 1’ordre de
mul ti pl ici té mod, do tout ]‘'intervalle

c’est a dire Qquo nous poserons

d<Ms «B*AQ0> -

Daz* (In) VI XQ) = 1, | i, 1
Dans (Il ) 0 < V( *Q) -1
Cette analogie va si loin, que 1’on prouvo sans difficulté

le "Minimax Frinzip" de Recourant

SoisJX cj facteur appartenant a une classo finie, A un

opérateur n irmi tique , A £ cAL ; et \> un nombre ré ol
v 0 <T\)-U . Soit K la borne supérieure do (Af,T)
pour tous les f € , ™\Ff || =1 . Soit ~c(VN) borne

inférieure de ly]O pour toutes les multiplicités linéai-

ros et closes ~~(C avec P~"£,cAL, dclI#(OVC ) =>)

O("l)) appartient alors au spectre do A, et en est le

plus petit élément avec un numérd - N
Unoautre application ost la suivante T Pour une matrice dans
un » a dimension K finie, la notion de la traco peut Otro

définie comme il suit : La trace do A ost la sommo de toutes
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l1os valeurs carscté ris "tiques de A, c’ost a dire de "tous les
éléments différents de son spectro (ponctuel), chacun étant

compté avec son ordre . On peut donc écrire
Trace A — A7 A d ; d(P™M)*]

(intégral e do Stiel jos).

Remarquons cependant que cotte formule correspond a la

normalisation usuel! o de d(B) jndans laquelle d(1) %)

si nous nous servons de notre nouvelle normalisation (dans

laguelle d(1)— 1), le second membre de la formule précéden-
t® est Trace A.
Bn tout cas, il ost clair que cotte formule peut

"tre généralisée pour tous les facteurs cAV de classe finie,

définissant ainsi une trace mod.cAAN ? Si A ost un opérateur

hermitique , A (I L\K , FA sa résolution spectrale , on a

rraood LA = .1 * 3 L. dai (T,A .
On prouve aisément que

Traco”™ A est définie pour tous los opérateurs her-
mi tiques A toU. ot a des valeurs réel] es et finies

Bile a les propriétés suivantes

(a) TracO0”™(1) = 1
? (b) TraceI?tUU N0 si A ost "définie" (c’est a
3 dire : (Af,f) — 0 pour tous les f ~ (1)

____________________________________________ f——2=
(1)- On prouve do méme que | ’égalité entraTnerait A —O0
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5 (c) Traco”™ (OA) = a Tracec®(A) , pour tout nombre
N réol o ,
,{d) Tracc”™ (A+tB) = TracG*jj~(A) + TracG”™ (B) , si

A ot B 3ont commutatifs
(&)  Traoooa, iTAU") - tra00cu.(a): PoOur tout U adl
C uni talro e
Réciproquement : Cherchons un nombre ré ol Tla) défini pour
tous les opérateurs hermi tiques A dgCJL et vérifiant les 5
conditions précédentes T
1°) Si1 lo fac tour CAL apparti ent a uno classo infinio,

oe problémo n’a pas de solution .(1).

2°) aioli, appartient a une classe fi$io, (In)» (n fini)

ou (11n), le probléemo a une solution uniquo : Traco”(A).
Observons que nous n’avons prouvé que (d) , et non (d’)

(d’} Traco (A+B) = Tracc”"j™~(A) + Trace”™jjjB) pour A

ot B quelconques

Cependant (dT) est vrai dans les classes (n fini)
ainsi que dans tous les exemples connus de (II-jJ) ; mais la
démonstration générale de ce fait nous manque . 3n tous cas,

(b) 3uffit pour établir l’unicité de Trace h (A)

(1)- La trace, au sens ordinaire , n’est , dans | ’espace de
Hilbert, pas définie pour tous les opérateurs bornés; on
outro , elle est souvent infinie, ainsi Trace (1) = ca
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Avec 1llaido du "Minimax Prinzip", on prouve oncore
(t>») Traco” (A) N Traco”™ (B) si A — B est ddfinie.
(b») ost plus fort que (b). mais en sorait une conséquence

si (i'a )T était prouva.

Lo ] .
13 ost évident que cette traco mod.CM aurait un

role essentiel dans 1’interprétation statistique si les
facteurs do classe (117”) pouvaient étre appliqués a la mé-
erniquo des quanta

D’ autre part, on peut s’en servir pour uno caracteée-
risation intérieure” (comme systemes hyp ercompl exes abs-

traits sans omploi do / des facteurs do classe finie
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Von Neumann

théorie des opérateurs d*anneaux

P.1 —-ligne 7 Note oubliée , Lire
(7) ..ou analytique) avec un opérateur de ces
classes (3), le futur
P.3 —lignes On doit distinguer le 1 désignant |’ anneau
15 et 14 "

maximum et le |1 désignant une condition (p.2)

en soulignant le second. Lire

(33) ...peu plus que I ; nous exigerons que |’opéra-
teur unité 1 appartienne a . 3t nous rem-
(34) placerons | par | *
P.5 —ligne 9 C’est un signe d’inégalité qui doit étre mis
Li re
X ft |1 est nécessairement point limite

frible d’'une ..........

P.6 —-lifnes Ligne oubliée entre elles . Lire 7T
15" et 16
(15) 3t"* A 1X )

(15 bis) Bn outre

(16) X* = TA (X );
P.12 - lirnés Le symbole /\ a été mis au lieu de « . Lire
‘14 et 15
nrr — Le cas opposé est que o'iL . est aussi petit
(15) que possible, c’est —-a-dire U .clL = 0, ce

qui est I’équation (S) de 3 (b)

P 20-1 ignés Disposition mal reproduite . Lire
1,2 et 3
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I1.—- K. Erratum =2

(oC ) et
«”™ ) (P) et (P’) ont pour conséquence

Mais A est une conséquence de

si WV est ..,.-

Une lettre oubliée . Lire *
). CEE A je |
Accent oublié . Lire |

lest a dire Al "

La remplacer par

(S) est équivalent a

Signe = mal reproduit. Lire

(a) 0O~ du (3 Nex? ; drdDL (S) = 0 est équi —
val ent a 3 = 0;

Accent oublié. Lire

simples, c’est a dire pour lesquelles«.fc A&

parenthése mal faite . Texte a rectifier.

Li rc
(Im) et U n) dour tous les m,n = 1, 2,
(14 ) et (Il,. ) pour tous les ~,(Q
= 1, ac»
Ilous ne savons pas si la combinaison (Il x) et
(111.\0 ) est possible ou non
Dans la note (2) c’est 9 qu’il faut lire et
non g . lire
(2) Ce qui n’est pas vrai dans. I (classe

(I v) . Voir M. Al p.339 des exemples de I’iné-
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ligne

ligne

ligne

ligne

10

15

18

11. —-K. ITrratum

gai i té

Ve[ (... VIiRTTj) ..)U9] jt N
advec

[ ———<U1U2 ) —— —-109 = VO[...(T2Vi).
les U3 étant unitaires et Vp = \J=

la loi d’associativité n’est pas veérifiée

Signe d’égalité oublié . Lire
Dans (11%) o - V( Vv
Facteur en indice oublié . Lire

O’\y= 1 .Soit M\Sl\/Cla borne supérieure de(Afsf)

Signe d’inégallité oublié .Lire -
..res et closes )YC avec a,, )
Lettre mal reproduite .Lir

si (d)’ était prouveé
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