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l.-i1- 1

D*apres dos th* oréesifs con joa, tout systeme h paroort
plexe aeral-ainpla aur un corpa ™~ -adlga# est eoraraa direct« d
a y s t Hippies, qui «ont ft leur tour. représentatl«a comme
al"ebraa complétes de matrices ¢;mr dea corpa geuchaa dont les
centras? contiennent l« corpe (f-aaique donné . Z'itude d« ces
oyet™izsts ee remene donc £ celle d«e corpe ¢gauches sur lea
corpa *AfF-ediqoee t cfeat cette éetude qua nova allons entre-
prendre

I.*« Moue deésignerons par k un corpa 'y-adlque . por

r un corpe gauche de ran# a eur k. c’est h dire que tout élé-

ment — do H pourra 8tre raie , d*une otsnl&re et a*une seule«
sou« la for a IT « T,4¢ - + NO#OLE. étant dans
k* €t -2T,.... JHIL.,, formant una k-L je de r . soit ( £ ) 2a
valeur absolue ( -a ique) da £ dans k ; soit A~ )

| "idéal prenjier (unique ) dans 1*anneau des entiers de k# et
soit Lf ( X ) « 'uT
Cn oitl#nt , comne on sait, une représentation de T par
dee matrians sur k { représentation r> ~ullére ) en écrivant
— L a U ~~& ** *n *gIft3n® corraopondre a ~ 2s ma»
* ¢ il « @& <*I't ausai que est Rlorn racine de
liquation car ctérlatlque

r fZ.) - |Ct> - Sij - 0 (i, - 0oBI 1*3 |,
a 1 al 1 aj

éqguation de Segré m, qui eat indi pendente de 2a b.nse N

«2/ choisie ; 1# tarine constant n ~ a |fv | «t le coefficient



1,-2

dg — Sl_l. s :r(?~1\‘/ , &roa% «yvtUff »eepootivement 3p
nor*a *it, © yr ee Iole L * 1 ii no*

n ( 21 —?)

nije, *: 8 - v e jL o' S I Y,
{"sun uni‘'jns polyno"»« médaoti™l* , dont. W(:x) est une pule-

semee Bxmrf-m . tfclt «a effst ffr) 3* po??no®« normé, 5« nlu*»
b»a Clmfrét il enefflel «rife 6#ssft le, iioat | eott y>#IMI : 11
eat >J«r Irreductible, csr «&non, K it-nt ssag 4lvi«euro de
réro, 1l’en dt ##? ~-ctear« «i --trtU 3®&medni _; eoit
6 e whTé F(+ 3} *Pt lors, daie t, en. e«rps eorsruotetl T
eirt-i m*Son g3gCVtlcpi 3« k d» *nmre d, «t X *«t,, p ?r rspr™ort

fcir (-1 1, ole { & droft* pe? 4X473«) de reng d—i
s»olt Ai , &t .... Ah o tfti fe*«# 8| ## lilt @ lea * elétttnte
a™ 3L (k « M t d-i i *mi,m i ) fm M fl

un« Kk-tinr« ‘'ir t, ro’on peut utill»**/ povr eerlre | ?6ga*>tion
csroetérietigue do L s cali«—el #pE#r#£# Men alore oonnti
r(*) = +[#(*U *

o*«* | Be«r™ dlIt » iy «1 lea cae ‘2fi<3ier»t» d®

f(x) , pu, uc oul r«?i «nt so mirax. ceux de ?(x), eonfc dee

«nti-ra 41# te . fttsom (ZT ) * (Y ( n = )] b : pour
31 * £ danys k, oPt' "0 ,otilan coi-telde Men «veo 1» vnleur
«ibsol u« ; on atirfl *f (r . 1-7) ¢ H(-=-) cf (— )

uaji? &¢t«ent r**oott 19« th4 otofiva enivaata i
I®- ioui .ue ,.-_ oolt cnt er, 11 faat et Il eafflt que
(- )11 ec*¥g t yalr® que n «& Bclt entlsr .
*e- 4B-.N <— 1 - (X ') . 1"i4 <f(z").

£ deraonsttrwtlon «et Id ra$m« que dan« le ose particalle:



ou T étoi* ooiBHUtstif { conféerence pr<cédent«, pyg,9) et
s*appuie sur 3e lenme ( ib. prg.S) s an po3rnome Irr< doctl-
ble dans k «Bt Irr<~3octlble o0 puissance de polyncme Irréduc-
tibia taodolo Lp . Alors s 1° 3a condition est évidemment
nécessaire \ soit donc, rtciproqueraent, n entier, et
soit JI-£ le plus petit dénominateur commun de© coefficiente
de F(x) ; si h 70 , JI\y{x) serait ®** . G(x) (" ) »
xr et G(x) étaat premiers entre eux raod. , et r7 0
?(x) aurait donc, d*sprés 3e lemma, deux facteurs premiers
entre eux , ce oui est Imposaibla ; par suite, h » C et
est entier
2«—0On aura C{ — )~ 1 , donc — est entier
2=T 3L
«t son équation c«r«jctéristiqua F(x) = C ent a coefficients
entiera s 11 en est de mSrae alors de F(x-iW 0 «t 1 +
est entier , danc <f( 3 4 ~3~5) += 1 , en A~ ~ +Z>)
A "
Il en resulte d*abord que les entiers de K forment
un anneau, cont nant 3*anneau des entiers de fc . Cet anneau
est un ordre s on entend par la tout anneau d*é3* mente de E
contenant 1"anneau des entiers de k, et qui po aede,par rap-
port a ce dernier, une base rainlma de ra éléments 3inéaire—
ment indépendants : c'est h dire que |’on peut trouver m
éléments de 1*anneau, J1J | *....... oi ™, formant «n méme
*empa une k-base de K, et tel que tout élément de l*anneau
soit de la forma St m TU toLJlim laa L<L etant dr-s entiers

-r :
de k . Or, — étant dans K, JLe_z. est entier pour h assez



grand ; on peut donc trouver une k—base de K formée d’en-

m
tiers AN . Soit alors A «31 on en~

tier quelconque : on aura .
d d s(AtA )lin ea (A, ) :

les coefficients de ce systfcme , étant traces d’entiers, sont
des entiers de k. et le déterminant "~ « Ja (AtA"Y \ est

£ C * car sinon, on pourrait déterminer les de facon que
s ( Aia) « Opour tout |f donc e( ~ A ) « 0 quel que
soit — , ce qui est fauac , par exemple pour » A,
Donc on peut résoudre par rapport aux >, et l’on a

m , les 'dj étjpnt entiers # Tout entier de K est
dono de la forme A*;Jj; I" » A, ; il suffit alors de rai-

sonner comme dans la thégri'e des corps algébriques finis,
pour déterminer une hase minima de 1’ anneau des entiers de K
De plus, 11 résulte de la deéfinition d’un ordre que
tout élément d’un ordre est entier : tout ordre est donc
contenu dans | ’anneau des entiers : celui-ci est un ordre
ma*imum , et c’est le seul ordre maximum dans K . Nous le de-

signerons par | et por , «PR2, . c/7-" , une hase de
3,- |log { 1 ) | est toujours? un multiple en-

tier de r3;1 log 5 T soit log yi, sa plus petite valeur

non nulle, et soit T tel que if ( M) a li # Appelons unité

tout élément B tel que 4 ( B } =1 , donc tel que Het B*;
soient deux entiers T tout L pourra étxe mis sous la forme

I .
— *T) B, et h ( 1’eMpossnt de 1~ ) sera déterminé par



<f (X )m

TInh ir.idéal h droite dans BI, est on ensemble d’elé-
ments tel que : I*- 8*11 contient . Z .11 contl«nt
ausei Z + Z ' et Z . fL * JI étant on entler quelconque
2°- 12 asiate an entier ot d« k tel que x.A7 sd4it «ntler
quel que ooit 3 dans 1*1déal . De méme. pour on idéal a
gauche ; un ensemble qui ent ideal a gauche et h droite eat
dit idcJl bilatére . Il «et clair que les éléments fi de K
pour leaquela q( ) - 1 forment, dans «n ldéal bi-
lstere j"*™ t T1) i o’est an idéal premier { méme défini-
tion qoe pour lea corps commutatifs) . Soit un idéal a
droite | ooit A* TL~A'S 1»élément de M qui ait le plus
petit exposant h { il existe, cai si h est |’exposant du
nombre oi figurant dans la deéefinition d*un Idéal, h7/-ho*

tous les éléments H d*exposant 7/ h sont dans

, car
31 H eat entier ; donc » jd « ( T/ ) 1 tout idéal
dans K eet puissance de ~ , et par suitl bilfitére et prin-
cipal . 1Gn particulier, léideal ij * (JC ) sera ® [/~ $
e s’appellera 1*ordre de réification de ~ dans K .

Soit k le corps des classes de restes de k mod.
c’est on champ de Gaiois h g éléments . Soit T_V_ | “anneau

des classes de restes d”s entiers de Z mod. fd * de | ’exis-

tence d’une base miniiaa™i* Jlt ... AT e de [, 11 ré-

sulte que K eat un Kk -module fini de rang f m , donc
il contient q” éléments ; -jO étant premier, K* eat sans

diviseura de zéro : c*est un corps fini , et par sulte(d’a-



l.-1.-6

prés an théoréme de Welderbum) 11 «et co-smutetif, exten-
sion si¢”™brigue te degré t de k~* , f est e}>fe$é degré

rg3ctlf de |0 par rapport a te.

—. ta _. £
4 .- Soit —  « JIi; pour que _ r* C (~ )

il faut «t 13 suffit que JT .z soit entier , d ne

( puisque les forment une base de T ) que lee ™ $;1
soient entier», ou bien qt?2e ft *. 0 AN ) s en particulier,
on obtient , dans \ on systéeme complet de restes mod. "
en donnant a chpcun des g valeurs incongrues mod? :
doUe 11 y s , dans &, gm entiers inconnus mod, {g . D’autre
part, la convergence étant définie dans K ou moyen de la va-
leur absolue * ( exactement oorme dans 3es corpe y -adlques}
on voit que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une
suite de dans K converge vers une linite eet que chacune

des "coordonnée«” %" tende vers une limite . Il «A resulte
pour K, un "principe de Eolzoao"
De ce qui pr<~c&de résulte encore la possibilité de de-

velopper tout 20 dans K en série suivant le.i puissances

croissantes de H . si — «st entier, on aura
_ T .
I » A £+ + 77 A, 4. + 11 L.
et | on obtiendra tous 1*s entier« une fols et une seule en

donnant a chacun de™ coefficients Ai;les g* wvaleurs d’un

systeme complet de rentes mod, SI ZEZ «st quelconque,
J— AN
d’exposant h, on aura : — « "— 5 I>A,
»=X)
lin particulier, on obtiendra , dans K, un sy.itbme com—



olet de rentes raod, U * AO* en donnant S chacun des A j

: m €*7]. T
dans 1’expreasion A0 +T1 4"+ ... ¢ /%\e-( X ve-~
leurs Inoongrues raod#JY3 1 on obtient ainsi (g*)* valeurs,
et 1°’on voit que I’on a : « fera.

5.« Nogs n’avons rien supposé, Jusqu’iei, sur le
centre de K; et, par exemple, tous nos résultats corapr®nalent
comne o«a particulier ceux de le oonftr*nce préocdente, ou
K «;tal commutatif, c’est & dire son propre centre . Mais le
centre de K est une extension algébrique finie a© k, dno
encore un corps tj -»adique, et nous pouvons »apposer, sons
diminuer 1s généralité, que |’on s pris pour corps de base
k ce centre rnarne #

k étant donc désormais 2e centre de X9 l'on si t que le
rang m est un carrc parfait m««n , et que tout corps com-
nutatif contenu dans T est une extension alfabrique de k de
degre d n

étant extension flo k™ de de~ré ft soit H on é—
léraent gént rat ar de cette ?xtr3nsion, de sorte que K%kx_( H*o)
H y.sers r«ste raod.-j"> d’un entier M de 3C racine d’une é-
gustion irrc ductibl « d jne k de ?egre 7/ f ( sinon H serait

a fortiori de degre 1 sur k 7 ) , maia nécessolrenent

— n . Donc ¥ - n

D’ autre part, dans le corps k(il) , contenu aussi dans

E, a un ordre de rt”i5fioetion ~ e , donc ce corps est de

degré 7 e sur kK
£*=f -n

, d’ofc e - n . Mais e.* = n” , d’ou



k( H ) «st donc de degré n sur kj; tout entier de K est
conPTU h on entier de k( H} module jQ i Sie de ré relatif de
1*idéal premier d6 k( H ) par rapport h k est donc n* | ’ordre
de ramification de dana k{ H ) est alors 8 =1 « et |’ i-
déal premier de kf H) n’ef*t autre que . On dit que k(H )
est un corps d’inertie de K,

Le corps des classes de restes de k( H ) mod. j , qui
n‘est aitre que , est un champ de Gslois dont le© qn
éléments sont, comme on sait, les racines de la congruence
X* —x « o0 ( N) . Mais , par le le™« déja cité { prg#8
de la conférence pr.etdente), qui est applicable su corps
com.utotlf k( H ) * le jieljhb xn‘n @2z , qui est déocmpo-
sable modulo -As en qn facteurs linéaires pr«niers ent-re
eux, posséde dans le corps k( H ) qn racines distincte»
Vnh particulier, on peut supposer que |’on a pris pour H
| “une quelconque de c*e racines, de degré n par rapport
h k, et p”r exemple, une racine primitive (gl -l)eme de
| >unité . Soit donc < (x) | ’un quelconque des facteurs de
degré n de O L x , Irréductibles dans k, qui ait pour
r-oine une telle racine primitive H s ses autres racines,
les conjugués de H ¢ seront H *H * ... HA s 3e grou-
pe de Calois de k{f H ) sur k sera eyolique, engendre par la
substitution ( H ; H” ) ; c’eat le méme que celui de K
sur k . Les H (¢» 3,2 ... q -3) forment un sys-

teme complet de restes jé O ( mod. ) dans k ( H) , ou



dena K* et parmi «as les M F { d1*2, . .,.. ;-1)
forment on «y>?%erne complet de rentes & 0 ( mod. ty ) dans Kk
( ila sont bien dani# k, os* le jpolynome xgq -x e q racines
distinctes dtiua k” , dono d&ns k, et k contient bian ton-
tes lea r&clnec (g-l)iemes de 1*unité ).

Déaontrona encore que toute unltc £ dane k est norme_
d’une unité g dena k( H ) . On sure en effet 8
£ 5 H * ( ) » av«c 1 é y1 & q— . Considérons H "
et ses ¢ nJugotB, H »H ' ... 1 17 Ils aont toua

diatincto, ce sont les racines d’une équation irrt. ducd4ible

dans k. xn + ai,xn"] + ... +okfx + a* * 0
/\Aot._
Mais <l » n( H } » Hr 1™ ® F ) e
. . : Y- r.1l
Consideérons alor” | ’équation x~ + 7 (x “ +....¢ Vyx +£ ¢ o
\ . , . . X
elle possede n facteur linéaires premiere entre eax dans K

donc, d'aprés le 1s nie, dins k( HJ ; soit B |I’une de aea
riioinaa dons k( H ) .on aura bien n B » £

3nfin, observons que dans le d».velop «ment en serl«
d’un entier quelconque do K :

N RSAETSTI N + ... ¢TL Aw* ____._.
on peut prendre toun les A" égaux, soit a 0, soit fe une
puissance de H . Il «n résulte en p rticulier que tout élé-

ment d« E éok**»g«able evec fi «t H appartient @ centre Kk,

6.- k( H) étant corps oonsnutetif maximum dois E,
il résulte des théorémes généraux que c’est un corps de dée—

composé tlon pour E ; «A |l’on en déduit la représentation de



K comme produit croisé . Nous a33ons retrouver cas reEf>03-
tets directement

En effet, 2© tr ansformatlon NnJ7T ) laisse Ik
invariant, et transforma toute clesse nod. jJen classe moa.p),

«33e entendre donc un automorphisme du groupe de Ga3ois de

K* sur k* et 3*on s s 71\ H %I\~-* » H qg* ( )
d’ou TIM.H : » Hq ( * ) S en particulier,
TNeH « H * H f r =0 (n) , et dans ce cas
aeo3drwnt « soit V. 3a p3us petite solution de cette con-
frruence #

Poue sllcnr t*rnltier un ¢iément. T7f**T'I + ~nAa + ...+ 'IlDA**
Frn, de faCon qu%(l,’\on oit T7' . H . 777 = qu ,Xc’est a
dire Ti’. H » Ha I7 , Posons , pou? cela,

Tli> + "H*At + .... + Tr>A>, «t supposons que 1*on ait
determiné Aa . A........... Ap de facon que TMH « Hd Ti,, ( )

montrons alors que 3*on pourra déterminer A)i * A satisfai-

sant a 3*équation s

(tii> +n'>1i )H 1T | u, +nh” A ) (-j/* )
ou bien s

ah-n"""" Hg'n'*l.a « Hqr77o0 - T7/* h ) i-f1)
Vais, puisque K* est con”~utotif, aHw Ha ( Y*) ; d’ail-
fe « . tt""Hi;r * Hr#* x *a'oU ¥

(H- H1 ) a =-n'v"i ti, h) ( jv ]
Cette équation détermine bien A , sauf aH » ¢ ( )

Maie d*8 ce cas, e33e est identiguement wWrlfiée, et 3’o0n

peut prendre A quelconque



Car alors HH~n a H (~p), on H H« ~ T ( )
D* plus, soit TNV. H . nj* « Hq Ti fi e« «n élevant le*

aeus membres * 1« puissance rgn , on aurs s
Mo. H.ri;" - H« ﬂ+J‘=c1-J( Hag )\T]1'Jl .(H qT)({/*")
dfou paien« * » H f (N )

et @ilHM m HGI ($%9 ) ¥
ml, W' BMEr v gn o TITON M erdxnr-iz s Her ( bi*" )
puisque q * C { |00 ) *

Bempllecona alors, une fois:P poar toutes, TI par TJ
Noua aurons TT #H .TI = HE®& , d¥od TIT°. HH.. «HH i *
TT ° sera échem&ebble aveo H , et bien emtemdw , avec A ;
il apparti emdra donc h k . D&alBeors 3e comps k( HT ) doiit
etre e 8erré n cor k, par suite & nf et r est premier
aveo n e« puisque d’'@illewrrs » , { *=BA, on aura
T nJLE " # £ étenit une umitdyee k . kitais alors, £ est

nomme ¢”ane imité 7 de M H ) , produit d® 1? par se® conju-

gués T™F, W ..... Tirr@acone TT par TI, « T K - on
aura encore “H HTL, a HA" , eett Thn « (7TV B )n *
M n.F Bf BW & JL . Roua obtenons le résuoltat

final suivant s

>o0lt k un corpr 4 -adlgu«« m[Sl ) son ldéal pr-nieg
X Is nonbrf *e classes de restes de k taod, (T, et H une rt>
cine primitive (gn-1) Ifene d» 3*onlté, de depré n sur k .
Tout corpa flauche de rang m « nO sur 3e centre k peut et\e

représenté comme produit croisé sur k( H ) . engendrc j*cci-



on élément TJ sa'lsfala&nt soit relations

n n = Jt . 7. H. V1’ - h
r étant on nombre ruelconque premier 3 n,

Soit p t«l que r.e * 1 (n) : on peot encore engendrer
T «a moyen de 1*iK -jent R « FLilS t 8etiof*isont aux rel e-
tione Pr * jt,® f P . H , P *
Autrement dit, ai 1’on désigne psr £ l1*automorphisms (1~ H"J
générateur do g-roupe de Galois de k( H ) eur k, K eat pro»
doit croigée ( X( H)* C , JtS ) ; S n<»ut prendre toutes les
T?7eurg premlér-s a n . 3n utilisent 3a notion de predoit
de cl ag”ea d™*al ¢(-ebren par te, on voit gae ces classes forment

on irroope cyclloue
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